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Chapitre . Analyse combinatoire

Former des listes des éléments de (k) éléments a partir de (n) éléments suivant des
conditions pour dénombrer les fagons de créer ces listes.
L’analyser combinatoire a pour bute le dénombrement des dispositions que 1’on peut
faire a I’aide des ¢léments d’un ensemble fini.
Une liste formee de (k) élements présenté par (n) élements >>Disposition d’un (k)
éléments présenté par (n) éléments.
Exemple :

Stylo, livre,

bureau, cahier

Ensemble de (n) éléments

Présenté par :

Liste formé de (k) éléments )
Ca peut étre: stylo, livre, régle...

1. Terminologie et définitions :
Il s’agit de savoir combien, a partir d’un ensemble de (n) ¢léments, on peut construire de
groupes composés de (K) éléments.
Pour former des groupes (listes), on a deux criteres :
e [’ordre.
e La répétition.

Donc :
Arrangement Avec répetition
!
Avec ordre Ak = pour k < n, Sans répétition
(n— k)!
Combinaison Avec répétition
Disposition ck — (™) _ nn—1)...(n—k+1)
Sans ordre "o\k) k! o
| Sans repeétition
ny TL:
(k)  kl(n— k)
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Définition duDisposition :
Nous disposons d’un ensemble fini, tous sous-ensembles ou listes construites a partir de
cette ensemble en respectent certaines conditions, s’appelle disposition.

Un cas particuliere : Quand n=k ,on a:
Permutation (arrangement de (n) éléments sans répétition de (k) objet prisent parmi (n)
lorsque k=n)

n!
Pﬂ = n - — T
L=z "

N.B :

Pour dire si I’ordre est important ou non, on doit essayer plusieurs positions. Si les listes sont

différentes, I’ordre est important, si les listes sont les mémes (on le méme sens) 1’ordre n’est
pas important.
Exemple :

LISTE1l « |

A B,CD D,B,C, A /’LISTE 3

Les listes sont différents a chaque fois donc 1’ordre est important.

2. Dénombrement :
a. Arrangement sans repetition : dans I’exemple 1

Le nombre d’arrangement sans répétition de (k) éléments parmi (n) €éléments est :
A =nn-1)(n—-2)---(n—k+1)

n!
k
AF =

pour k < n,
(n—
5! 5!

13 — — =
Exemple :A5 =5+4 =20 ="+ =7

n-k+1=5-2+1=3
20 Nombres d’arrangement sans répétition de 2 éléments pris de 5 éléments.

b. Arrangement de k éléments pris de k éléments sans répétition (permutation sans
répétition) : dans ’exemple 4

n!
(n — n)!

=n!

P, = A" =
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Exemple :
P;=A3=31=3%x2x1=6

c. Arrangement avec répétition: dans I’exemple 5
Le nombre de listes (d’arrangement) avec k éléments pris de (n) éléments

> Ak—ﬂk

mn —

d. Combinaison sans répétition: dans I’exemple 2

ok — (2) _ n(n—l]..;.d[n—k+1] (:) .{i -

Cas particuliére et conseils pratigue :
A. Les dispositions sont construites avec les éléments puis dans le méme ensemble

Seulement I’ordre existe sur une partie de la disposition, mais pas sur ’autre partie,
comme dans ’exemple 3 :

®e ( N X J
. ./
. / .
L’ordre important I’ordre n’est pas important
A3, X Cis

> > Méme résultat si on commence par 3 parmi 20 sans ordre et 2 parmi 17 avec
ordre : C3o X A3,
B. Les dispositions sont constitues avec des eléments puises dans des ensembles
différents, Exemple : Un mot de passe est composés de 3 lettres latines différents
suivie de chiffre différents.

o000 O
\ ) =
4’/—I
Parmi 26 lettres parmi armi 10 chiffres (0 jusqu’a 9)
Ordre important ordre important
. 3 2
Donc: A5 XA7,

C. Somme des produits :
Exemple : Nous disposons 2 urnes, la premiere contient 10 boules numérotées de 1 a 10, la

deuxiemede 1a 6
e Dans la premiere, les boules portent un numéro paire sont rouges, et les boules

portent un numéro impaire sont vertes.
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e Dans la deuxieme, les boules portent un numéro paire sont blanches, et les boules
portent un numéro impaire sont noirs.
On retire sans remise 3 boules de |la premiére urne et 2 boules de la deuxieme urne.
Combieny a-t-il des cas ? le tirage donne les couleurs de drapeau Algérien

_|—>5 rouges L 3 blanches

5 vertes 3 noirs

Urne N°1 Urne N°2

Donc : soit on choisit : - rouge, rouge, verte ET 2 blanches OU
- rouge, verte, verte ET 2 blanches.

::> C52 X C51 X C:)?
Ci x CZ x C2
3. Exemples :

Exemple 1. 5 athlétes sont au départ d’une course. A I’arrivée, le premier gagnera
une meédaille d’or, le deuxieme une meédaille d’argent et le troisieme
une médaille de bronze.

Pour que a leur arrive, les gagnants trouvent leur liste deja préte, il
nous faut preparer toutes les listes possibles, combien y en a-t-il ?
La solution : donc I’ordre est trés important dans notre liste donc ¢’est I’arrangement.

Il n’y a pas de répétition car le gagnant peut prendre une seule médaille.
Donc notre disposition est : un Arrangement sans répétition.

3 5! _5_!_ .
$ =gy =5 = 5 X4x3 =60

Exemple 2. 5 athlétes sont au départ d’une course. Les trois premiers a I’arrivé se
partagent le méme prix (a part égale). Combien y a-t-il de groupes
gagnants possibles ?

La solution :I’ordre n’est pas trés important ici donc c¢’est une combinaison.
Il n’y a pas de répétition car les gagnants ne peuvent pas prendre plusieurs

n=5 : k=3

médailles.
Donc notre disposition est : une Combinaison sans répetition.
5! 5! 5X4x3
n=5 ; k=3 C 53 = = = =10
3!1(5-3)! 312! 3%2

Exemple 3. Les 2tudiants de I'institut ont créé une association. Ils ont organisés
des élections pour choisir les membres du comité qui doit gérer
cette association. Ce comité se compose :

- Un président.
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- Unvice-président.
- Un trésorier.
Ces postes seront attribués conformément au nombre de voix récoltés par chacun des
candidats.
5 candidats ce sont présentes.
A combien de comités possibles peut-on s’attendre ?
La solution :

> 1’ordre est important quand on parle de président, vice-président, trésorier donc on
parle d’un arrangement et un membre peut prendre qu’une seule position dans le
comité donc c¢’est sans répétition ; ¢c’est un arrangement sans répétition.

» L’ordre n’est pas important quand on parle du reste des membres qui on le méme titre
(membre du comité) donc on parle d’une combinaison et il exige deux membre de ce
comité qui on le méme titre donc un seule membre ne peut pas prendre les deux
positions, ¢’est-a-dire, sans repétition ; ¢’est une combinaison sans répétition

®e [ N X J
. -/
. 4/ .
L’ordre important I’ordre n’est pas important
A3, X Cis

>———> M@me resultat si on commence par 3 parmi 20 sans ordre et 2 parmi 17 avec
ordre : C3o X A3,

Exemple 4. De combien de facon différentes peut-on placer 5 personnes dans une
voiture ?
N.B : lls savent tous conduire.

La solution :
n=5; k=5 ; n=k=5
» Disposition sans répétition (une personne ne peut pas avoir deux places au méme
temps)
» L’ordre n’est pas important (de fagons différentes)
Donc c¢’est une Permutation sans répétition .

Ps = 5! =5 X4x3x2 =120
Exemple 5. Un numéro de téléphone est une succession de six chiffres. Combien y
a-t-il de numéro possible ?
» L’ordre est trés important donc on parle d’un arrangement.
» On peut repéter les n=chiffres dans un numéro donc c¢’est avec répétition.
Donc : ¢’est un arrangement avec repetition.

n=10 ; k=6 AS, = 10°
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Exemple 6.  Une section d’étudiants de premicre année est formes de 6 groupes.

Un jour, dans ’amphithéatre ou toute la section €tait réunir, on a
demandé aux étudiants de proposer 4 volontaires pour représenter
leur section.
« Les volontaires n’inscrivent pas leurs noms sur le listes mais
seulement les numeros des groupes auxquels ils appartiennent. »
Combien y a-t-il de listes possibles ?

La solution :

La phrase entre « » Nous fait comprendre que les dispositions sont du genre 1442 ou 4332.

Avoir I’écriture de 1442 ou 1424 signifie la méme chose pour nous :un représentant de

groupe 1, un représentant de groupe 2 et deux représentants du groupe 4.

Ici, les éléments peuvent se répéter et I’ordre n’a aucune importance, donc on parle ici de

combinaison avec répétition.
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Terminologie et position du probleme

Pour résoudre n’importe quel exercice en Probabilité, il faut faire une traduction (n’est pas
possible seulement si on connait les termes du probabilité).

I. Terminologie et position de probléeme :

Nous aurons a définir les termes suivants :

1) Expérience aléatoire.

2) Ensemble fondamentale.

3) Evenement élémentaire.

4) Evénement compose.

5) Opération sur les éléments.

TERME DEFINITION EXEMPLE:
1. EXPERIENCE Lors le résultat d’une a) Le jet d’un dé est une
expérience ne peut pas étre expérience aléatoire.
AUEATRIRE d’avance, avec certitude, b) La durée de vie d’un étre
nous disons que cette humain est une
expérience est aléatoire. expérience aléatoire.
2. ENSEMBLE L’ensemble de tous les a) Q=1{1,2,3,4,5,6}
FONDAMENTALE résultats possibles d’une b) On jette un dé mais

3. EVENEMENT
ELEMENTAIRE

experience aléatoire
s’appelle ensemble
fondamentale ou univers
des possibilités.

On le note généralement Q2.
Les ¢éléments de ’ensemble
fondamental, ils s’appellent
eveénements élémentaires.
On les note généralement

successivement jusqu’a
obtenir la face 6, Q = N*

a) Dans le jet du dé,
I’apparition de chacun de
la face est un évenement
élémentaire, « 2 » est un
évenement élémentaire
par exemple.

b) Evenement élémentaire
d’un élément de Q (€ Q)
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4. EVENEMENT

COMPOSE

Résumé :

Un événement est dit
composé s’il existe un ou
plusieurs événements
élémentaires tels que la
réalisation de 1I’un
quelconque d’entre eux
signifie sa réalisation.

En d’autres termes un
événement composé est un

sous-ensemble fondamental.

Cour de Probabilité

c) Evénement élémentaire
est un sous ensemble de
Q(c Q)

P.S : I’expérience aléatoire

ne peut réaliser qu’un seul

événement élémentaire a la
fois.

Revenons a I’exemple du jet

de dé. Nous pouvons nous

intéressé aux événements
suivants :

a) Le résultat du jet du dé
est un nombre pair :
A={2, 4,6}

b) Le résultat du jet du dé
est un nombre carré :

B ={1, 4}

c) Le résultat du jet du dé
est un nombre inférieur a
1.
C={1,2,3,4,56}=Q
(c’est un événement
certain)

d) Le résultat du jet du dé
est un nombre supérieur a
6:D=0
(c’est un événement
impossible)

En probabilité

En théorie des ensembles

Ensemble fondamental

Ensemble Q

o est un événement élémentaire

o est événement de Q (o€ Q)

A est événement composé

A est un sous-ensemble de Q (A € Q)

Il. Relations:
e o réalise I’événement A équivaut (o € A).
e laréalisation de A impliqué la réalisation du B equivaut (A c B).
e A et B sont équivalents équivaut A = B = Q (c’est ’ensemble).
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5. Opération sur les événements :
1- La complémentarité :

A équivaut (I’élément contraire de A s’est réalis¢)

Exemple : soit E = {1, 2, 3, 4, 5, 6} notre ensemble, et soit A = {2, 4, 6} un sous-
ensemble de E.

Le complémentaire de A dans E est le sous-ensemble suivant A = c,A= {1, 3, 5}.

P.S : on peut utiliser la notation A au lieu de la notation c.A, pour désigner le
complémentaire de A dans E.

2- L’intersection :

ANB équivaut (les deux éléments A et B se sont réalisé au méme temps ou
simultanément).

Exemple : soit E ={1, 2, 3, 4, 5, 6} notre ensemble, et soit A = {2, 4, 6} et
B= {1, 2, 4} deux sous-ensembles de E.
L’intersection des deux sous-ensembles A et B est le sous- ensemble suivant :
I=ANB= {2, 4}.
P.S : dans le cadre des ensembles, I’intersection de deux sous-ensembles signifie leur partie
commune.

3- L’union ou la réunion :

ANB  équivaut (I’un, au moins, des deux événements s’est réalisé)

(Au moins) on a 3 possibilités qui nous donnent :

Soit : ¢’est le A s’est réalisé.

Soit : c’est le B s’est réalisé.

Soit : c’est les deux (A et B) se sont réalisé.
Exemple : soit E = {1, 2, 3, 4, 5, 6} notre ensemble, et soit A ={2, 4, 6} et
B= {1, 2, 4} deux sous-ensembles de E.
L’union des sous-ensembles A et B est le sous-ensemble suivant :
U=AnB={1,2, 4,6}

4- La différence de deux ensembles :

A\B équivaut (parmi les deux événements, seulement le premier s’est réalisé)

Exemple : soit E = {1, 2, 3, 4, 5, 6} notre ensemble, et soit A ={2, 4, 6} et
B= {1, 2, 4} deux sous-ensembles de E.
La différence de A par rapport a B est le sous-ensemble suivant : D= A\B= {6}
P.S:
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o< A\B :
» (o appartient a A) — (I’événement correspond s’est réalisé).
» (o n’appartient pas a B) — (I’événement correspond ne s’est pas réalisé).
5- La différence asymétrique de deux éléments :

AAB équivaut (parmi les deux événements un, et un seul, s’est réalisé).

Exemple : soit E ={1, 2, 3, 4, 5, 6} notre ensemble, et soit A = {2, 4, 6} et
B= {1, 2, 4} deux sous-ensembles de E.
la différence symétrique de A et B est le sous-ensemble suivant :
Ds=AAB={1,6}
o= AAB:
> (o appartient a A et n’appartient pas a B) — (le premier événement s’est réalisé seul).
» (o appartient a B et n’appartient pas a A) — (le deuxiéme événements’est réalisé

seul).
» Donc: A AB=(A\B) UB\A).
I11.  Notation
Symbole Définition
A L’événement s’est réalisé.
A L’événement ne s’est pas réalisé.

ANB Les événements A et B se sont réalisé en
meéme temps.

AUB L’un, au moins, des événements A et B s’est
réalisé.

ANU L’événement A s’est réalisé et U ne s’est
pas réalise.

ANU L’événement A ne s’est pas réalisé et U
s’est réalisé.

AUB L’événement A ne s’est pas réalisé¢ ou B
s’est réalisé.

AUB Aucun des deux événements A et B ne s’est
réalisé.

ANB Les événements A et B ne se sont pas
réalisé en méme temps.

10
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Chapitre Il11. Axiomes des probabilités

Les probabilités sont des nombres distribués sur des événements. Ces distributions doivent
verifier certain conditions ; les trois axiomes suivants forment ces conditions :
- Axiome 1 : la probabilité de tout évenement est un nombre réel qui ne peut pas étre
que positif ou nul, c’est-a-dire : VAEP(Q) ; P(A) > 0.
- Axiome 2 : la probabilité de 1’événement certain est égale a I’unité ; ¢’est-a-dire :
P(Q)=1
- Axiome 3 : si deux évenements sont incompatibles alors la probabilité de leur union
est égale a le somme de leur probabilités ; c’est-a-dire :
Si:ANB=0 Alors : P(ANB) =P(A) + P(B)
Les 3 axiomes des probabilités énuméres constituent un systeme minimal.
A partir de ces axiomes, on a 3 propriétés qui vont permettre de calculer beaucoup de
probabilités.

Propriétés des probabilités
1) Les probabilités de I’événement impossible sont nulles :
C’est-a-dire P(@) =0 permis QNG=0
Et donc en vertu de 1’axiome 3 nous avons : P (QNQ) = P(Q) + P(Q)
Or: P (QNY) =P(Q)
Et en vertu de I’axiome 2 : P(Q2) =1
Par conséquence : P(Q) + P(Q)=1
D’ou:P(@)=0
2) Les probabilités de tout évenement est nombre compris entre zéro et un :
C’est-a-dire : VASP(Q) nous avons : 0 <P(A)<1.
Démonstration :
Soit A un événement quelconque de P(€2).
Nous avons tout d’abord, grace a ’axiome 1 déja I’inégalité de gauche 0 < P(A).
Ceci étant admis pour tout événement.
Par ailleurs nous avons, d’une part AUA = Q.
Qui, en vertu de ’axiome 2, conduit a : P(AUA) = P(Q) = 1.
D’autre part, ANA =0
Qui, en vertu de ’axiome 3, conduit a : P(ANA) = P(A) + (A).
Ce qui signifie donc que : P(A) + (A) = 1.
Or, P(A) et (A) sont toutes les deux des quantités positives ou nulles d’aprés I’axiome 1.
Pour obtenir 1, on a di additionner ces deux quantités positives ; c¢’est-a-dire la preuve
qu’aucune de ces quantités n’est supérieures a 1.
Ainsi : P(A) <.

11
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Ce qui acheve la démonstration donc : 0 <P(A) < 1 — une application de 1’ensemble des
parties de Q dans I’ensemble [0 ; 1].
3) Probabilités d’un événement composé :
A c Q, on cherche P(A), on aici 2 cas :
Le 1° cas : la probabilité d’un cet événement composé est égale a la probabilité de
I’événement ¢lémentaire.
Le 2éme cas : la probabilité d’un événement composé peut étre déterminée a partir des
probabilités des éveénements ¢lémentaires qui le constituent — ces de 1’équiprobabilité.
Pour le 1* cas :
Q={w;;,wWy;W3; ... 0, }et AcCc Q oA={w; ; w,;w;3; ... ;0w };k<n.
P(w, ) ; P(w,); ... P(w, ) sont connus et donnés;
P(A) = P{w; }U{w,} U{ws} U ... U{w })
P(A) = P{w; }+ P{w,} + P{ws} + ... +P {wy }.
Exemple :
Reprenons 1’exemple du lancer du dé.
Dans cette exemple, ’ensemble des événements élémentaires c¢’est-a-dire I’univers des

possibilités est Q= {1, 2, 3,4, 5, 6}. Si les probabilités des événements élémentaires sont
comme suit :

Faces 1 2 3 4 5 6
Probabilités 0,1 0,3 0,05 0,15 0,25 0,15
correspondantes

Quelles sont les probabilités des evénements composés suivants :

A) a: « le resultat du jet est un nombre pair ».

B) v : « le résultat du jet est un nombre carré »

C) o : « le resultat du jet est inférieure a 3 »

D) A : « le résultat du jet est inférieure a 7 »

E) 0 : « le résultat du jet est supérieure a 6 »
Solution : puisque le sous-ensemble associé a I’événement a est A = {2, 4, 6} ; sa probabilite
ce calcule donc comme suit : P(a) = P(2) + P(4) + P(6)

=0,3+0,15+0,15=0,6

Tous les autres de la méme fagons.

Pour le 2eme cas:

Présence de I’équiprobabilité — égale de chance d’apparence
w; cQ;i=1,2,...,n.

Q={w;;,wy;W3; ... Wy }

P(A) = P{w; }= P{w,} = P{ws} = ... =P {w, }=P.

Card (Q)=nsiAcQ —card A=k ;k<n.

p (A)_ card (A) _ nombre des cas favorables ( qui réalise A)

card (Q) B nombre des cas possible
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