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Plan du cours

I- Grands échantillons—> Test de I'écart réduit
I1- Petits échantillons—> Test de Student
[lI- Comparaison de deux variances - Test F de Snedecor

Test Z (€) ou de I’écart réduit

Le test Z: comparer des parameétres en testant leurs différences

Utilisé pour comparer :
— Une moyenne observée a une moyenne théorique
— Deux moyennes observées

Principe du test Z
Deux paramétres de 2 échantillons que I'on désire comparer :

—HO : Les parametres des populations d’ou sont issus les 2 échantillons sont identiques
— H1: Les parametres sont différents

* On compare les 2 paramétres par leur différence A
e A est une variable aléatoire
e Si HO est vrai alors A est proche de O :
— Si HO est vrai et que I'échantillon est de taille suffisante
— La division de A par son écart type suit une loi Z normale centrée réduite de moyenne 0 et
d’écart type 1
* Le test Z consiste :
— a estimer "écart type de la différence sd
—a calculer I'écart réduit zo = |A| / sd
— a comparer cette valeur a la distribution théorique de la loi Z
— On utilise la table Z
¢ Condition d’application :
Effectif de chaque échantillon > 30

Interprétation du test Z
* Aurisque a=5%:

e Si la valeur observée zo < 1,96-> on ne rejette pas HO
- On ne peut pas affirmer que les échantillons proviennent de populations différentes
- la différence entre les parameétres n’est pas significative



e Si la valeur observée zo 2 1,96 on rejette HO
- On accepte H1 en affirmant que les échantillons proviennent de populations différentes
- On affirme que la différence entre les parameétres est significative

Utilisation du test Z
1- Comparaison d’'une moyenne observée a une moyenne théorique

On compare une moyenne observée dans un échantillon a une moyenne connue dans la
population de référence

e Variable guantitative
® Parametre étudié moyenne
¢ Hypothéses

—HO:M=pu

—H1:M#p

U : moyenne théorique connue de la population de référence

M : moyenne inconnue de la population d’ou est issu I’échantillon
¢ Conditions d’applications:

Taille de I’échantillon > 30

e Calculde 2
m—
P

~ Fl

Formulation

— 1 : moyenne théorique connue de la population de référence

—m : moyenne observée de |’échantillon

— s : écart type de I’échantillon

—n : effectif

Interprétation

Z0 < 1,96 - Ho non rejetée - M n’est pas significativement différente de p
Z0 > 1,96 - Ho est rejetée - M differe significativement de u

Exemple n°1:
Lors d’'une enquéte sur la durée de sommeil des enfants de 2 a 3 ans dans un département
francais, on a trouvé une moyenne du temps de sommeil par nuit de 10,2 heures dans un
groupe de 40 enfants. L'écart type est 2,1 heures.
La moyenne du temps de sommeil est de 11,7 heures chez les enfants de cet age.
- La durée de sommeil des enfants de ce département differe-t-elle du temps de
sommeil des enfants de cet age?

Solution n°1:



e HO: les enfants de ce département dorment autant que ceux de la population
e H1: la durée de sommeil des enfants de ce département est différente
eZ0=(11,7-10,2)/(2,1/V 40) = 4,5
*4,5>1,96 ->0n rejette HO - DS
La population des enfants examinés présente un temps de sommeil significativement
différent de la population générale.

3® Quantiles de la loi Normale (bis). — 51 Z est une va-
riable aléatoire suivant la lol normale A0, 1], la table
donne, pour o fixé, la valeur z;_ o telle que

" Z

Ansi, 7y 400 est le quantile d'ordre 1

2= I o,

/2 de la lm

normale A0, 1), Zaga 0 Zi1_afo
a | 0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09
0.0 * 25758 | 2,3263 | 21701 | 2,0637 | 1,9600 | 1,8808 | 1,8119 | 1,7507 | 1,6954
0,1 | 1,6449 | 1,5082 | 1,5548 | 1,5141 | 1,4758 | 1,4395 | 1,4051 | 1,3722 | 1,3408 | 1,3106
0,2 | 1,2816 | 1,2536 | 1,2265 | 1,2004 | 1,1750 | 1,1503 | 1,1264 | 1,1031 | 1,0803 | 1,0581
0,3 | 1,0364 | 1,0152 | 0,9945 | 0,9741 | 0,9542 | 0,9346 | 0,9154 | 0,8965 | 0.8779 | 0,8506
0.4 | 0,8416 | 0,8239 | 0,8064 | 0,7802 | 0,7722 | 0,7554 | 0,7388 | 0,7225 | 0,7063 | 0,6903
0,5 | 0,6745 | 0,6588 | 0,6433 | 0,6280 | 0,6128 | 0,507% | 0,5828 | 0,5681 | 0,5534 | 0,5388
0,6 | 0,5244 | 0,5101 | 0,4959 | 04817 | 04677 | 0,4538 | 04399 | 0,4261 | 0,4125 | 03080
0,7 | 0,3853 | 0,3719 | 00,3585 | 0,3451 | 0,3319 | 0,3186 | 0,3055 | 0,2924 | 0,2793 | 0,2663
0.8 | 0,2533 | 0,2404 | 0,2275 | 0,2147 | 0,2019 | 0,1801 | 0,1764 | 0,1637 | 0,1510 | 0,1383
0,9 | 0,1257 | 0,1130 | 0,1004 | 0,0878 | 0,0753 | 0,0627 | 0,0502 [ 0,0376 | 0,0251 | 0,0125

i 10 101 10-* 108 10-7 10-® 104
T2 3,2905 3,8006 44172 4,8016 5,3267 5,7307 6,1094
Eremples. — Pour ae = 0.5, on trouve z = 0,6745; pour o« = 0.25, on trouve z = 11503 ; pour
a = 107% on trouve z =~ 4 8916.

2- Comparaison de deux moyennes observées
On veut comparer les moyennes observées dans deux échantillons
* Parametre étudié moyennes
* Hypothéses
—HO : pl=p2
—H1:pulzp2
plet p2 : moyennes inconnues des deux populations d’ou sont tirés les échantillons
* Conditions d’application :
Effectif de chaque échantillon > 30

Calcul :

- = |2, — m, |




Formulation

—ml et m2 : moyennes observées des 2 échantillons

—s?1 et s?2:variances des 2 échantillons

—nl et n2 : effectifs des 2 échantillons

Interprétation

Z0 < 1,96 - Ho non rejetée - p1 n’est pas significativement différent de u.
Zo 2 1,96 -» Ho est rejetée - u1 differe significativement de W

Exemple n°2:
On désire comparer la pression artérielle diastolique d’un groupe de sujets sains et d’un
groupe de sujets atteints de drépanocytose. Une étude donne les résultats suivants :

Effectif (n) Pression artérielle Variance (s?)
diastolique
Sujets sains a8 70,1 10,8
Sujets 85 61.8 6.9
drépanocytaires

- La pression artérielle des sujets drépanocytaires differe t- elle de celle des sujets
sains ?
Solution n°2:
* HO: les pressions artérielles sont identiques
e H1:la pression artérielle est différente chez les sujets drépanocytaires
e Sd =v(10,8/88) + (6,9/85) = 0,45
eZ0=(|70,1-61,8|)/0,45=18,4
® 18,4 > 1,96 : on rejette HO - DS
La pression artérielle des sujets drépanocytaires est significativement différente de celle des
sujets sains.

Test de Student

Lorsque la taille des échantillons est faible (n<30) le rapport entre les différences de leurs

moyennes et |'écart type ne suit pas une loi normale centrée réduite Z
On utilise alors le test T de Student

e Le test de Student sert a comparer :

— Une moyenne observée a une moyenne théorique

— Les moyennes observées de 2 petits échantillons

* Principe:idemaZ
® On calcule la différence A entre les moyennes
® On estime |'écart type sd de la différence A
® On calcule to=|A| / sd



* On compare cette valeur a la distribution théorique de la loi T de Student
e On utilise la tablede la loi T

Conditions d’application :
— Utilisable si petits effectifs
— Mais la distribution de la variable dans les populations doit étre normale
— Et les populations doivent avoir des variances identiques
e Soit on le sait
e Soit on le teste (test F de comparaison de 2 variances)

Interprétation du test T

Aurisque aa=5% :
—to < Ta la différence entre les paramétres n’est pas significative
—to > Ta la différence entre les parameétres est significative

Utilisation de la table T
La table de T est plus difficile a utiliser que la table de Z
e |l y a autant de table de T que de degré de liberté
ddl c’est I'effectif d’'un échantillon - 1
— Pour 1 échantillon : ddl =n-1
— Pour 2 échantillons : ddl = (n1-1) + (n2- 1)
* En ligne les valeurs possibles de ddl
® En colonne les valeurs de a

Repérer la ligne correspondant au degré de liberté

e Repérer la valeur Ta dans cette ligne

— Si la valeur calculée to < a Ta = on ne rejette pas HO

— Si la valeur calculée to > a Ta = on rejette HO et on accepte H1

1- Comparaison d’'une moyenne observée a une moyenne théorique

On compare une moyenne observée dans un échantillon de petite taille
a une moyenne connue dans une population de référence

 Variable guantitative
e Parameétre étudié moyenne
e Hypotheéses:

—HO : M=p

—H1l:M=zpu

U : moyenne théorique connue de la population de référence
M : moyenne inconnue de la population d’ou est issu I’échantillon



* Condition d’application :
La distribution de la variable doit étre supposée normale dans la population d’ou est issu
I’échantillon

* Calcul:

— U
= m S‘l avecddl=n-1

Jn

*  Formulation

— 1 : moyenne théorique connue de la population de référence
—m : moyenne observée de I'échantillon

—s: écart type de I’échantillon

- n : effectif

—ddl : degré de liberté

Interprétation

to < ta - Ho non rejetée - M n’est pas significativement différente de p
to > ta - Ho est rejetée - M differe significativement de p

Exemple n°3:
Dans un échantillon de 18 sujets suspects d’étre atteints de trypanosomiase, on mesure la
guantité de protéines dans le liquide céphalorachidien. On trouve dans ce groupe une
protéinorachie moyenne de 460 mg/I avec un écart type de 280 mg/I.
Dans la population générale, la protéinorachie est en moyenne de 300 mg/I.
- On se demande si ce groupe de sujet présente une protéinorachie différente de la
normale ?
Solution n°3:
* HO: la protéinorachie des sujets atteints de trypanosomiase ne différe pas de celle de
la population générale
e H1: |a protéinorachie des sujets atteints de trypanosomiase est différente de celle de la
population
en<30:TestdeT
¢ Condition d’application : on suppose que la protéinorachie est distribuée normalement
chez les sujets atteints de trypanosomiase
e to=(460-300)/(280/Vv18)=2,4
e ddl =17
e Ta pour 17 ddl = 2,11
®2,4>2,11:on rejette HO - DS
La protéinorachie des sujets atteints de trypanosomiase est significativement différente de
celle de la population.



A3 LomE o STuneEst

81 T st une variable aléatorre sinvant by b de Sto-
dent & |']|:Er|"=1 de li'h-crl-l.:: la takle -:||:h|:||:|-|.-: T CE E.'u.::
la waleur ¢y, o telle que

L T f| v k.

Ams, f1 ooz est le guandide d'ordee 1 @2 de  lod de . |
Student @ 1 degres de Lherde, oz 0 H-ayz

=3[ 0000 | 0,506 | 0,300 | 0,200 | 0,100 | 0,050 | 0,020 | 0010 | 0,001
0,1584 | 1,0000 | 1,9626 | 30777 | 6,3138 | 12,7062 | 31 525 | 63 6567 | 6366103
0,1421 | 0,8165 | 1,3862 | 1,8856 | 20000 | 49027 | 69645 | 9,928 | 31,5901
0,1966 | 0,7649 | 1,2498 | 16977 | 2,3534 | 32,1824 | 4,5407 | 58400 | 12,9240
0,1338 | 0,7407 | 1,1896 | 1,5332 | 21918 | 27764 | 37460 | 4,61 | B6103
0,1322 | 0,7267 | 1,1558 | 14758 | 20150 | 25706 | 39649 | 40321 | 68688
0,1311 | 07176 | 1,142 | 14308 | 10439 | 24469 | 31427 | 37074 | 50588
0,1303 | 07111 | 1,1192 | 14149 | 18046 | 29646 | 29080 | 34095 | 54070
0,1297 | 0,7064 | 1,1061 | 1,3068 | 1,8505 | 29060 | 28065 | 38554 | 50413
0,120 | 07027 | 1,0007 | 13890 | 18231 | 22622 | 28214 | 32498 | 4,7600
10 | 0,280 | 06008 | 10081 | 18722 | 18125 | 22281 | 2,7e3s | 31683 | 45860

11 | 0,1286 | 06074 | 1,0877 | 1,3634 | 1,7050 | 29010 | 27181 | 3,108 | 4,4%70
12 | 0,283 | 060ss | 1,0832 | 13562 | 1,7833 | 2,1788 | 26810 | 30545 | 43178
13 | 0,1281 | 06038 | 1,0795 | 13502 | 1,7700 | 21604 | 26503 | 30123 | 42908
14 | 0,280 | 06024 | 1,0763 | 1,3450 | 1,7613 | 2,148 | 26245 | 20768 | 41405
15 | 0,278 | 06012 | 1,0735 | 1,5406 | 1,7531 | 2,1314 | 26035 | 20467 | 4,0728
16 | 0,1277 | 06001 | 1,0711 | 1,3%68 | 1,7450 | 2,190 | 25895 | 20208 | 4,0150
17 | 01276 | 0,6302 | 1,0600 | 13334 | 1,7996 | 21008 | 25860 | 28082 | 30651
18 | 0,274 | 06384 | 1,0672 | 1,3%04 | 1,7341 | 21000 | 25524 | 28784 | 306
19 | 0,1274 | 06876 | 1,0655 | 1,3277 | 1,7291 | 20030 | 25305 | 28600 | 38834
o) | 0,127% | 0,6870 | 1,0640 | 13253 | 1,7247 | 20880 | 25280 | 28453 | 38405
21 | 0,272 | 06364 | 1,0627 | 1,3232 | 1,727 | 20706 | 25176 | 28914 | 38193
¥3 | 0,1271 | 06858 | 10614 | 13212 | 17170 | 20730 | 25ms | 28188 | 370
23 | 0,1271 | 06853 | 14,0608 | 13195 | 1,7130 | 20887 | 24900 | 28073 | 37676
24 | 0,1270 | 06848 | 14,0508 | 13178 | 1,7100 | 20630 | 24m2 | 27060 | 37454
25 | 0,1260 | 0,6344 | 1,0584 | 13163 | 1,7081 | 20585 | 24851 | 27874 | 37951
o6 | 0,1269 | 0,6840 | 1,0575 | 13150 | 1,7056 | 20555 | 24786 | 27787 | 37066
o7 | 0,268 | 06837 | 1,0867 | 1,3137 | 1,7083 | 20518 | 24737 | 27707 | 36806
o | 0,1268 | 0,6834 | 1,0560 | 13125 | 1,7011 | 20484 | 24671 | 2

o | 0,1268 | 0,6830 | 10553 | 13114 | 16001 | 20452 | 24820 | 27564 | 36504

1,0547 2
1,000

D000 =] T U0 &= LD b =

ek ek ek e et et e e ek ek ek ek e e el b b

W | 0,1267 | 0,6828 1,310d | 1,6073 | 20423 | 2,4573
40 | 0,1265 | 06307 13091 | 1,6890 | 20211 | 24233 | 2,75 | 35510
60 | 01262 | 06786 | 1,0455 | 12058 | 1.6706 | 20003 | 29001 | 26603 | 34602
B | 01261 | 06776 | 1,0432 | 12022 | 16641 | 10001 | 23730 | 26987 | 34163
120 | 0,1250 | 06765 | 1,0400 | 12886 | 16577 | 10790 | 23578 | 26174 | 23735

[ = [ U157 [ U545 | 10064 | 1,0516 ] 16440 ] LU0 | 0% | Zamo8 | 30005 |

Lorsque v -~ v, by oo et e gquantile d'ordre 1 202 de ln b soomade 470,10,

2- Comparaison de 2 moyennes observées
On veut comparer les moyennes dans 2 échantillons de petite taille
* Parametre étudié moyennes
» Taille de I'’échantillon au moins un inférieur a 30



e Hypotheses:

—HO : u1=p2

—H1:plzp2
U1 et w2 : moyennes inconnues des deux populations d’ol sont tirés les échantillons

* Conditions d’application :

— Les distributions de la variable dans les populations d’ol sont tirés les échantillons doivent
étre normales
— Les variances des deux populations d’ou sont tirés les échantillons doivent étre égales

Calcul de to:
Estimation de la variance commune aux deux échantillons:

S22 = [(n1-1).S2%;, + (N2-1).S%;])/ (N1 + n3)-2

Ecart type de la différence A =l - u2 par:

Sd =V (S% n,)+(S? n,)

Test T de Student:
to= | p1-p2 |/ Sd

Formulation
—m1 et m2 : moyennes observées des 2 échantillons
—s?1 et s?2 : variances des 2 échantillons
—nletn2: effectifs des 2 échantillons
—ddl : degré de liberté
Interprétation
to < ta - Ho non rejetée - ul n’est pas significativement différent de p2
to > ta - Ho est rejetée - ul differe significativement de p2

Exemple n°4:
On a mesuré un marqueur biologique chez 2 séries de sujets, I'une composée de sujets sains,
I'autre de sujets atteints d’hépatite alcoolique. L'étude a trouvé les résultats suivants:

Effectif (n) Moyenne du Ecart type
marqueur (g/l)
Sujets sains 15 1.6 0,19
Sujets alcooliques 12 1.4 0.21

- On veut comparer les 2 populations.



Solution n°4:
* HO: la valeur moyenne du marqueur est identique dans les 2 populations

e H1:la valeur moyenne du marqueur est différente chez les sujets atteints d’hépatite
alcoolique
en<30:testdeT
¢ Condition d’application : on suppose que :

—le marqueur se distribue normalement dans les 2 populations

— Les variances des 2 populations sont égales
e S2=[(15-1) x (0,19)% + (12-1) x (0,21)2]/ (15 + 12 - 2 )= 0,04
e Sd=vVv(0,04/15)+(0,04/12)=0,077
eto=(1,6-1,4) /0,077 = 2,60

* ddl=15+12-2=25
e Ta pour 25 ddl = 2,06
® 2,6 >2,06:0nrejette HO - DS
Les malades atteints d’hépatite alcoolique présentent une valeur du marqueur
significativement différente de celle des sujets sains.

3- Comparaison de deux variances

Prenons I’'exemple suivant:
* Ondose I'hémoglobine sanguine de 20 garcons et de 12 filles pris au hasard dans une
population de jeunes agés de 13 a 15 ans.
* Pour les gargons,on trouve
14,00 14,71 14,02 14 2014 00 14,30 14,70 15,10 15,00 15,60 16,20 16,40
15,40 15,52 16,50 16,10 16,70 17,17 16,41 15,75
* Pour les filles,on trouve
12,12 12,10 11,90 13,20 13,10 13,50 13,40 14,80 13,50 13,88 14,00 14,60
- Peut-on accepter I'hypothese selon laquelle ’hémoglobinémie moyenne est la
méme chez les garcons et chez les filles?

* On supposera que les teneurs en Hb, X et Y,(respectivement chez les garcons et chez
les filles ) sont des variables normales.
Il s’agit ici d’échantillon de petite taille. ny=20 et n, =12
Il faut vérifier, avant d’appliquer le test de Student , I’égalité des variances.

Comment comparer les variances?

* On teste I'hypothése HO : 0% = 0%
0% et o2 étant les variances (vraies) respectives des variables.
*  Pour comparer 2 variances calculées sur des échantillons indépendants, on utilise le
test F de Snedecor.



On forme le rapport FO = S% / S?, en mettant la plus grande variance au numérateur.
Ce rapport FO est comparé a la valeur Fa lue sur la table de Fisher a ddI1 =k1 =(n4-1)
et ddl2 =k2 = (n,—1) au point 2,5%

Si FO 2 Fa - HO est rejetée, les variances sont significativement différentes.
Si FO < Fa - HO n’est pas rejetée, on peut supposer |'égalité des variances.

Dans notre exemple

m;, =15,4O et m, =13,34

$%=0,968 et $%,=0,870

Donc FO =0,968/0,870=1,11
La lecture sur la table de Fisher a (19,11) ddl donne au point 2,5%

Fa = 3,33 pour (15,11) ddl
Fa = 3,23 pour (20,11) ddl
(19,11) étant intermédiaire entre (15,11) et (20,11) et 1,11 < 3,23

Nous pouvons affirmer au seuil a=5% que I’hypothése o2 = 02, ne peut étre rejetée.

La comparaison des moyennes est alors possible en utilisant le test de Student
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