Deuxiéme partie

Statistique probabiliste



La prise en compte de ’aléa est récemment devenue incontournable pour ’ana-
lyse et la compréhension des données. En effet, on peut schématiquement classer les
expériences en deux grands groupes : celles dont 'issue est prévue avec certitude, ce
sont les expériences déterministes, et celles dont I’issue dépend du hasard, pour
lesquelles on ne peut faire de prévisions rigoureuses, ce sont les expériences aléa-
toires. Pour comprendre et conceptualiser la redoutable notion de ’aléatoire il faut
introduire le calcul des probabilités qui est la science du hasard. Les applications
recouvrent des domaines trés variés, comme 1’économie, les sciences sociales, médi-
cales et physiques. Ainsi la théorie des probabilités constitue une abstraction, un
modeéle de la réalité. Elle permet d’analyser des situations de plus en plus complexes
et ses conclusions doivent trouver leur contrepartie dans le domaine réel.



CHAPITRE 1

Eléments d’analyse combinatoire

[’analyse combinatoire comprend un ensemble de méthodes qui permettent de

déterminer le nombre de tous les résultats possibles d’une expérience particuliére.
La connaissance de ces méthodes de dénombrement est indispensable au calcul des
probabilités qui constitue le fondement de la statistique.
Nous nous intéressons dans ce chapitre aux méthodes classiques de dénombrement
d’ensembles finis. En conjonction avec les techniques destinées & prouver I’existence
de certaines de ces structures finies, ces méthodes constituent la branche des ma-
thématiques appelée "analyse combinatoire". Notons que cette théorie intervient
dans les calculs de probabilité, chaque fois que le contexte équiprobable permet
d’employer la formule

_ Nombre de cas favorables

Nombre de cas possibles

Lorsque ’on dépasse le cadre élémentaire des arrangements et des combinaisons,
les méthodes de 'analyse combinatoire sont souvent difficiles. Nous nous contente-
rons de décrire quelques techniques de dénombrement, qui aurons pour finalité de
trouver un nombre. Si, d’un ensemble contenant un nombre fini d’éléments, nous
devons extraire tous les groupes possibles répondant a certaines conditions, combien
y en a-t-il 7

Nous rappelons ci-dessous les idées et les formules de dénombrement les plus
classiques.

1. disposition

Le nombre de parties - ou sous-ensembles - d’un ensemble & n éléments est 2".

2. arrangement avec répétition

On appelle arrangement de n éléments, tous distincts, pris parmin (p < n), tout
ensemble ordonné de p de ces éléments. Le nombre d’arrangements avec répétition
de p éléments pris parmi n est égal a nP.

3. Arrangements sans répétition

Le nombre d’arrangements sans répétition de p éléments distincts parmi n est
égal &
n!
(n—p)!
(c’est aussi le nombre d’injections d’un ensemble a p éléments dans un ensemble
a n éléments).

Al =nx(n—-1)x...x(n—p+1) =
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4. Permutations

2

Le nombre de permutations d’un ensemble & n éléments est égal a n!.

5. Combinaisons

On appelle combinaison de p éléments pris parmi n (p < n), tout ensemble
que l'on peut former en choisissant p de ces éléments sans considération d’ordre.
Le nombre de combinaisons sans répétition de p éléments parmi n (c’est-a-dire de
sous-ensembles & p éléments dans un ensemble a n éléments) est égal a

n!

P =——
p!(n—p)!

n

Exemple.

12 scouts sont sortis en expédition. A un moment donné, trois volontaires
doivent se déclarer pour que chacun d’eux prenne une mission en charge. Les trois
missions sont différentes. On se demande & combien de groupes possibles de volon-
taires peut-on s’attendre.

Il s’agit de dénombrer tous les sous-ensembles possibles composés de 3 éléments
choisis parmi 12. Dans la mesure o les missions sont différentes, 'ordre est néces-
saire et c’est donc des arrangements dont le nombre est :

12!
A3, = o = 121110 = 1320.

Si les missions ne sont pas différentes c’est des combinaisons C3,.



CHAPITRE 2

Le vocabulaire de base des probabilités

1. Expérience aléatoire

L’idée initiale et de base par laquelle nous commencons 1’étude des probabi-
lités est la notion d’expérience aléatoire. C’est sur ce point que toute la théorie
se construit. Toute expérience reproductible dont le résultat ne peut étre prévu a
lavance car il fait intervenir une part de hasard (lancement d’un dé, d’une piéce...)
est dite aléatoire. Noter I'importance du mot "reproductible" : dire "j’ai rencon-
tré le ministre des études supérieures par hasard au coin de la rue en sortant de
I'université" n’est ainsi pas ’énoncé du résultat d’une expérience aléatoire.

2. Ensemble fondamental (ou univers aléatoire)

C’est le premier élément de modélisation mathématique du hasard. C’est pour
une expérience aléatoire donnée, ’ensemble des résultats possibles de ’expérience.
Ces résultats possibles qui sont donc les éléments de 'univers, sont aussi appelés
"éventualités" ou "événements élémentaires", il est noté généralement 2.
Exemple :

Lors d’un contréle sanguin, I’ensemble des résultats possibles si ’on s’intéresse

(1) au groupe sanguin et au facteur rhésus d’un individu est

{A+,A—,B+,B—,AB+,AB—,0+,0-}
(2) au nombre de globules blancs
N ={1,2,....n,...... }

(3) au taux de glycémie [0;15] au-dela de 15, I'individu n’est plus en état de
subir une prise de sang.

Ainsi pour une méme épreuve, 'univers peut étre fini (toutes les éventualités
sont connues : cas 1) ou infini (toutes les éventualités ne sont pas connues : cas
2 et 3). Dans ces deux derniers cas, I'univers peut étre dénombrable si on peut
numeéroter les éventualités connues (cas 2) ou bien continu comme dans le cas du
taux de glycémie (cas 3)

3. Evénement

Un événement quelconque A est un ensemble d’événements élémentaires et
constitue une partie de 'univers des possibles W dont on sait dire & l'issue de
I’épreuve s’il est réalisé ou non. La notion est facile & reconnaitre néanmoins, par
exemple, 'obtention d’un double-six lors d’un double lancer de dés est un événe-
ment ; quoique la justification ne soit pas forcément claire, on devine que la phrase
“la force exercée sur la piéce lors de son lancement valait exactement...” ne définit
pas un événement : seuls les événements “observables”, en un sens bien str a définir,
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ont droit & cette dénomination. Un événement est donc une assertion relative aux
résultats d’une expérience.

Il est possible qu’un événement ne soit constitué que d’un seul événement élé-
mentaire. Les événements sont représentés par des lettres majuscules, A, B, C, A1,
A2, etc.

Exemple :
Dans I’exemple concernant les groupes sanguins,
- I'événement A « l'individu est de rhésus positif » est représenté par :

A= {A+,B+,AB+,0+}
- I'événement B « l'individu est donneur universel » est représenté par :
B = {O-} un seul événement élémentaire
Dans le cadre de cet exemple, ’événement A est réalisé si le résultat du typage
donne 'un des 4 groupes sanguins A+,B+,AB+,0+.
Remarque : Pour ce méme exemple, le résultat « la glycémie vaut /2 »
ne constitue pas un événement car il est impossible de savoir s’il est réalisé ou non.

Toute partie de W n’est pas forcément un événement. Ainsi il faut toujours
définir apres avoir déterminé l'univers 2, 'ensemble des événements A(2).

Si Q est fini, chaque partie A de 'univers ) est constituée d’un nombre fini
d’éventualités et dans ce cas I’ensemble des événements est tel que :

3.1. Evénements remarquables. L’événement impossible noté @ est 1'évé-
nement qui ne peut étre réalisé quelle que soit 'issue de I’épreuve. Bien que constitué
d’aucune éventualité, () est considéré comme un événement : ) € A(Q).

L’événement certain, noté §2 est toujours réalisé quelle que soit 'issue de ’épreuve.
Il est constitué de toutes les éventualités et I’on impose que ce soit un événement :
Qe A(Q).

L’événement contraire ou complémentaire d’un événement A, noté A ou est
I’événement qui est réalisé si et seulement si A ne l'est pas. Il est donc constitué
des événements élémentaires w qui ne sont pas dans A.

Exemple :

Dans I’exemple concernant les groupes sanguins, I’événement contraire de A «
I'individu est de rhésus positif » est constitué des événements élémentaires suivant :

{A—,B—,AB—,0-}

Par définition, on obtient les relations suivantes : A= A,Q0=0,0=0.

4. Opérations sur les événements

Si ’on considére simultanément la réalisation de deux événements A et B, il
)
est possible d’effectuer des opérations sur ces ensembles.

4.1. L’intersection de deux événements. On appelle intersection de deux
événements A et B, I’événement qui est réalisé si et seulement si A et B le sont. Il
est donc constitué des éventualités appartenant a la fois & A et B.

C’est un événement noté AN B tel que : "A, B € A(Q), AN B € A(Q).

Exemple :

Dans I’exemple concernant les groupes sanguins, si a I'événement A « I'individu
est de rhésus positif », on ajoute 'événement B « l'individu posséde ’allele B »,
lintersection de ces deux événements donne : AN B = {B+, AB+}
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Deux événements A et B sont incompatibles ou disjoints, s’ils ne peuvent étre
réalisés simultanément. On a alors : AN B =10

Quelques propriétés de l’intersection (N ) :

AN B = () événements incompatibles,

QN A= A élément neutre (Q),

0 N A =0 élément absorbant (1),

AN B = BN A commutativité,

AN(BNC)= (AN B)NC associativite.

4.2. La réunion de deux événements. On appelle réunion de deux événe-
ments A et B, ’événement qui est réalisé si et seulement si A ou B est réalisé. Il
est donc constitué des éventualités appartenant a A ou B.

C’est un événement noté AU B tel que : "A, B € A(Q2), AU B € A(Q).

Exemple :

Dans ’exemple concernant les groupes sanguins, si & ’événement A « I'individu
est de rhésus positif », on ajoute I'événement B « l'individu posséde ’allele B »,
la réunion de ces deux événements donne :

AU B = {A+, B+,B—, AB+, AB—, 0+}

Quelques propriétés de la réunion (U) :

AU B = () événements complémentaires,

U A= A élément neutre ((),

AUQ =Q élément absorbant (),

AU B = BU A commutativité,

AU (BUC) = (AU B)UC associativité,

AU(BNC) = (AUB)N(AUCQC) distributivité de la réunion par rapport a
I'intersection (N),

AN(BUC) = (ANB)U(ANC) distributivité de l'intersection par rapport a
la réunion (U).

Selon les lois de Morgan, nous avons :

AUB = ANnB
ANB = AUB.

4.3. L’inclusion d’un événement. Un événement A entraine un événement
B si la réalisation de A implique celle de B. On dit que I’événement A est inclus
dans I’événement B. On écrit A C B.

Exemple :

Soit une urne contenant des billes rouges unies et des billes vertes unies et
striées. Si I’on note A I’événement « obtention d’une bille striée » et B I’événement
« obtention d’une bille verte », la réalisation de A implique la réalisation de B car
A est inclus dans B.

5. Systéme complet d’événements

Ay, As, ..., A, forment un systéme complet d’événements si les parties de 2
constituent une partition de €2 telle que :
Vi # j ANA; =0,
UA; = Q.
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Un systéme complet d’événements est formé de toutes les parties de €2, c’est-
a-dire des familles d’événements 2 & 2 incompatibles dont la réunion constitue
I’événement certain §2.



CHAPITRE 3

Axiomes de calcul des probabilités

1. Les trois axiomes

Le calcul des probabilités repose sur un certain nombre de régles minimales
qui permettent de construire toutes les théories nécessaires. On définit un axiome
comme un principe de base non démontrable permettant de construire la suite de
la théorie. Un axiome, méme si, trés souvent, il correspond au ‘bon sens’ apparent,
est toujours contestable puisqu’il n’est pas démontrable.

Les trois axiomes des probabités sont :

(i) La probabilité de tout événement associé a une épreuve est un nombre compris
entre O et 1;

(ii) La probabilité de I’événement certain est égal a 1;

(iii) Toute famille dénombrable d’événements deux & deux disjoints (on dit aussi :
deux & deux incompatibles), Ay, Ao, ... satisfait :

o0

P(AjUAyU...)=> P(4).
i=1

Ceci s’ appellela B sigma-aditivité, ou additivité

dénombrable.
2. Propriétés des probabiités

2.1. La probabilité de I’événement impossible. La probabilité de I’évé-
nement impossible est nulle.
Cest a dire: P () =0.

2.2. La probabilité d’un événement quelconque. La probabilité de tout
événement est un nombre compris entre 0 et 1.

Cest adire: VA A(?), 0<P(A) <L

2.3. Probabilité d’un événement composé. La probabilité d'un événe-
ment composé est la somme des probabilités des événements élémentaires le consti-
tuant.

2.4. Cas de I’équiprobabilité. D’une fagon générale, si dans une expérience
il y a N cas (ou éventualités, ou résultats) possibles également vraisemblables et si,
sur ces IV cas, n cas satisfont une condition fixée, ou comme on dit, sont favorables
a la réalisation d’un certain événement, la probabiité pour que cette condition soit
réalisée (ou la probabilité de cet événement) égale a la fraction .
Briévement, on a la définition suivante : La probabilité d’un événement est égale
au rapport du nombre de cas favorables & cet événement au nombre nombre total

de cas possibles, supposés également vraisemblables.

31
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2.5. Evénements mutuellement exclusifs. Les événements A et B ne peuvent
se produire simultanément. Pour tous couples (A, B) ’ensemble AN B est vide.

P(AUB) = P(A)+ P(B)

Généralisation P(AUBUC) = P(A) + P(B) + P(C)

Si 2 événements sont mutuellement exclusifs (mort-vivant)

ona P(A)+ P(B)=1=> P(A) =1- P(B).

La probabilité de survie & un moment donné est égale & 1 moins la probabilité
de décéder a ce moment.

2.6. Evénements non nécessairement exclusifs. Les événements peuvent
se produire simultanément exemple « avoir un infarctus du myocarde », « étre
diabétique ».

P(AUB)=P(A)+ P(B) - P(ANB)

En conclusion

P(AUB) < P(A)+ P(B)

P(AUBUC)=P(A)+P(B)+P(C)—P(ANB)—P(BNC)—-P(ANC) +
P(ANnBNOQO).

Exemple. Une équipe composée de trois athletes (A, B et C) participe & une
course. Le premier & I'arrivée gagnera une médaille.

La probabilité que 'athléte A arrive en premier est égale a 0,3

La probabilité que ’athléte B arrive en premier est égale & 0,2

La probabilité que ’athléte C arrive en premier est égale & 0,4
Quelle est la probabilité que la médaille soit remportée par cette équipe 7

La médaille sera remportée par ’équipe si elle est remportée soit par I'athlete
A, soit par I'athlete B, soit par 'athléte C.

La probabilité de I’événement E : "I’équipe remporte la médaille" est égale a la
somme des probabilités des événements élémentaires qui conduisent a sa réalisation,
c’est a dire

P(E)=0,340,240,4=0,9.

3. Variables aléatoires discrétes

Supposons que FE1, ..., E, soient n événements, s’excluant mutuellement 1'un
lautre, d’une expérience aléatoire tel que l'espace fondamental Q = F; U Ey U
...UE,. Posons P, = P (E;) la probabilité de I’événement F; pour tout i. Soient
1,...,T, Nn nombres associés aux événements Fi,...,FE, respectivement. Nous
pouvons considérer que les nombres x1, ..., x, sont ’ensemble des valeurs que peut
prendre une certaine variable, que ’on note X, et qui est appelé variable aléatoire
discréte.

DEFINITION 1. Toutes les variables qui sont associées & une expérience aléa-
toire arbitraire et qui prennent des valeurs numériques discontinues (ou discrétes)
s’appellent variables aléatoires discontinues.

DEFINITION 2. On appelle loi de probabilité d’une variable aléatoire discontinue
X la donnée des probabilités
P, = proba (X = x;) ou proba (X < x;).
Exemple 1. On lance 2 piéces de monnaies. Considérons les 3 événements

El,EQ, E3 tel que :
F; : aucune des 2 piéces ne tombe sur pile
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FEs : une seule piéce tombe sur pile

F5 : les 2 piéces tombent sur pile

Q={PP,FF,PF,FP}={FF}uU{PP}U{PF, FP} =FE,UFE;UE;s

FiNE;=FE i NEs=FE3NEy=0

Les nombres 1, xo, x3 associés a F, o, E5 respectivement sont le nombre de
pile obtenus aprés le lancer. On aura donc z1 = 0,29 = 1,23 = 2. Notre variable
aléatoire

X :Q—{0,1,2}, est le nombre de pile apres le lancer des 2 piéces

tel que X (El) = O,X (EQ) = 1,X (EQ) = 2.
La loi de probabilité dans ce cas sera (en tableau)

X 0 1 2

101 1
P 3 3 1
Exemple 2. On tire 4 boules d’un sac contenant 4 boules blanches et 6 boules
rouges. La variables aléatoire est le nombre de boules blanches extraites. Les évé-
nements associés a cette v.a sont :

F1 : le nombre de boules blanches tirées est 0, Fs : le nombre de boules blanches
tirées est 1

FE3 : le nombre de boules blanches tirées est 2, Fj, : le nombre de boules blanches
tirées est 3 et E5 : le nombre de boules blanches tirées est 4

La loi de probabilité dans ce cas sera (en tableau)

X 0 1 2 3 4
p 15 8 90 24 1

210 210 210 210 210

4. Loi binomiale

Soit A une épreuve ne pouvant conduire qu’a I'un ou autre des deux événement
F et G, s’excluant 'un 'autre, I avec la probabilité p, G avec la probabilité 1 — p.
Soit B I’épreuve qui consiste a répéter indépendamment n fois A (n € N*). Les
résultats possibles de B sont :

Fq :on aeu 0 événement F sur les n épreuves

Fs :on a eu 1 événement F sur les n épreuves

FE, :on aeun événements F sur les n épreuves
La variation du nombre de réalisations de F' est une variable aléatoire dont la
loi est donnée par le nombre

P, =Pr(E;) =Clp'g" ",

cette loi est appelée loi binomiale, notée B (n,p), et elle peut étre représentée par
le tableau suivant :

X 0 1 2 k n

3.1 _ _ _ _
( ) P qn Crlbplqn 1 C,le2qn 2 L C'ffpkq" k L C’anqn n _ pn

Exemple 3. Une boite contient 100 boules dont 10 blanches. On réalise une
série de 5 tirages successifs d’une boule avec remise. Quelle est la probabilité pour
que 3 boules de la série soient blanches ?
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Solution. a) Méthode directe : Soit B ’événement "avoir une boule blanche".
On a Pr(B) = % = 0,1. Soit B I'’événement contraire de B. On a Pr (P) =
1-Pr(B)=0,9.

La probabilité de tirer 5 boules dont 3 blanches dans un ordre déterminé tel
que BBBB B est Pr (BBB@) = (0, 1)3 (0,9)2. Mais ceci ne représente qu’une
seule maniére de réaliser I’événement souhaitée. Il existe en effet C3 maniéres de
réaliser cet événement. C’est pourquoi, d’apres 'axiome (iii), la probabilité cherchée
est égale a C2(0,1)° (0,9)% = 0, 0081.

b) Seconde méthode : Les événements B et B sont exclusifs, complé-
mentaires. Les 5 épreuves sont indépendantes. Les probabilités suivent donc la loi
binomiale, d’oil la probabilité cherchée est Pr (X = 3) = C2 (0,1)” (0,9)2 = 0, 0081.

4.1. Espérance mathématique et variance. La moyenne de la distribution
binomiale représentée par le tableau 3.1 est égale a n.p. Cette moyenne est appelée
espérance mathématique de la loi binomiale.

La variance de cette distribution est égale a n.p.q.

5. loi de poisson

Dans la loi binomiale, quand p devient trés petit, ¢ tend vers 1 puisque p+q = 1.
Dans ce cas n.p et n.p.q ont des valeurs trés voisines (q % 1) formant un paramétre
unique A. Ce genre de distribution, dite <des petites probabilités> a été décrite
pour la premiére fois par Denis POISSON en 1837. De telles distributions sont
assez fréquentes :

- un hématimeétre quadrillé de cases ot I’on dénombre soit des globules rouges,
s’il s’agit d’un sang trés dilué, soit des globules blancs.

- un hopital divisé en pavillons ou en services ot I’on étudie 1'occurence d’un

fait peu fréquent d’ordre biologique, administratif, ou technique.
La distribution de Poisson est un instrument commode d’analyse des faits sanitaires
a probabilité faible se développant dans le secteur sanitaire (admissions a I’hopital,
demandes d’aide ect). C’est donc la loi d’une variable aléatoire dénombrable X a
valeur dans N de parameétre A > 0 donnée par :

Ak
Pr(X =k) = ﬁe_’\, pour tout k € N.

Cette loi est notée P (A). La loi de poisson constitue une approximation de la loi
binoémiale lorsque n — oo et p — 0. En pratique on considére que P (\) constitue
une trés bonne approximation de B(n, p) lorsque n est assez grand (n > 50), p assez
petit (p < 0.1) et n.p < 10. Elle est encore valable pour 10 < n.p < 20

a condition d’avoir n > 200. Pour n.p > 20, la loi normale (section suivante) fournit
une meilleure approximation.

6. Loi de probabilité de la variable aléatoire continue

Dans certaines expériences aléatoires, le nombre de résultats possibles est in-
fini. La variable aléatoire associée a ce genre d’expériences peut prendre n’importe
quelle valeur d’un certain intervalle (contrairement aux variables aléatoires de lois
binomiale ou de poisson qui ne peuvent prendre que des valeurs entiéres entre 0 et
n). On dit alors que la variable aléatoire X est continue ainsi que sa loi.
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6.1. Loi de Laplace-Gauss dite loi normale. Si la probabilité p d’une loi

binomiale de paramétres n et p n’est pas trop petite, cette loi tend vers une loi dite
loi normale ou loi de Laplace-Gauss. Ainsi, quand n est trés grand, p et ¢ pas
trop petits, le terme C¥p®q"~* d’une distribution binomiale peut se mettre sous la
forme :

1 _(e=np)?

((1)) f(z)= T

En remplacant n.p.q par s? et n.p par T 'equation générale (1) peut s’écrire :

qu’on appelle la densité de probabilité de la variable continue X. Nous remarquons
que la loi normale est entiérement déterminée quand T et s2 sont connus. Son mode,
sa médiane et sa moyenne sont confondus et égaux & T. Pour cette valeur T de la
variable, x — T = 0.

6.2. Loi normale réduite. En introduisant la nouvelle variable Y = %, on

définit une forme "centrée réduite". Cette forme a pour moyenne 0 et pour variance
1. D’out on a pour y = =%, la nouvelle densité de probabilité prend la forme :

S

6.3. Utilisation de la table. Il existe une table pour servir au calcul des
probabilités se rapportant a n’importe quelle variable aléatoire X distribuée nor-
malement (cad ayant pour loi de probabilité la loi normale). Le principe de la table
est comme suit : soit X une variable aléatoire continue suivant la loi normale. Soit
P (X < z) la probabilité que la variable aléatoire soit inférieure ou égale au nombre
réelle z et soit Y la variable réduite correspondante. On a alors y = Iff, pour tout
x donné et P (X <zx) = ®(y), ou la valeur de @ (y) est donnée dans la table si y
est positif.

Exemple 1. ¢ (0,52) = 0,6985, ® (1,51) = 0,93448

Si y est négatif, y = —u,on a @ (y) = ®(—u) =1 — ® (u) ou ¥ (u) est trouvée
dans la table. Ainsi, ® (—1,93) =1—-®(1,93) =

Exemple 2. Une variable aléatoire continue suit la loi narmale avec ’espérance
mathématique * = 400 et I'écart-type égal & s = 15,4. Trouver la valeur xz pour
que Pr (X > x) =0, 67.

Solution. La variable aléatoire réduite de X est Y = Xl’sflfo ceci implique y =

2490 on a alors : Pr(X > ) = Pr(Y >y) = 0,67 de la table on a ®(0,44) =
0,67 d’ou |y| = 0,44. Mais Pr (Y > y) = 0,67 > 0,5, d’ou y < 0 c’est pourquoi

t=—0,44 = =29 Qo z = 400 + 15,4 x (—0,44) = 393.






