
CHAPITRE 3

Les distributions statistiques à deux caractères

(Cours donné par Dr. KHARFOUCHI SOUMIA)
L�objectif de cette étude statistique est d�étudier sur une même po-

pulation de N individus, deux caractères di¤érents (ou modalités di¤é-
rentes) et de rechercher s�il existe un lien ou corrélation entre ces deux
variables. Exemple de relations possibles entre les variables suivantes :
taille et âge ; diabète et poids ; taux de cholestérol et régime alimen-
taire ; niche écologique et population ; ensoleillement et croissance végé-
tale ; toxine et réaction métabolique ; survie et pollution ; e¤ets et doses ;
organe 1 et 2 ; organe et fonction biologique ; . . .

1. Vocabulaire, tableaux, graphiques

Les caractères étudiés peuvent être aussi bien qualitatifs que quan-
titatifs. Les résultats sont généralement représentés sous forme d�un ta-
bleau à double entrée, appelé tableau à deux dimensions, ou tableau
croisé ou tableau de contingence, ou parfois tableau de corrélation. Les
tableaux croisés permettent :

- De synthétiser l �information
- De faire le lien entre deux variables
Désignons par (X;Y ) le couple de caractères étudiés. A chaque ob-

servation conjointe (Xi; Yj) est associée le nombre d�individus ayant si-
multanément la valeur Xi pour le caractère X et la valeur Yj pour le
caractère Y . Ce nombre est noté nij et appelé l�e¤ectif associé à l�obser-
vation (Xi; Yj).
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La ligne et la colonne �Total�correspondent aux marges du tableau.

1.1. Calcul des fréquences d�une statistique à deux variables.

1.2. Fréquences relatives. La fréquence de l�observation (Xi; Yj) s�ex-
prime par l�expression fij. Elle correspond à la proportion d�individus
qui possèdent simultanément les valeurs Xi et Yj. Elle est obtenue par
la formule suivante :

fij=
nij
N

il est à remarquer que
kX
i=1

pX
j=1

fij= 1:

1.3. Fréquences relatives marginales fi:
:
et f:j. Il s�agit des fréquences

relatives des distributions marginales. n:j

fi: =
ni:
N
et f:j =

n:j
N

1.4. Calcul des moyennes marginales d�une statistique à deux va-
riables. Dans certaines distributions statistiques bidimensionnelles il est
possible de calculer les moyennes, les variances et les écart-types margi-
naux. Nous expliciterons ces calculs à travers un exemple.
Exemple : A�n d�étudier la relation existante entre le nombre de feuilles
et le nombre de fruits d�une certaine variété de fraises, 150 arbrisseaux
ont été sélectionnés dans un champ. On a dénombré les feuilles et les
fruits de chaque arbrisseau et le tableau suivant a été obtenu

X/Y 6 11 14 16 18 Total
8 8 2 1 1 0 12
10 4 16 2 0 1 23
16 3 10 15 8 5 41
20 2 4 14 3 1 24
24 4 5 6 5 2 22
32 3 1 2 8 2 16
42 0 0 6 4 2 12

Total 24 38 46 29 13 150

X représente le nombre de fruits
Y représente le nombre de feuilles
Calculer respectivement :
1- Les moyennes marginales de X puis de Y
2- Les variances et l�écart-type marginaux de X puis de Y
Les formules suivantes seront utilisées :
Pour les moyennes :

XM =
1

N

kX
i=1

ni:Xi;

et

YM =
1

N

pX
j=1

n:jYj :
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Pour les variances :

V arM (X) =
1

N

kX
i=1

ni:X
2
i � X

2
,

et

V arM (Y ) =
1

N

pX
j=1

n:jY
2
j � Y

2

Dressons les tableaux de distributions marginaux X et de Y a�n de
faciliter les calculs

Tableau de distribution marginale de X

X ni: ni:Xi ni:X
2
i

8 12 96 768
10 23 230 2300
16 41 656 10496
20 24 80 9600
24 22 528 12672
32 16 512 16384
42 12 504 21168

Total 150 3006 73388

Tableau de distribution marginale de Y

Y n:j n:jYj n:jY
2
j

6 24 144 864
11 38 418 4598
14 46 644 9016
16 29 464 7412
18 13 234 4212

Total 150 1904 26114

Applications numériques :
a) XM = 20; 04:
b) YM = 12; 69:3
c) V arM (X) = 87; 651:
d) V arM (Y ) = 12; 981:

2. Outils d�analyse

Jusqu�ici on ne s�est intéréssé aux variables que prises isolément.
Nous avons vu leurs caractéristiques de position. Nous avons vu com-
ment elles se dispersent. Mais qu�en est-il de leur relation l�une par
rapport à l�autre ? Quand peut-on dire qu�elles varient dans le même
sens ou dans le sens contraire ? comment peut-on mesurer la force de
leur liaison ?
Nous présentons dans ce qui suit quelques réponses à ces questions.
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2.1. Covariance. Une première approche pour évaluer la relation éven-
tuelle des valeurs d�une variable X avec les valeurs d�une variable Y est
donnée par le calcul de la covariance. La covariance du couple (X;Y ),
notée Cov(X;Y ) correspond à la moyenne de (X �X)(Y � Y )

La formule est donc la suivante :

Cov (X;Y ) =
1

N

kX
i=1

lX
j=1

nij(Xi �XM )(Yj � YM )

Par analogie aux formules précédentes les formules pratiques de calculs
de la covariance peuvent aussi s�écrire :

Cov (X;Y ) =

24 1
N

kX
i=1

lX
j=1

nijXiYj

35� �XMYM
�
:

Propriétés de la covariance
- Cov(X;X) = var(X)
- jCov(X;Y )j � �X�Y
- Le signe de la Cov est un indicateur de la tendance de la relation

sens positif ou négatif (direction d�étirement du nuage de point). Une
covariance positive indique une tendance « croissante » des valeurs de Y
en fonction de X, une covariance négative une tendance « décroissante
» .

Exemple. En reprenant notre exemple du début du chapitre, on cal-
cule la covariance entre X (le nombre de fruits) et Y (le nombre de
feuilles).
Il s�agit de dresser le tableau qui répond à cette demande. Soit donc le
tableau suivant :

X/Y 6 11 14 16 18 TOTAL
8 8 2 1 1 0

384 176 112 128 0 800
10 4 16 2 0 1

240 1760 280 0 180 2460
16 3 10 15 8 5

288 1760 3360 2048 1440 8896
20 2 4 14 3 1

240 880 3920 960 360 6360
24 4 5 6 5 2

576 1320 2016 1920 864 6696
32 3 1 2 8 2

576 352 896 4096 1152 7072
42 0 0 6 4 2

0 0 3528 2688 1512 7728
TOTAL 2304 6248 14112 11840 5508 40012

Dans chaque case intérieure, nous remarquons l�existence de deux nombres
l�un en petits caractères : c�est l�e¤ectif nij :
L�autre en gros caractères : c�est le produit nijXiYj : La somme des
nombres sur la dernière ligne est égale à la somme des nombres sur
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la dernière colonne, c�est le total des totaux. C�est
kX
i=1

pX
j=1

nijXiYj

et on obtient directement la covariance. C�est

Cov (X;Y ) =
40012

150
� (20; 04:12; 693) = 12; 379

2.2. Coe¢ cient de corrélation. La covariance n�est pas un indicateur
indépendant de l�ordre de grandeur des variables impliquées (de l�unité
employée, par exemple). Le coe¢ cient de corrélation, noté r, permet de
résoudre cette di¢ culté. Ce coe¢ cient pour le couple (X;Y ) s�écrit selon
la formule suivante :

r =
Cov (X;Y )

�X�Y
où �X et �Y désignent respectivement l�écart-type de la série statistique
X et celui de la série statistique Y:

Propriétés de r :
- r est toujours compris entre -1 et 1, c�est une covariance « réduite

»
- quand (jrj = 1), les points représentatifs des couples (Xi; Yi), sont

parfaitement alignés sur le graphique :
- quand (jrj est voisin de 1), il existe une forte corrélation entre X et

Y . Néanmoins (attention), ceci ne veut pas
dire qu�il existe une relation de cause à e¤et entre elles.
- pour r = 1, la droite de la pente est croissante
- Si 0 < r < 1, la corrélation est positive, X et Y varient dans le même

sens.
- Si �1 < r < 0, la corrélation est négative, X et Y varient dans le

sens contraire.
- pour r = �1, la droite de la pente est décroissante
- quand (r = 0), aucune tendance linéaire ne peut être déterminée

mais il se peut qu�il y ai une autre correlation non linéaire.
Exemple de calcul. Reprenons notre exemple du début du chapitre. Nous
avons

r =
Cov (X;Y )

�X�Y
=

12; 379

9; 36:3; 6
= 0:367:

Nous déduisons de ce résultat que, pour les fraisiers, il n y a pas de
relation linéaire entre le nombre de feuilles et le nombre de leurs fruits.




