CHAPITRE 4

Ajustement linéaire-Regression

1. Importance de I’étude de la corrélation entre deux variables
statistiques

L’une des méthodes simple d’étude de la corrélation entre 2 variables
consiste A rechercher une courbe d’équation Y = f(X) qui passe au plus
proche de tous les points expérimentaux. Une telle courbe permet d’avoir
une idée sur la tendance de la relation entre les variables étudiées et de
formuler d’éventuelles prévisions.

2. Droite de régression linéaire
X =1
Y =13,7;
Var,, (X) = 60,67 — 7% = 11, 67;
Cov(X,Y) = 114,867 — (7) (13,7) = 18,97.
Ainsi les coefficients de la droite d’ajustement de Y en fonction de X
s’obtiennent par

_ Cou(X,Y) _ 1897 _
0= Ty = iner = 1063
b=X —aY =13,7—1,67.(7) = 2,32

Une droite de régression linéaire s’écrit selon 1’équation : «y = ax + b
». Cette approche de corrélation repose sur I’hypothése que la relation
entre deux variables est de nature linéaire. En faite, il est possible de
soupgonner une relation différente entre ces variables :

- courbe de puissance

- courbe exponentielle

- courbe logarithmique,

- courbe hyperbolique, etc...

Cependant, il existe de nombreuses méthodes permettant de « linéa-
riser » un grand nombre de ces courbes. Ainsi, on se retrouve souvent
dans des situations ou il est alors possible de tester I’existence d’une
relation linéaire entre les variables auxiliaires.

En partant de 1’équation y = ax +b , a et b doivent étre choisis
convenablement de sorte que la droite passe au plus proche (ou par
le plus possible) des points expérimentaux. Pour ce faire, on utilise la
méthode des moindres carrés : On cherche les coefficients a et b de la
droite qui minimise la somme des carrés des distances entre les points
expérimentaux et la droite de régression (les points théoriques).

- le coefficient a (pente) se détermine comme suit :
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cov (X,Y)
var (X)

- le coefficient b (ordonnée a l’origine) se détermine comme suit :

(3.1) a=

(3.2) b=Yy —aXa.
Ainsi la droite de régression de Y en X a pour équation :
Y =aX + b,

Pour exprimer X en fonction de Y, il suffit d’inverser les roles de X et Y

X = av+4¥
cov (X,Y) O —
= ——2(Y-Y)+X.
var (Y) ( )

Ces équations permettent de définir deux droites différentes de ré-
gression a l’'intérieur du nuage de point. Néanmoins cette inversion, qui
permet d’obtenir I’équation X = a/Y 4/ (régression de X en Y') n’est pas
souvent intéressante, car en général, Y est une variable a4 exprimer et X
est une variable potentiellement explicative.

2.1. Propriété de ces deux droites de régression : 1) les deux droites
de régression se coupent en un point qui a pour coordonnées les moyennes
de X et de Y (en remplacant dans ’equation X par sa moyenne, il est
ainsi possible de retrouver Y (qui correspond a la moyenne de Y)).

2) les coefficients d et @’ (qui sont les pentes) sont toujours de méme
signe (soit — (corrélation négative) soit 4+ (corrélation positive)), ainsi
les deux droites sont orientées dans le méme sens que le nuage de point.

X; Y; X? XY

2 55 4 11

1 92 16 36,8

6 11,8 36 70,8

8 15,2 64| 1216

0 185 100 185

12 22 144 264

Total 42 684 364 689,2
Total/N | X =7 | ¥ =13,7 | 60,67 | 114,867

la droite d’ajustement aura donc pour equation : Y = 1,63X + 2,32.

3. Test d’adéquation : Test du x?

3.1. Le probléme. La question posée est la suivante : Connaissant la
distribution globale selon les modalités d’un des caractéres, cette dis-
tribution est-elle modifiée par la prise en considération du deuxiéme
caractére ? Autrement dit, les proportions de la distribution marginale
se trouvent-elles, dans les colonnes du deuxiéme caractére.

La vérification de la conformité de la répartition théorique choisie a la
répartition expérimentale donnée est faite au moyen du test du x2.
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3.2. Test du x2. Considérons une série statistique constituée par un
nombre N d’observations. Ces observations sont réparties en k classes
qui correspondent :

- soit & des modalités diverses d’un caractére qualitatif,

- soit a des classes de valeurs d’un caractére quantitatif.

Soit o; I’effectif observé de la classe i ( 01 + 03+ ...+ 0 = N). L’effec-
tifs théoriques de la classe i est noté ¢;. Les effectifs observés o01,0o,..., 0
différent plus ou moins des effectifs calculés t1,t5...,7;. On se propose de
prédire les fluctuation d’échantillonage de cet écart, en d’autres termes,
si on parie que 1’écart sera inférieur a4 une valeur donnée, on court un
certain risque qu’il s’agit d’évaluer.

Il est d’abord nécessaire de mesurer 1’écart entre la répartition théo-
rique et la répartition observée ou expérimentale. Des considérations
théorique ont amené K. Pearson & adopter le calcul de I’indice suivant :

k
X = Z[(Oi —t;)?/ti],

Ce nombre est nul si et seulement si ’effectif observé de chaque classe
est égal a D’effectif théorique, c’est a dire que la répartition théorique
représente parfaitement la répartition observée.
Ce nombre est d’autant plus grand que la répartition expérimentale
s’écarte plus de la répartition théorique. Seulement la seule valeur du x?
ne suffit donc pas a caractériser la "proximité" de deux répartition. Il
faut faire intervenir le nombre de classes. Comme t; +t2+ ...+t = N, la
connaissance de (k — 1) des t; détermine entiérement ¢;. On dira que le
nombre de degrés de liberté (noté d.d.l) est égal a k — 1.
Le test du x? se fait selon les étapes suivantes :

1) On pose ’hypothése nulle :

H, :" Il y a conformité (ou concordance) entre la répartition théo-
rique et la répartition expérimentale."

2) On calcule :

k
X = Z[(Oi —t:)?/ti,

3) Conclusion :

Etant donné un seuil de signification a (o« = 5% ou 1%), correspondant
a un seuil de sécurité o/ = 1 — a. On utilise alors la table du x? pour
déterminer la valeur du x? ayant la probabilité o d’étre dépassé avec un
nombre de degrés de liberté (d.d.l) correspondant.
On applique ensuite lla régle de décision suivante :

a) Si x? > x2 (c.a.d si x? calculé est supérieur ou égal a la valeur lue
dans la table) : I’hypothése Hj est rejetée.

b) Si x? < x2 : ’hypothése Hj est retenue.

3.3. Condition d’utilisation du test du x?. Le test du x? ne peut étre

utilisé que si tous les effectifs calculés sont suffisamment grands ¢; > 5,
Vi.
Exemple pratique :
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Les résultats des épreuves d’un examen a 1’echelle nationale sont : 60%
de regus, 25% admissibles (admis A passer les épreuves orales) et 15%
éliminés.
Un établissement présente 160 éléves et obtient 75 regus, 53 admissibles
et 32 éliminés. Y a t-il conformité entre ces résultats et ceux valables a
I’échelle nationale ?

Solution : L’hypothése nulle Hy : "les résultats obtenus sont conformes
a ceux valables a 1’échelle nationale". On établit le tableau suivant qui
permet le calcul du x? :

0; ti (Oi —ti)Q (Oi —tz)Q/Q

Regus | 75| 96 441 4,593
Admissibles | 53| 40 169 4,225
Eliminés | 32| 24 64 2,666
Total | 160 | 160 X2 = 11,484

ici, d.d.i =3 — 1 = 2. Les tables donnent

X(2),01 =9,21 et X%,om =13,82
d’ou X§ 01 < X241 < X,001-

Conclusion. au seuil de signification de 1% (au seuil de sécurité 99%),
il convient de rejeter I’hypothése nulle Hy. Mais au seuil de signification
de 10% (au seuil de sécurité de 99,9%) il y a conformité entre ces ré-
sultats et ceu valables a 1’echelle nationale. C’est a4 dire que I’hypothése
nulle Hy peut étre retenue.





