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IV. Cinématique du solide (mouvements simples) 
 

Introduction 
La cinématique est la théorie partielle de la mécanique qui a pour objet la description des 

mouvements des systèmes physiques (point matériel, système de points matériels, solide et 

système de solides).  Ça consiste à définir les caractéristiques du mouvement du système 

(trajectoire, vitesse et accélérations), sans tenir compte ni de son inertie ni des forces 

appliquées sur lui. 

Lôune des notions indispensables ¨ lô®tablissement de cette th®orie est la notion de solide 

invariable c.-à-d. solide dont la distance entre deux quelconques de ses points reste constante 

pendant son mouvement.  

Nous nous int®ressons dans ce cours aux mouvements des solides pendant lesquels il nôest pas 

possible de négliger les dimensions de ces derniers. Il est évident que dans certains cas un 

corps solide peut être assimilé à un point matériel, mais il existe des situations où les 

dimensions de ce dernier ne peuvent °tre n®glig®es. Une voiture se d®plaant dôun point ¨ un 

autre, par exemple,  peut être assimilée à un point matériel si nous ne cherchons pas comment 

elle se déplace. Par contre si nous nous intéressons à la façon avec laquelle elle se déplace (le 

roulement sans glissement de ses roues) il nôest plus correct de n®gliger les dimensions de ses 

roues et par la suite ses dimensions. 

Nous commençons par rappeler certaines notions de la cinématique du point avant de passer à 

celle du solide. 

 

4.1 Rappels de la cinématique du point en mouvement curviligne  

4.1.1 Loi du mouvement: 
Soit un point M d®crivant une courbe (C) dans lôespace. 

La position de ce point par rapport à un repère orthonormé (Oxyz) 

est donnée par le vecteur position : r OM=  quand M se déplace 

sur la courbe (C). La loi du mouvement sera  donnée alors par : 
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En d®finissant une origine sur la courbe et en lôorientant on d®finit lôabscisse curviligne s. La 

loi du mouvement sera donnée par s=s(t). 

4.1.2 6ÉÔÅÓÓÅ ÄȭÕÎ ÐÏÉÎÔ ÅÎ ÍÏÕÖÅÍÅÎÔ ÃÕÒÖÉÌÉÇÎÅȡ 

 

Soient M0 et M1 les positions de M aux instants t et t+ȹt. 

Le vecteur vitesse instantanée du point M est donnée par : 

0
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¶ En coordonnées cartésiennes : 

dr
V xi yj zk

dt
= = + + 

¶ En coordonnée curviligne : 

dr dr ds ds
V

dt ds dt dt
t= = =  

Où t est le vecteur directeur de la tangente à la trajectoire en M0 orienté dans le sens positif 

de lôabscisse curviligne s, 
ds

V
dt
=  la vitesse alg®brique de M ¨ lôinstant t. 

Le module de V  est donné par: 2 2 2ds
V x y z

dt
= = + + 

4.1.3 !ÃÃïÌïÒÁÔÉÏÎÓ ÄȭÕÎ ÐÏÉÎÔ ÅÎ ÍÏÕÖÅÍÅÎÔ ÃÕÒÖÉÌÉÇÎÅȡ 
 

¶ composantes intrinsèques: 

( )

2

1
             avec

 

d VdV dV d
V

dt dt dt dt

dV d ds d
V N

dt ds dt ds

dV V
N

dt

t t
g t

t t
t

r

g t
r

= = = +

= + =

Ý = +

 

 

N est le vecteur directeur de la normale principale et r le rayon de courbure en M. 

dV

dt
t est le vecteur accélération tangentielle tg et 

2V
N

r
 le vecteur accélération normale ng. 

¶ composantes cartésiennes:         
2

2

dV d r
xi yj zk

dt dt
g= = = + + 

Le module de g est donné par:            

2 4
2 2 2

2

dV V
x y z

dt
g

r

å õ
= + = + +æ ö
ç ÷

 

4.1.4 #ÁÓ ÄȭÕÎÅ ÃÏÕÒÂÅ ÐÌÁÎÅ (coordonnées polaires): 

¶ loi du mouvement: 

Équations paramétriques:
( )

( )

r r t

tq q

=ë
ì
=í

 

¶ vitesses: 

( )r r
r r

d ri didr dr
V i r ri r i

dt dt dt dt
qq= = = + = + 

 

rri  est la vitesse radiale et  

r iqq  la vitesse tangentielle. 
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¶ Accélérations: 

( )

( ) ( )2

composante radiale composante transversale

   2

r

r

dV d
ri r i

dt dt

r r i r r i

q

q

g q

q q q

= = +

= - + +
 

4.2 Classification des mouvements du solide: 
 

Dans tout ce qui suit on ne considère que des solides invariables. Alors, toute étude de 

mouvement dôun solide se subdivise en deux parties : 

¶ Étude des caractéristiques du corps solide pris dans son ensemble (vitesse angulaire 

pour le mouvement de rotation par exempleé). On parlera de caract®ristiques globales, 

¶ Étude des caractéristiques de chacun de ses points  (trajectoire, vitesse et accélérations). 

On classifie les mouvements du solide en cinq types : 

1. Mouvement de translation, 

2. mouvement de rotation autour  dôun axe fixe, 

3. mouvement plan (parallèlement à un plan=1+2), 

4. mouvement de rotation autour dôun point fixe (3 rotations autour de 3 axes 

concourants) et 

5. mouvement libre (mouvement  de rotation autour dôun point plus translation avec le 

point). 

 

4.3 -ÏÕÖÅÍÅÎÔ ÄÅ 4ÒÁÎÓÌÁÔÉÏÎ ÄȭÕÎ ÓÏÌÉÄÅȡ 

4.3.1 Définition: 

 

On appelle mouvement de translation dôun solide tout 

mouvement pendant lequel chaque droite de ce dernier se déplace tout en restant parallèle à 

elle-même. 

 

Exemple : mouvement de la nacelle dôune grande roue (Parc dôattraction) ou nacelle dôun 

« Ballon ». 

Les propriétés du mouvement de translation sont données par le théorème suivant : 

4.3.2 Théorème: 

 

Au cours du mouvement de translation dôun solide tous ses points d®crivent des trajectoires 

égales (superposables) et à chaque instant ils possèdent des vitesses et des accélérations 

égales en module et en direction. 
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En effet : 

 

Soit (S) en mvt de translation par rapport au repère  

Oxyz et soient A, B Í (S) tels que : 

                         ABrrrOBrOA ABBA +===
CCCC

et   , . 

¶ Le vecteur AB  est  tel que AB=Cste car (S)  

est invariable. 

Dôautre part la direction (support et sens) du vecteur ABest fixe car (S) effectue un 

mouvement de translation. Donc CsteAB=  pendant le mouvement. 

De la relation ABrr AB +=
CC

 on en déduit que la trajectoire de B se déduit de celle de A par 

déplacements parallèles de tous ses points (Í trajectoire de A) dôune grandeurAB . 

ÝLes trajectoires de A et B sont superposables. 

¶ ABrr AB +=
CC

     
dt

d


dt

ABd

dt

rd

dt

rd AB +=

CC
 avec Cst. ABcar  0

C
=

dt

ABd
 

Donc AB VV
CC
=  

¶ ( )AB VV
dt

d CC
=     AB gg

CC
=  

Conséquence : le théorème Ý  le mouvement de translation dôun solide est d®fini par le 

mouvement de lôun de ses points. 

V
C

,  commune à tous les points,  est la vitesse de translation et g
C

, commune aussi à tous les 

points est lôacc®l®ration de translation. 

NB : un mouvement de translation est en général différent du mouvement  rectiligne. 

 

4.4 -ÏÕÖÅÍÅÎÔ ÄÅ ÒÏÔÁÔÉÏÎ ÁÕÔÏÕÒ ÄȭÕÎ ÁØÅ ÆÉØÅȡ 

4.4.1 Définitions: 

¶ On appelle mouvement de rotation (dôun solide) autour dôun axe fixe tout mouvement 

pendant lequel deux  points du solide restent fixes.  

¶ La droite passant par ces deux points est appelée axe de rotation. Du fait que le solide est 

invariable, tous les points Í̈  lôaxe de rotation restent fixes pendant le mouvement. 

4.4.2 Caractéristiques globales du mouvement : 

4.4.2.1  Loi du mouvement: 

Soit un solide (S) en rotation autour de ZZô, un plan p fixe 

contenant ZZô et un plan 'pli® au solide et contenant ZZô. 

La position de (S) est d®termin®e par lôangle j entre p et 'p. 

Définir la position de (S) à chaque instant revient donc à  

définir ()tjj= . Côest la loi de rotation du solide autour de  

lôaxe fixe ZZô. 
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4.4.2.2 Vitesse angulaire  w: 

Elle caractérise la rapidité de rotation du solide/ repère choisi. Si pendant tD  le solide tourne 

de jD  alors la vitesse angulaire moyenne est donnée par : 
t

moy
D

D
=
j

w  et la vitesse angulaire 

instantanée est donnée par : 

dt

d

tt
moy

t

jj
ww =

D

D
==

DD 00
limlim     Soit    

dt

dj
w=  [ ]1. -srd  

 

La vitesse angulaire instantanée est égale à la dérivée première par rapport au temps de 

lôangle de rotation du solide. 

 

Vecteur vitesse angulaire w
C

 : 

On peut représenter la vitesse angulaire par un vecteur glissant w
C

 dont : 

¶ Le support est lôaxe de rotation 

¶ Le module est 
dt

dj
w=
C

 le signe .  indique aussi bien le module que la valeur absolue. 

¶ Le sens est celui dôo½ la rotation du solide sôobserve dans le sens contraire de la 

rotation des aiguilles dôune montre. 

4.4.2.3 Accélération  angulaire  e: 

Elle caractérise la rapidité de la variation de la vitesse angulaire. Si la variation de w 

correspondante à un intervalle de temps tDest wD  alors lôacc®l®ration angulaire moyenne est 

donnée par : 

t
moy

D

D
=
w

e  et lôacc®l®ration angulaire instantan®e est donn®e par : 

dt

d

tt
moy

t

ww
ee =

D

D
==

DD 00
limlim   Soit  2

2

dt

d

dt

d jw
e ==   [ ]2. -srd  

Lôacc®l®ration angulaire instantan®e dôun solide en rotation autour dôun axe fixe est ®gale 

à la dérivée première par au temps de la vitesse angulaire w ou à la dérivée seconde par 

ÒÁÐÐÏÒÔ ÁÕ ÔÅÍÐÓ ÄÅ ÌȭÁÎÇÌÅ ÄÅ ÒÏÔÁÔÉÏÎj. 

 

Vecteur accélération angulaire e
C

 : 

 

On repr®sente lôacc®l®ration angulaire par le vecteur glissante
C

dont : 

¶ Le support est lôaxe de rotation 

¶ Le module est = 
2

2

dt

d

dt

d jw
e ==
C

 

¶ Le sens coïncide avec celui de w
C

 si la rotation est accélérée, et de sens contraire si la 

rotation est décélérée. 
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Remarque : 

La rotation est accélérée si le module de w
C

 croit avec le temps ; elle est dite retardée si ce 

module décroit. 

On aura alors les configurations suivantes : 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                              ))) ())) '&
accélérémouvement 

                                                             ))) ())) '&
retardémouvement 

                                   

 

4.4.3 4ÒÁÊÅÃÔÏÉÒÅÓȟ ÖÉÔÅÓÓÅÓ ÅÔ ÁÃÃïÌïÒÁÔÉÏÎÓ ÄÅÓ ÐÏÉÎÔÓ ÄȭÕÎ ÓÏÌÉÄÅ  ÅÎ ÒÏÔÁÔÉÏÎ ÁÕÔÏÕÒ 

ÄȭÕÎ ÁØÅ ÆÉØÅȡ 

 

4.4.3.1 Traject oires des points: 

Au cours de la rotation du solide autour dôun axe fixe tous ses points, sauf ceux de son axe, 

d®crivent des circonf®rences dans des plans perpendiculaires ¨ lôaxe. 

Donc la trajectoire de chaque point (qui est un cercle) se caractérise par la distance du point à 

lôaxe qui est le rayon du cercle décrit par ce dernier. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

4.4.3.2 Vitesses des points: 

Soient w et e la vitesse et lôacc®l®ration de rotation du solide. Si pendant lôintervalle de 

temps dt le solide a tourn® dôun angle jd  alors le point M de (S) a parcouru dS = R jd , voir 

la figure en haut. 

La vitesse du point M est alors w
j

R
dt

Rd

dt

dS
VM ===  

 

La vitesse du point dôun solide en rotation autour dôun axe fixe est ®gale au produit du 

rayon de rotation (distance du point ¨ lôaxe de rotation) par la vitesse angulaire du corps. 

e
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La trajectoire du point M étant un cercle 
MV
C

est porté par la tangente à ce cercle en M et est 

orienté dans le sens du mouvement. 

 

Loi de distribution des vitesses : 
A tout instant chaque point Mi du solide à un vecteur vitesse  

iMV
C

 ÔÁÎÇÅÎÔ ÅÎ ÃÅ ÐÏÉÎÔ ÁÕ ÃÅÒÃÌÅ ÑÕȭÉÌ ÄïÃÒÉÔȟ ÄÁÎÓ ÌÅ ÓÅÎÓ 

de la rotation. Le module de la vitesse est donné par 

 
iMV = w

ii MM RV =
C

. Il en résulte : 

 
 

bw tg
R

V

R

V

R

V

n

n

i

i

M

M

M

M

M

M
====== ......

1

1  Loi de distribution des vitesses 

 
4.4.3.3 Accélérations des points: 

a) Accélération tangentielle tg
C

 : 

               e
w

g R
dt

dR

dt

dV
t ===  

Lôacc®l®ration tangentielle dôun point 

dôun solide en rotation autour dôun axe  

fixe est le produit du rayon de rotation par  

lôacc®l®ration angulaire du solide. 

Le vecteur tg
C

 est perpendiculaire au rayon de rotation R et est dirigé dans le sens de 

rotation si celle-ci est accélérée et de sens contraire si celle-ci est retardée. 

 

b) Accélération normale ng
C

 : 

             
2

2

wg R
R

V
n ==  

 
Lôacc®l®ration normale dôun point dôun solide en rotation autour dôun axe fixe est le produit 

du rayon de rotation par le carré de la vitesse angulaire. 

Le vecteur ng
C

 est porté par le rayon de rotation et est dirigé vers le centre (axe) de 

rotation. 

 

c) Accélération totale g
C

 : 

Lôacc®l®ration totale g
C

 est la somme vectorielle de tg
C

 et ng
C

. Soit nt ggg
CCC
+= . 

Comme tg
C
^ ng
C

 alors 
4222
weggg +=+= Rnt  et la direction de g

C
 est définie par 

lôangle a que fait ce vecteur avec le rayon de rotation : 

)pointdu ment indépendam( 
2w

e

g

g
a ==

n

t
tg C

C

 

 

4MV
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Lois de distribution des accélérations : 
Soient  w et e la vitesse et lôacc®l®ration angulaires dôun solide en rotation autour dôun axe 

fixe. À un instant quelconque w et e sont les mêmes pour tous les points du solide. Il en 

résulte pour deux points indicés 1 et 2 du solide : 

2

1

2

1

2

1

2

1

R

R

n

n

t

t ===
g

g

g

g

g

g
 Loi de distribution  des accélérations pour deux points du solide. 

Si on considère plusieurs points on peut écrire de ce qui précède :  

  points les pour touset  
2

242

2

1111

42

11

w

e
a

wgegweg

wgegweg

=

==+=

==+=

tg

RRR

RRR

nnnnntnnn

nt

444  

$ȭÏĬ : 

n

n

RR

gg
==2

1

1 , 
n

tnt

RR

gg
==2

1

1  et 
n

nnn

RR

gg
==2

1

1  " les points 1 à n de (S) 

Lois de distribution des accélérations 

4.4.4 %ØÐÒÅÓÓÉÏÎÓ ÖÅÃÔÏÒÉÅÌÌÅÓ  ÄÅÓ ÖÉÔÅÓÓÅÓ ÅÔ ÁÃÃïÌïÒÁÔÉÏÎÓ ÄÅÓ ÐÏÉÎÔÓ ÄȭÕÎ ÓÏÌÉÄÅ  ÅÎ 

ÒÏÔÁÔÉÏÎ ÁÕÔÏÕÒ ÄȭÕÎ ÁØÅ ÆÉØÅȡ 

4.4.4.1 Vecteur vitesse V
C

 

Soit (S) en rotation autour de Oz, w
C

 son vecteur vitesse angulaire et 

r
C

le vecteur position dôun point M du solide par rapport au 

 repère Oxyz. 

r
C

 est constant en module mais change de direction au cours  

de la rotation de (S) autour de Oz. Alors : 

 

r
dt

rd
V

CC
CC

Ø== w  

 

Le module du produit vectoriel VRrr ===Ø wqww sin.
CCCC

. 

Dôautre part r
CC
Øw est R̂ en M et son sens dépend de celui de w

C
 Ý R̂ et orienté dans le 

sens du mouvement. Donc sa direction et son sens coïncide avec de celui du vecteur vitesseV
C

 

Le vecteur r
CC
Øw coïncide donc en module, en direction et en sens avec le vecteur vitesse V

C

défini en 4.4.3.2. 

Le vecteur ÖÉÔÅÓÓÅ ÄȭÕÎ ÐÏÉÎÔ ÄȭÕÎ ÓÏÌÉÄÅ ÅÎ ÒÏÔÁÔÉÏÎ ÁÕÔÏÕÒ ÄȭÕÎ ÁØÅ ÆÉØÅ ÅÓÔ ÌÅ 
produit vectoriel du vecteur vitesse angulaire w

C
 par le vecteur position r

C
 du point 

en question. 

Si 
ö
ö
ö

÷

õ

æ
æ
æ

ç

å

z

y

x

r
C

 et 
ö
ö
ö

÷

õ

æ
æ
æ

ç

å

z

y

x

w

w

w

w
C

 alors : 

( ) ( ) ( )kxyjzxiyz

zyx

kji

rV yxxzzyzyx

CCC

CCC

CCC
wwwwwwwwww -+-+-==Ø=  
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4.4.4.2 Vecteurs accélérations  

¶ Accélération totale : ᴆ 

rV
CCC
Ø=w  Ý 

VrŮ

dt

rd
r

dt

d

dt

Vd

CCCC

C
CC

CC
C

Ø+Ø=

Ø+Ø==

w

w
w

g

                    

 

 

¶ Accélération tangentielle : tr ge
CCC ?

=Ø  

V tRrr geqee
CCCCC

===Ø sin , 

V Direction de r
CC
Øe à̂ R en M = direction de tg

C
 et 

V Sens dépendant de celui de e
C

 = sens de tg
C

. 

Donc rt

CCC
Ø=eg  

 

,ȭÁÃÃïÌïÒÁÔÉÏÎ ÔÁÎÇÅÎÔÉÅÌÌÅ ÄȭÕÎ ÐÏÉÎÔ ÄȭÕÎ ÓÏÌÉÄÅ ÅÎ ÒÏÔÁÔÉÏÎ ÁÕÔÏÕÒ ÄȭÕÎ ÁØÅ ÆÉØÅ ÅÓÔ 
le produit vectoriel du vecteur accélération de rotation e

C
par le vecteur position r

C

du point considéré. 
 

¶ Accélération normale : nr gw
CCC ?

=Ø  

V nRRVrr gwwwwww
CCCCC

====̄=Ø 290sin , 

V Direction à̂ w
CC

et  V  = direction de R et 

V Sens vers le centre C (Í axe) coïncidant avec le  

sens de ng
C

. 

 

Donc rVn

CCCCCC
ØØ=Ø= wwwg  

 

,ȭÁÃÃïÌïÒÁÔÉÏÎ normale  ÄȭÕÎ ÐÏÉÎÔ ÄȭÕÎ ÓÏÌÉÄÅ ÅÎ ÒÏÔÁÔÉÏÎ ÁÕÔÏÕÒ ÄȭÕÎ ÁØÅ ÆÉØÅ ÅÓÔ ÌÅ 

produit vectoriel du vecteur  vitesse de rotation w
C

 par le vecteur vitesse V
C

du point 
en question. 
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V. -ÏÕÖÅÍÅÎÔ ÐÌÁÎ ÄȭÕÎ ÓÏÌÉÄÅ 

Introduction 
Le chapitre pr®c®dant a port® sur lô®tudie de deux mouvements simples du solide, ¨ savoir le 

mouvement de translation et le mouvement de rotation autour dôun axe fixe. Si nous 

combinons ces mouvements nous obtenons des mouvements composés qui sont plus 

compliqués que les deux premiers. 

La combinaison dôun mouvement de translation avec un mouvement de rotation autour dôun 

axe fixe conduit, selon la disposition de lôaxe de rotation par rapport au premier mouvement 

(ce dernier sôeffectuant dans un plan), soit ¨ un mouvement h®licoµdal si lôaxe de rotation est 

confondu avec la direction de la translation rectiligne, soit à un mouvement qui se fait dans un 

plan ou parall¯lement ¨ un plan si lôaxe de la rotation reste perpendiculaire au plan de la 

translation. 

Un exemple du premier type de mouvement compos® dôune translation et dôune rotation 

(mouvement h®licoµdal) est le mouvement du foret dôune perceuse. Ce mouvement nôest 

int®ressant que dans la mesure o½ lôon sôint®resse au mouvement dôun point sur la surface 

lat®rale du foret. Il nôest pas d®velopp® dans ce cours. Par contre nous d®velopperons dans ce 

chapitre le deuxième type de mouvement composé c.-à-d. le cas où la rotation se fait autour 

dôun axe qui reste perpendiculaire au plan de la translation. Il sôagit de ce qui est 

communément nommé mouvement plan. Lôexemple le plus simple de ce type de mouvement 

est celui du mouvement de la brosse sur le tableau lors de lôeffacement de ce dernier.  

Pour clore cette brève introduction sur la composition de mouvements, il faut savoir que la 

combinaison de plusieurs translations r®sulte en une translation (rien dôint®ressant dans ce 

cas) par contre la combinaison de plusieurs rotations autour dôaxes diff®rents peut engendrer 

des mouvements assez intéressants par exemple la combinaison de trois rotations autour de 

trois axes concourants r®sulte en un mouvement autour dôun point fixe. Ce dernier sera 

développé dans le sixième chapitre.  

 

5.1 Caractéristiques globales du mouvement plan  

5.1.1 Definition: 

On appelle mouvement plan dôun solide tout mouvement au cours duquel tous les 

points du solide se déplacent parallèlement à un plan appelé plan de base. 

Exemple : mouvement de la brosse sur le tableau. 

 

5.1.2 Propriété: 

Soit un plan de base (p), un solide (S) en mouvement  

Parallèlement à (p), MN un segment de (S)/ MN (̂p) 

et (pô)//(p)  /  (pô) 1(S)= (S) ; (S) section hachurée sur 

le  schéma ci contre. 

MN (̂p) Ý  MN (̂S) et  MN 1 (S)=L. 

Aussi: (S) en mouvement parallèlement à (p) Ú (S) en mouvement dans (pô). 

Au cours du mouvement, MN et (S) restent  ̂ entre eux. Donc " un point ÍMN, son 

mouvement reste identique à celui de L=1de MN et de (S). Si nous imaginons que (S)=

{ }niNM ii ,1, =  alors pour étudier le mouvement de (S) il suffit dô®tudier le mouvement de 

(S) dans son plan (pô). 
  

'p 

p

)(S  

M 

N 
L 
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Énoncé de la propriété : 
Pour ®tudier le mouvement plan dôun solide il suffit dô®tudier seulement le mouvement plan 

dôune section (S) form®e par le solide et un plan parallèle au plan de base. 

 

5.1.3 Équations  du mouvement plan: 

Soit (S) et ABÍ(S) 

Position de (S) = position de ABÍ(S)/Oxy. 

Or la position de  AB est connue quand on connait les 

Coordonnées du point A et la direction de AB/ Ox ou Oy. 

A
í
ì
ë


A

A

y

x
     et la direction de AB/Ox  est donnée par j .   

Dans le temps  

()
()

î
í

î
ì

ë

=

=

  (t)  =  jj

tyy

txx

AA

AA

  Équations du mouvement plan avec A comme pôle. 

 

5.1.4 Décomposition en mouvements élémentaires: 
Soit un solide en mouvement plan, (S) une section représentant le solide et soient les deux 

positions extrêmes I et II de (S). 

Pour passer de I à II, on peut imaginer que 

la section (S) effectue dôabord un mouve- 

ment de translation de sorte que AB se  

déplace en restant // à elle-même 

(AŸA1 et BŸB1ô) puis la section (S) 

c.-à-d.AB effectue une rotation dôangle jD   

autour de A1 (A1 fixe, B passe de B1ô ¨ B1). 

Le point A est dans ce cas le pôle et il peut  

être quelconque. 

 

Théorème : 

 

Le mouvement plan dôun solide peut °tre consid®r® comme une composition dôun 

mouvement de translation avec un pôle pendant lequel tous les points du solide se déplacent 

de la m°me faon que le p¹le et dôun mouvement de rotation autour du p¹le. 

 

Si lôon revient aux ®quations du mouvement 

 

ý
ü
û

=

=

)(

)(

tyy

txx

A

A
 définissent le mouvement de translation avec 22

AAA yxv ##+= et 22

AAA yx ####+=g

vitesse et accélération de translation. 

)(tjj=  définit le mouvement de rotation autour du pôle avec : 

dt

dj
w= et 

2

2

dt

d

dt

d jw
e ==  vitesse et accélération angulaires. 

  

O 

B 

A 

xA 

yA 

y 

x 

j

 

(S

) 

II I 

B1 

B1ô 

A

1 

B 

(S) 

A 
j

 

j

 

jD

 

Iô 
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5.2 4ÒÁÊÅÃÔÏÉÒÅÓ ÄÅÓ ÐÏÉÎÔÓ ÄȭÕÎ ÓÏÌÉÄÅ ÅÎ ÍÏÕÖÅÍÅÎÔ ÐÌÁÎȡ 

Soit MÍ(S), AM=l et ( )
Ø

ABAM, =a=Cste. 

 

í
ì
ë

++=

++=

)sin(

)cos(

ja

ja

AMyy

AMxx

A

A
 

C-à-d : 

í
ì
ë

++=

++=

)sin(

)cos(

ja

ja

lyy

lxx

A

A
 

 

Ces deux dernières équations déterminent la loi du mouvement du point M et donnent en 

m°me temps lô®quation de la trajectoire de ce dernier sous forme param®trique. 

5.3 6ÉÔÅÓÓÅÓ ÄÅÓ ÐÏÉÎÔÓ ÄȭÕÎ ÓÏÌÉÄÅ ÅÎ ÍÏÕÖÅÍÅÎÔ ÐÌÁÎȡ 

5.3.1 4ÈïÏÒîÍÅ Äȭ%ÕÌÅÒȡ 

 

La vitesse de tout point dôun solide en mouvement plan est la somme vectorielle 

(g®om®trique) de la vitesse dôun point pris comme p¹le et de la vitesse ç de rotation » du 

point considéré autour du pôle 

 

ABAB VVV /

CCC
+=  

 

En effet ABAB rrr
CCC
+= ½½dt

d

I I I
?

dt

rd

dt

rd

dt

rd AB

V

A

V

B

AB

CCC

CC

+=  

moduleen  CsteABrAB ==
C

       
Euler  aprésd'

Ý      BAAB
AB VVAB

dt

rd CCC
C

==Ø= /w  

où w
C

 est le vecteur vitesse angulaire (instantanée) ou de rotation autour de A. 

 

dôo½ : 

BAA

AB

VV

ABVV
CC

CCC

+=

Ø+=

     

w
 

 

 

Construction graphique : 

 

AŸ AV
C

 

BŸ on représente AV
C

et BAV
C

 tel que 
dt

d
ABVBA

j
ww ==  ,.  et  ABVBA^

C
et dirigée dans le sens 

de la rotation. 

ὠᴆ sera la somme vectorielle de AV
C

et BAV
C

 en B. 

  

y 

x 

yA 

y 

xA x 

A 

B 

l 

M 

j

 

a 

O 

B A 

Ar
C

 

y 

x 

ABr
C

Br
C

 

BV
C

 

AV
C

 

A 

B 

AV
C

 

BAV
C

 

w 
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Le th®or¯me dôEuler r®sulte en une relation qui peut °tre consid®r®e comme une loi de 

distribution vectorielle des vitesses des points dôun solide en mouvement plan. Celle-ci 

permet de construire graphiquement 
BV
C

 à partir de 
BAA VV
CC

et   (voir construction graphique sur 

la page précédente) ce qui conduit, moyennant un peu de calcul, à la détermination du module 

et de la direction de cette vitesse. Cependant partant de cette formule vectorielle on peut par 

des méthodes plus simples et avec moins de calcul déterminer facilement les vitesses des 

points dôun solide en mouvement plan. 

5.3.2 Théorème des projections des vitesses de deux ÐÏÉÎÔÓ ÄȭÕÎ ÓÏÌÉÄÅ ÅÎ ÍÏÕÖÅÍÅÎÔ 

ÐÌÁÎ ɉÔÈïÏÒîÍÅ ÄȭïÑÕÉÐÒÏÊÅÃÔÉÖÉÔïɊ ȡ 

 

Soient deux points A et B Í(S) en mouvement plan 

 de vitesses BA VV
CC

et   / BAAB VVV
CCC
+=  et  

soit ABu
C

 vecteur directeur de AB. 

 

( BAAB VVV
CCC
+= ). ABu

C
 

 

Ý ABBAABAABB uVuVuV
CCCCCC

... +=  

 

 () ()0// += AABBAB VprojVproj
CC

; 0. =ABBA uV
CC

 car ABBA uV
CC
^ . 

 

Soit: ab coscos AB VV =  (*) 

 

Énoncé du théorème : 

 

 Les projections des vitesses de deux points dôun solide en mouvement plan sur la 

droite joignant ces deux points sont égales entre elles. 

 

Alors si 3 des 4 param¯tres Ŭ,  ɓ, VA et VB sont connus, on déduit la valeur du 4
ième

 

paramètre de la relation (*). 

5.3.3 $ïÔÅÒÍÉÎÁÔÉÏÎ ÄÅÓ ÖÉÔÅÓÓÅÓ Û ÌȭÁÉÄÅ ÄÕ #)6 : 

 

Une deuxi¯me m®thode simple de d®termination des vitesses des points dôun solide en 

mouvement plan est basée sur la notion du CIV  ou CIR  (Centre Instantané des Vitesses ou 

Centre Instantané de Rotation). Pour se faire on imagine que le mouvement plan est une 

succession de rotations instantan®es autour dôun centre qui change de position dans le temps. 

Comme on parle de centre de rotation, forc®ment ce dernier doit avoir ¨ lôinstant consid®r® 

une vitesse linéaire nulle. 

 

5.3.3.1 Définition  du CIV: 
 
 Le CIV (ou CIR) est le point de la section (S) en mouvement plan (ou de son plan) 

dont la vitesse (absolue) ¨ lôinstant donn® est ®gale ¨ z®ro c.-à-d. Si P est CIV alors 0
CC
=PV . 

 

  

ABu
C

 
B 

A 

b 

a 

AV
C

 

AV
C

 

BV
C

 

BAV
C

 

acosAV  

bcosBV
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5.3.3.2 4ÈïÏÒîÍÅ ÄȭÅØÉÓÔÅÎÃÅ ÅÔ ÄȭÕÎÉÃÉÔï ÄÕ #)6ȡ 

 

V Existence du CIV : 

Soit (S) en mouvement plan ( 0̧w ) 

AÍ(S) A : pôle et 
AV
C

 sa vitesse 0
C
¸  

Si P est CIV ( 0
CC
=PV ) dôapr¯s le th®or¯me dôEuler 

PAAPAAP VVVVV
CCCCC
-=Ý+==  0  ; 

PAV
C

 est la vitesse de rotation de P autour de A. 

Donc ) de sens(rotation  la de sens le dans et  ww APVAPV PAPA ^=
C

 

Or PAA VV
CC
-= Ý APVA w=  et APVA^

C
 dans la rotation autour de P (sens dew). 

Alors  
w

AV
AP=  , P se trouvera sur la à̂ AV

C
 à une distance 

w
AV

 par rapport à A. Comme 

0̧w   P existe. 

 

V Unicité : 

Soient P et Pô deux CIV. Si on prend P comme p¹le on peut écrire :
PPPP VVV '

00
'

CCC
+=

==

  

0'

CC
=Ý PPV   0' =Ý PPw  or 0̧w  donc PôP = 0ÝPô est confondu avec P dôo½ lôunicit® du 

CIV. 

 

Énoncé du théorème : 

 

 Au cours du mouvement plan ( 0̧w ) dôune section (S) il existe ¨ tout instant dans 

son plan un et seulement un point dont la vitesse (absolue) est égale à zéro. 

 

Remarque : 

La notion du CIV qui considère le mouvement plan comme une succession de rotations 

instantanées autour des positions successives de ce point particulier conduit à la notion de 

« base et roulante ». En effet ce dernier décrit dans un plan fixe une première courbe fixe 

nommée base et dans un plan lié au solide une deuxième courbe mobile désignée par 

roulante. Il faut savoir quôil est possible de d®terminer les ®quations de ces courbes et 

quôelles peuvent  faire partie, dôune certaine mani¯re, de certains probl¯mes du mouvement 

plan. Toutefois nous ne considérons pas ces problèmes et nous nous contentons ici de les citer 

sans rentrer dans les détails. 
 

5.3.3.3 Détermination des vitesses au moyen du CIV: 
 

Soit (S) en mouvement plan avec 0̧w , P CIV, 

A, B et C Í (S) 

½½½½½ ½
EulerdThéorème ' 

APPA VVV
CCC
+=  

BPPB VVV
CCC
+=  

 CPPC VVV
CCC
+=  

Or 0
CC
=PV Ý  Aen     APVAPVV AAPA ^==

C
w  dans le sens de la rotation (sens dew) 

w 

(S) 

BV
C

 

CV
C

 

B 

A 

P 

C 

AV
C

 

PAV
C

 

AV
C

 

AV
C

 

(S

) 

P 

A 

w 



                                                                                                                        

Menina Rachid                                                        40                                                                  02/01/2014 

 

 Ben     BPVBPVV BBPB ^==
C

w  dans le sens de la rotation et 

 Cen     CPVCPVV CCPC ^==
C

w  dans le sens de la rotation. 

 
Théorème: 
 
 La vitesse dôun point dôun corps solide en mouvement plan est ®gale, en module, au 

produit de la vitesse angulaire de rotation par la distance du CIV au point considéré et elle 

est  perpendiculaire en ce point au segment le joignant avec le CIV dans le sens de la 

rotation. 

 

Des trois relations précédentes donnant les vitesses des points nous pouvons déduire : 

CP

V

BP

V

AP

V CBA ===w , loi de distribution des vitesses autour du CIV 

 

Pou pouvoir maintenant utiliser le CIV il faut dôabord le localiser. La recherche de sa position 

sera considérer dans le paragraphe suivant. 

 

5.3.3.4 Détermination de la position du CIV:  

 

a) Connues : directions de deux vitesses 

 

sesdeux vites des directionsaux  P ^=1  

 

b) Connues deux vitesses AV
C

 et BV
C

 

¶ Directions //, BA VV
CC

¸ , AV
C

 et BV
C

ÂB. 

 lesjoignant  droite laet  sesdeux vitesaux  P ^=1  

dernièresdeux  des extrémités . 

 

Remarque :  

Dans le cas « sens opposés » les vitesses 

peuvent être égales en module. 

¶ Directions //, BA VV
CC

= ,  AV
C

 et BV
C

 de même sens et ôu non à̂ AB. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Il sôagit dans ces deux situations de translations instantan®es. 

BV
C

 dedirection  

(S) 

P 

AV
C

 dedirection  
B 

A 

AV
C

 

BV
C

 

P 

A 

B 

même sens 

P 

B BV
C

 

AV
C

 
A 

sens opposés 

C
I
V
 
¨
 
Ð

 

C
I
V
 
¨
 
Ð

 

BV
C

 BV
C

 

AV
C

 
AV
C

 

B B 

A A 
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c. Section plane (S) en roulement sans glissement sur un contour fixe (L) 

Le CIV P est le point de contact. 

 

 

Remarque : 

La base ici est le contour fixe (L) et la roulante est la section (S) 

 

5.4 !ÃÃïÌïÒÁÔÉÏÎÓ ÄÅÓ ÐÏÉÎÔÓ ÄȭÕÎ ÓÏÌÉÄÅ ÅÎ ÍÏÕÖÅÍÅÎÔ ÐÌÁÎȡ 

5.4.1 Théorème de Rivals: 

Soient A et B Í (S)  BAAB VVV
CCC
+= ½½½ dt

d

BAAB ggg
CCC
+=  

 

Théorème: 

 

 Lôacc®l®ration dôun point dôun solide en mouvement plan est la somme g®om®trique 

de lôacc®l®ration dôun point pris comme p¹le et de lôacc®l®ration de rotation autour du p¹le. 

 

Expression vectorielle de Bg
C

en fonction de w
C

 et e
C

 : 

 

( )BAAB VVV
dt

d CCC
+= ¹ ( )ABVV

dt

d
AB Ø+= w
CCC

 

Ý
)()'&

C

CC
)()'&

C

CC

C
C

CC

n
BA

V

t
BAɔ

AB

dt

ABd
AB

dt

d

BAA

AB

g

weg

w
w

gg

             Ø+Ø+=

Ø+Ø+=

 

n

BA

t

BAAB ɔ ggg
CCCC
++=  avec : 

 

¶ 

retardé.est  ci-celui si contraire sens le danset  accéléréest  ci-celui si

A  deautour rotation  demouvement du  sens le dans Ben  AB à  lapar  portée  ^

=ABt

BA

t

BA

eg

g

C

C
 

¶ 
A.  versB sens le dans  ABpar   portée

  

2 ABn

BAn

BA

wg
g

=
C

C
 

Llôacc®l®ration Bg
C

 est la somme vectorielle de Ag
C

, t

BAg
C

et n

BAg
C

, dôo½ la construction graphique 

ci-dessus de Bg
C

.  

Bg
C

 est le vecteur somme de Ag
C

 rapporté au point B et de BAg
C

 de module 
42 weg +=ABBA

C

et faisant un angle 2w

e
a arctg=  avec BA 

 

  

P 
(S

) 

(L

) 

t

BAg
C

 

A 

B 

n

BAg
C

 

Bg
C

 

Ag
C

 

Ag
C

 

BAg
C

 

w 
e 
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Module de Bg
C

 : 

Projection  de ( n

BA

t

BAAB ɔ ggg
CCCC
++= ) 

                   salgébrique en valeurs   
:/

:/

îý

î
ü
û

++=

++=
n

BAy

t

BAyAyByOy

n

BAx

t

BAxAxBxOx

ɔ

ɔ

ggg

ggg 22

B ByBx ggg +=Ý  

 

5.4.2 Détermination des accélérations des points au moyen du CIA: 

Comme dans le cas du CIV le CIA (Centre Instantané des Accélérations) ou CGA (Centre 

G®om®trique des Acc®l®rations) est un point dont lôacc®l®ration absolue est nulle. 

5.4.2.1 Théorème 1: 

 Si w et edôune section plane (S) repr®sentant un solide en mouvement plan ne sont 

pas simultanément nulles, il existe à tout instant un et seulement un point dont 

lôacc®l®ration absolue est ®gale ¨ z®ro. Ce point est nomm® CIA ou CGA. 

,Á ÄïÍÏÎÓÔÒÁÔÉÏÎ ÄÅ ÌȭÅØÉÓÔÅÎÃÅ ÅÔ ÄÅ ÌȭÕÎÉÃÉÔï ÄÕ #)! ÅÓÔ ÉÄÅÎÔÉÑÕÅ Û ÃÅÌÌÅ ÄÕ #)6Ȣ 

 

¶ Existence : 

Soient w et eÄȭÕÎÅ ÓÅÃÔÉÏÎ ÐÌÁÎÅ ɉ3Ɋ, M un point de (S)  
et Q le CIA. En considérant M comme pôle,  
ÄȭÁÐÒîÓ 2ÉÖÁÌÓ : 

                      QMMQ ggg
CCC
+=  or 0

CC
=Qg  

Ý QMM gg
CC
-=  soit 42 weg +=QMM

C
et ( )

2
,

w

e
bg arctgQMM ==

ØC
 

Donc le CIA Q se trouve sur la droite passant par M et faisant un angle b avec Mg
C
(lôangle b 

est représenté toujours dans le sens dee) à une distance
42 we

g

+
=

M
QM

C

. 

¶ Unicité : (identique à celle du CIV) 

Procédure de détermination du CIA : 

Pour déterminer le CIA Q connaissant Mg
C

 dôun point M de (S), w et e, 

1. On détermine b à partir de
2w

e
b=tg , 

2. on m¯ne par le point M sous lôangle b par rapport à Mg
C

une droite (D) de telle sorte 

quôelle soit en avance sur Mg
C

 si le mouvement est accéléré et en retard si ce dernier est 

retardé. 

3. on porte sur (D) le segment MQ égal à
42 we

g

+

M

C

. 

Le point ainsi obtenu est le CIA. 
 

e w 

Mg
C

Mg
C

(D) 

M 

Q 
QMg
C

 
b 
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5.4.2.2 Théorème 2: 

La notion du CIA permet de traiter les accélérations des points dôun solide en mouvement 

plan comme si ce dernier est une rotation autour du CIA. 

Si on prend le CIA Q comme pôle alors pout tout M de (S) on peut écrire : 

MQMQQM gggg
CCCC
=+=   avec 42 weg +=QMM

C
et ( )

2
,

w

e
bg arctgQMM ==

ØC
 

Énoncé du théorème : 

 Lôacc®l®ration de tout point dôun solide en mouvement plan est ®gale ¨ son 

accélération dans le mouvement de rotation autour du CIA. 

 

5.4.2.3 Loi de distribution des accélérations:  

Du théorème précédent on en déduit : 

42

2

42

1

2

1

weg

weg

+=

+=

QM

QM

M

M

4  

Ý
n

MMM

QMQMQM

n
ggg

=== 3
21

21  Loi de distribution des accélérations 

Les ÁÃÃïÌïÒÁÔÉÏÎÓ ÄÅÓ ÐÏÉÎÔÓ ÄȭÕÎ ÓÏÌÉÄÅ ÅÎ ÍÏÕÖÅÍÅÎÔ ÐÌÁÎ ÓÏÎÔ ÐÒÏÐÏÒÔÉÏÎÎÅÌÌÅÓ Û 

leurs distances au CIA. 

 

 
 

 

  

w 

e 

2Mg
C

 
M2 

M1 

Q 

b 

b 
1Mg
C
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VI. -ÏÕÖÅÍÅÎÔ ÄȭÕÎ ÓÏÌÉÄÅ ÁÙÁÎÔ ÕÎ ÐÏÉÎÔ ÆÉØÅ 
 

6.1 Definition 
On appelle mouvement dôun solde ayant un point fixe (ou mouvement autour dôun point 

fixe) tout mouvement pendant lequel un point du solide (ou invariablement lié au solide) reste 

fixe. 

Exemple : mouvement de la toupie quand son pied reste fixe. 

 

6.2 Équations ÄÕ ÍÏÕÖÅÍÅÎÔȾ ÁÎÇÌÅÓ Äȭ%ÕÌÅÒȡ 

Soit un solide (S) en mouvement autour dôun point fixe  

Confondu avec lôorigine O du r®f®rentiel fixe (Oxyz) et le  

référentiel (Ox1y1z1) lié au solide (S). 

La position de (S)/ (Oxyz) est connue quand celle de  

(Ox1y1z1)/ (Oxyz) est connue. Or la position de  

Ox1y1z1)/ (Oxyz) est déterminée par les cosinus  

directeurs des axes Ox1, Oy1 et Oz1 c.-à-d. aij telles que : 

kajaiak

kajaiaj

kajaiai

CCCC

CCCC

CCCC

3332311

2322211

1312111

++=

++=

++=

 

Où kji
CCC

et  , sont les vecteurs directeurs de (Oxyz) et 111 et  , kji
CCC

 sont les vecteurs directeurs de 

(Ox1y1z1). 

Donc apparemment la position de (Ox1y1z1) par rapport à (Oxyz) est définie par les 9 

paramètres (cosinus directeurs) aij  et ces derniers sont liés par les 6 relations suivantes : 

0

1

111111

111111

=Ö=Ö=Ö

=Ö=Ö=Ö

kjkiji

kkjjii
CCCCCC

CCCCCC

 

Sachant que :  
0

1

=Ö=Ö=Ö

=Ö=Ö=Ö

kjkiji

kkjjii
CCCCCC

CCCCCC

 

Les aij  ne sont pas indépendants ; 3 seulement dôentre eux le sont et par suite la position de  

(Ox1y1z1) (et celle de (S)) est définie quand on définit 3 de ces derniers. 

Euler a pensé à 3 angles qui portent depuis son Nom. 

  

Z1 

Y1 

X1 

z 

y 

x 

O 

(S) 
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Angles dôEuler : 
Soient les repères fixe (Oxyz) et mobile (Ox1y1z1). 

Prolongeons le plan Ox1y1 jusquô¨ ce quôil coupe  

le plan horizontal Oxy. 

Lôintersection des deux plans ainsi obtenue, 

Orientée est désignée par ON  et sôappelle : 

Axe nodale ou ligne des nîuds de vecteur directeur n
C

. 

V Lôangle  ὕὼȟᴆὕὔᴆ est lôangle de précession, 

V Lôangle — ὕᾀᴆȟὕᾀᴆ celui de la nutation et 

V Lôangle • ὕὔᴆȟὕὼᴆ celui de la rotation propre. 

Ces angles d®finissent compl¯tement la position de (S) dans lôespace relativement ¨ Oxyz. 

Au cours du mouvement ces angles varient avec le temps et les équations du mouvement 

seront données par: 

()

()

()îý

î
ü

û

=

=

=

tf

tf

tf

3

2

1

j

q

y

 £quations du mouvement de rotation dôun solide autour dôun point fixe. 

 

6.3 Décomposition de la rotation autoÕÒ ÄȭÕÎ ÐÏÉÎÔ ÆÉØÅ ÅÎ ÔÒÏÉÓ ÒÏÔÁÔÉÏÎÓ 

autour de trois axes différents : 

On vient de voir que le mouvement de (S) autour de O est lié à la variation des angles de 

précession y, de nutation q et de rotation propre j avec le temps. Ces variations dôangles 

donnent 3 rotations autour des axes Oz, ON et Oz1. Examinons chaque rotation séparément. 

 

1. Rotation dôangle y et dôaxe Oz : 

Cette rotation fait passer lôaxe Ox ¨ ON et lôaxe Oy ¨ OU c.-à-d.  

le trièdre (Oxyz) au trièdre (ONUz). 

De la figure ci-contre on en déduit : 

( ) ( )
                                             

 
2

sin 
2

cos

                     sin cos

kk

jiu

jin

CC

CCC

CCC

=

+++=

+=

pypy

yy

 Ú

                          

 cos  sin- 

  sin cos

kk

jiu

jin

CC

CCC

CCC

=

+=

+=

yy

yy

 

  

i
C

 

O 

q z 
z1 

y 

y1 

y 

N 
x 

x1 

j 

j
C

 

1i
C

 

1j
C

 

k
C

 

n
C

 

1k
C

 

i
C

 n
C

 

j
C

 

u
C

 

y 

y 

U 

y 

N 

x 

z 
O 
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Soit en écriture matricielle : 

ù
ù
ù

ú

ø

é
é
é

ê

è

=

ù
ù
ù

ú

ø

é
é
é

ê

è

k

j

i

T

k

u

n

C

C

C

C
C

C

 y  avec 

100

0cossin

0sincos

yy

yy

y -=T  matrice de passage du trièdre fixe (Oxyz) au 

trièdre mobile (ONUz). 

En faisant varier y le solide tournera autour de lôaxe Oz avec une vitesse angulaire : 

kz

C
#

CC
 yww y==  

 

2. Rotation dôangle q et dôaxe ON : 

Cette rotation fait passer lôaxe OU ¨ OV et lôaxe Oz ¨ Oz1 c.-à-d. 

le trièdre (ONUz) au trièdre (ONVz1). 

De la figure ci-contre on en déduit : 

   

kuk

kuu

nn

 cos  sin- 

   sin  cos

                          

1 qq

qq

+=

+=

=

CC

CCC

CC

 

Soit en écriture matricielle : 

ù
ù
ù

ú

ø

é
é
é

ê

è

=

ù
ù
ù

ú

ø

é
é
é

ê

è

k

u

n

T

k

v

n

C
C

C

C
C

C

 

1

q  avec 

qq

qqq

cossin0

sincos0

001

-

=T  matrice de passage du trièdre fixe (ONUz) au 

trièdre mobile (ONVz1). 

En faisant varier q le solide tournera autour de lôaxe ON avec une vitesse angulaire : 

nN

C#CC
 qww q==  

 

3. Rotation dôangle j et dôaxe Oz1 : 

Cette rotation fait passer lôaxe ON ¨ Ox1 et lôaxe OV ¨ Oy1 c.-à-d. 

le trièdre (ONVz1) au trièdre (Ox1y1z1). 

De la figure ci-contre on en déduit : 

                         

 cos sin

    sin cos

11

1

1

kk

vnj

vni

CC
CCC

CCC

=

+-=

+=

jj

jj

 

Soit en écriture matricielle : 

v
C

 
k
C

 1k
C

 

u
C

 

q 

q 
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N 

V 

z 
z1 
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ù
ù
ù

ú

ø

é
é
é

ê

è

=

ù
ù
ù

ú

ø

é
é
é

ê

è

11

1

1

 

k

v

n

T

k

j

i

C
C

C

C

C

C

j  avec 

100

0cossin

0sincos

jj

jj

j -=T  matrice de passage du trièdre fixe (ONVz1) au 

trièdre mobile (Ox1y1z1). 

En faisant varier j le solide tournera autour de lôaxe Oz1 avec une vitesse angulaire : 

1 
1

kz

C
#

CC
jww j==  

6.4 Axe, vitesse et accélération instantanés de rotation : 

6.4.1 Vitesse angulaire instantanée w
C

 : 

En composant les trois rotations on fera passer le trièdre (Oxyz) au trièdre (Ox1y1z1). En 

écriture matricielle on aura : 

ù
ù
ù

ú

ø

é
é
é

ê

è

=

ù
ù
ù

ú

ø

é
é
é

ê

è

k

j

i

T

k

j

i

C

C

C

C

C

C

 

1

1

1

  avec yqj TTTT ..=   

En faisant varier simultanément jqy et  ,  le solide tournera autour de O avec une vitesse 

angulaire instantanée : 

1       

    

1

knk

zNz

C
#

C#
C
#

CCC

CCCC

jqy

www

wwww

jqy

++=

++=

++=

 

Le vecteur vitesse angulaire est variable en module et en direction. 

6.4.2 Axe instantané de rotation  (AIR): 

6.4.2.1 4ÈïÏÒîÍÅ Äȭ%ÕÌÅÒ Äȭ!ÌÅÍÂÅÒÔ : 

 Tout d®placement dôun solide poss®dant un point fixe  ne peut se r®aliser que par une 

rotation de ce dernier autour dôun certain axe passant par le point fixe en question. 

En effet de la composition de w
C

 on en déduit que la rotation  

du solide autour de O est à tout instant une rotation autour  

dôun axe OP qui porte le vecteur vitesse angulaire. Comme la  

direction de w
C

 est variable dans le temps, lôaxe OP change de direction  

lui aussi avec le temps. Côest donc un axe instantan® de rotation. 

6.4.2.2 Équation  ÄÅ ÌȭÁØÅ ÉÎÓÔÁÎÔÁÎï ÄÅ ÒÏÔÁÔÉÏÎ : 

Par analogie avec le CIV lôaxe instantan® de rotation, en abr®g® AIR , est un axe du solide (ou 

lié au solide) dont tous les points ont à tout instant des vitesses nulles.  

1z
w
C

 

zw
C

 

Nw
C

 

w
C
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w
C
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Soit OP lôAIR, "MÍOP OM  et w
C

 sont // alors 0
CCC
=Ø= OMVM w  

Donc lô®quation de lôAIR sous forme vectorielle est 0
CCC
=Ørw  avec OMr =

C
 

Si 
ö
ö
ö

÷

õ

æ
æ
æ

ç

å

z

y

x

w

w

w

w 
C

 et 
ö
ö
ö

÷

õ

æ
æ
æ

ç

å

z

y

x

r  
C

 dans le repère fixe (Oxyz) alors lô®quation de lôAIR OP exprimée dans 

ce même repère est : 
zyx

zyx

www
== . 

Pour exprimer lô®quation de lôAIR dans le rep¯re mobile il suffit dôexprimer w
C

 et r
C

dans ce 

même repère. 

La notion de lôAIR permet dôimaginer le mouvement du solide autour dôun point fixe comme 

une série de rotations instantanées de vitesses angulaires w
C

 autour dôaxes instantan®s 

successifs passant le point fixe O. 

Les positions successives de lôaxe OP engendrent dans lôespace une axoïde (dans le cas 

simple un c¹ne de r®volution), tandis que lôextr®mit® du vecteur w
C

 décrit une courbe sur cette 

surface. 

6.4.3 Accélération instantanée e
C

: 

Lôacc®l®ration angulaire e
C

 du solide, qui exprime la variation de w
C

 (en direction et en 

module) en fonction du temps est :
dt

dw
e

C
C
=  

Ce vecteur est tangent ¨ la courbe que d®crit lôextr®mit®  

du vecteur w
C

 ¨ lôinstant consid®r®. 

On représente ce vecteur sur un axe passant  par O et parallèle 

à cette tangente quôon appelle : 

    Axe des Accélérations Instantanées. 

LôAAI est représenté par OE sur la figure ci-contre. 

 

6.5 Expressions de w
C

 dans les repères fixe et mobile/ équations 

ÃÉÎïÍÁÔÉÑÕÅÓ Äȭ%ÕÌÅÒ : 

Partant de lôexpression de w
C

 ( 1    knk
C
#

C#
C
#

C
jqyw ++= ),  

V si on exprime tous les vecteurs ¨ lôaide de la base (kji
CCC

,, ) on obtient : 

  

e
C

 

E 

O 

P 

w
C

 

1w
C

 
2w
C

 3w
C
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jin
CCC

 sin cos yy += , 

kiu
CCC

 cos sin yy +-=  et 

kji

kuk
CCC

CCC

 cos cossin sinsin    

 cos sin1

qyqyq

qq

+-=

+-=
 

Soit : 

kjijik
C

#
C

#
C

#
C

#
C

#
C
#

C
 cos cossin sinsin sin cos qjyqjyqjyqyqyw +-+++=  

 

c.-à-d. :scomposante comme aura w
C

 

 

                  cos

cossinsin

sinsincos

qjyw

yqjyqw

yqjyqw

##

##

##

+=

-=

+=

z

y

x

           
( )Oxyz fixe repère le dans 

de scomposante des sexpression

w
C  

 

V si on exprime tous les vecteurs ¨ lôaide de la base (111 ,, kji
CCC

) on obtient : 

11  sin cos jin
CCC
jj -= , 

11  cos sin jiv
CCC
jj +=  

111

1

 cossin sinsin cos   

 sin cos

jik

vkk
CCC

CCC

jqjqq

qq

++=

+=
 

:scomposante comme aura w
C

 

 

                  cos

cossinsin

sinsincos

1

1

1

qyjw

jqyjqw

jqyjqw

##

##

##

+=

+-=

+=

z

y

x

           
( )111Ox mobile repère le dans 

de scomposante des sexpression

zyw
C  

Les formules ainsi obtenues sont appelées ®quations cin®matiques dôEuler. 

Remarquer que e
C

 sôexprimera aussi bien dans le rep¯re fixe que dans le repère mobile. Ce 

vecteur aura comme composantes dans le repère fixe :

zz

yy

xx

we

we

we

#

#

#

=

=

=

 et 

11

11

11

zz

yy

xx

we

we

we

#

#

#

=

=

=

 dans le repère mobile. 

son module sera 222222

111 zyxzyx wwwwwwe ######
C

++=++= . 
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6.6 6ÉÔÅÓÓÅÓ ÄÅÓ ÐÏÉÎÔÓ ÄȭÕÎ ÓÏÌÉÄÅ ÅÎ ÒÏÔÁÔÉÏÎ ÁÕÔÏÕÒ ÄȭÕÎ point fixe: 

Soit un solide (S) en rotation autour du point fixe O,  

w
C

 son vecteur vitesse angulaire et OP lôAIR. 

Étant donn® quô¨ chaque instant le mouvement de rotation  

autour du point O est une rotation autour de lôaxe instantan® 

OP, le point M de (S) décrit en ce moment un cercle autour de OP  

(perpendiculairement à ce dernier) et 

w.hV=  où h est la distance de M à OP. 

^V
C
en M au plan form® par lôaxe OP et le point M, dans le sens de rotation du solide. 

Cependant lôaxe OP change de position que se soit par rapport au solide ou par rapport au 

repère fixe. La grandeur de h, contrairement au mouvement de rotation autour dôun axe fixe 

nôest pas constante. Alors on utilisera souvent la formule vectorielle dôEuler pour exprimer la 

vitesse du point : 

rV
CCC
Ø=w , r

C
 étant le vecteur position du point M par rapport à O 

V
C

aura comme composantes 
ö
ö
ö

÷

õ

æ
æ
æ

ç

å

z

y

x

V

V

V

 dans le repère fixe ( )Oxyz  ou
ö
ö
ö

÷

õ

æ
æ
æ

ç

å

1

1

1

z

y

x

V

V

V

 dans le repère mobile.

( )111Ox zy , comme module 222222

111 zyxzyx VVVVVVV ++=++=
C

et de direction  ̂en M à r
C

et w
C

. Le sens dépend de celui de w
C

 (c.-à-d. sens de rotation autour de OP). 

 

V Loi de distribution des vitesses : 

Soient A et B de points de (S) qui est en rotation autour dôun point fixe O. 

ABrr
r

r
AB

B

A
+=

ý
ü
û



 CC
C

C

 
B

A
 

Les trois vecteurs sont constants en module mais variables en direction alors :  

( )Ý+= ABrr
dt

d
AB

CC
AB

dt

d
r

dt

d
r

dt

d
AB +=
CC

 

                                                           Ý ABVV AB Ø+= w
CCC

  Loi de distribution des vitesses. 

 

V Théorème des projections : 

Soient A et B deux points de (S) qui est en rotation autour dôun point fixe O. 
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V
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Multipliant la relation vectorielle ABVV AB Ø+= w
CCC

 par le vecteur directeur de AB à savoir 

AB

AB
uAB =
C

 on obtient : 

( )
))())'&
C

CCCCCC

ABAB

ABuVuVu ABAABBAB

Ø^=

Ø+=

w

w

car  0

...  

                  Ý   () ()
AB

Vproj
AB

Vproj AB

CC
=  Expression du théorème des projections. 

6.7 Accélérations des points du solide en rotation ÁÕÔÏÕÒ ÄȭÕÎ ÐÏÉÎÔ ÆÉØÅȡ 

Soient w
C

 et e
C

 les vecteurs vitesses et accélérations angulaires instantanées du solide (S) en 

rotation autour du point fixe O, M un point de ce dernier différent de O. 

rV
CCC
Ø=w , r

C
 étant le vecteur position du point M / O. 

dt

rd
r

dt

d

dt

Vd
C

CC
CC

C
Ø+Ø== w

w
g  

                                   Ý        ('&C

CC
('&C

CCC

wg

w

eg

eg

=

Ø+

=

Ø= Vr  

 

 

a) Le produit vectoriel r
CC
Øe  est appelé accélération de rotation et noté eg

C
 ; elle a : 

V Comme module : eebe hr
CCC

=sin  avec eh la distance du point ¨ lôaxe 

instantané des accélérations OE, 

V Comme direction : la  ̂en M au plan( )OEr ,
C

, 

V Comme sens : celui du cot® dôo½ la rotation la plus courte de e
C

 vers r
C

 se voit 

dans le sens contraire ¨ celui des aiguilles dôune montre. 

b) Le produit vectoriel V
CC
Øw  est appelé accélération axipète et noté wg

C
 ; elle a : 

V Comme module : www hV 290sin =̄
CC

 avec wh la distance du point ¨ lôaxe 

instantané de rotation OP, 

V Comme direction : la  ̂en M à OP 

M 

P 

g
C

 

wg
C

 

eh  

wh

 

w
C

 

eg
C

 

V
C

 

r
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O e
C

 

E 

( )
Ø

= r
CC

,eb  
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V Comme sens : celui de M vers lôaxe OP. 

Remarque : 

eg
C

et wg
C

 ne sont pas forcement  ̂entre elles et par suite : 

( )wewewe ggggggg
CCCCC

,cos222 ++=  

Parfois on a recours à la méthode analytique. Partant de lôexpression rr
CCCCCC
ØØ+Ø= wweg  et 

exprimant r
C

,w
C

 et e
C

 dans le même repère on détermine les composantes de g
C

 dans ce dernier 

pour passer au calcul du module 222222

111
ou  zyxzyx gggggggg ++=++=
CC

 selon le repère 

utilisé. 
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%ØÅÒÃÉÃÅÓ ÄȭÁÐÐÌÉÃÁÔÉÏÎ ÓÕÒ ÌÁ cinématique du solide : 
 

Ex 1 : 

Pendant la phase de d®marrage la loi du mouvement de rotation dôune roue autour de son axe 

est donnée par
3

( )
3

t
tj = , j en radians et t en secondes. 

1. déterminer la vitesse angulaire w et lôacc®l®ration angulaire e  ¨ lôinstant t = 30ps. 

2. à partir de cet instant le mouvement devient uniforme. Déterminer le nombre de tours par 

minute. 

3. revenons ¨ la phase de d®marrage. Quôelles seront la vitesse et lôacc®l®ration totale dôun 
point situ® ¨ 0.8 m de lôaxe de rotation au moment où son accélération normale sera égale à 

son acc®l®ration tangentielle. En d®duire la direction de lôacc®l®ration totale. 

 

Ex 2 : 

Les manchons A et B glissant le long des guides rectilignes OA et OB sont reliés par la tige 

AB de longueur L comme indiquée sur la figure 1. Le manchon A se déplace à vitesse 

constante Av  . D®terminer les ®quations du mouvement de AB, en supposant quôinitialement A 

était confondu avec O. Prendre le point A comme pôle, ὄὕὃ θ ὅέὲίὸὥὲὸὩ et ὕὄὃ = j , 

j ®tant lôangle de rotation du mouvement plan. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ex 3 : 

La manivelle O1A de longueur L tourne à w = Const autour de O1. La tige AB articulée en A à 

O1A peut glisser ¨ lôint®rieure du manchon creux pivotant autour de O; OO1 = L/2. 

1. trouver les équations du mouvement de la tige AB et les coordonnées du point MÍ à cette 

dernière tel que AM = L (prendre A comme pôle). 

2. déterminer la vitesse du point de AB confondu avec O aux moments où j  = 0°, 45° et 90°. 

Lôangle j  est indiqué sur la figure 2. 

 

 

 

 

 

 

 

 

j 
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Figure 4 Figure 3 
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Ex 4 : 

Une tige OB tourne autour de lôaxe O avec 1

OBɤ 2s-=  et entraine la tige AD dont les points A 

et C sont articulés sur des manchons qui se déplacent suivant les guides Ox pour A et Oy pour 

C (voir figure 3 sur la page précédente). 

Déterminer la vitesse du point D pour ű 45=  ̄si OB=AB=BC=R et AD=L. 

 

Ex 5 : 

Soit le système articulé O1ABO2 de la figure 4, sur la page précédente. Lôensemble est astreint 

à se déplacer dans le plan de la figure, O1O2 étant fixe. 

Déterminer par construction le point MÍ AB dont la vitesse est dirigée suivant AB et trouver 

lôexpression de celle-ci ¨ lôinstant o½ ὕὃὄ  θsi O1A = R et 
1O Aɤ =ɤ. 

 

Ex 6 : 

Le système bielle-manivelle OAB de la figure 5, sur la page précédente, est articulé au point 

médian C de la bielle AB à la bielle CD du deuxième système bielle- manivelle EDC. 

Déterminer EDɤ  dans la position indiquée sur la figure si BE est verticale, -1

OAɤ =8s, OA = 25 

cm et DE = 100 cm. 

 

Ex 7 : 

Soit le mécanisme OLABD de commande dôune presse hydraulique de la figure 6. D®terminer 

lôacc®l®ration du piston D Dɔ  et lôacc®l®ration angulaire de la bielle AB ABŮ  si dans la 

position indiquée sur la figure   ὃὕὄ σπЈ et ὕὃὄ ωπЈ pour wOL=2s
-1

, eOL=4s
-2

 et OA = 15 

cm. 

 

Ex 8 : 

Lô®l®ment OA du m®canisme articul® OABO1 tourne ¨ ɤOA = ɤ =conste. D®terminer la 

vitesse angulaire et lôacc®l®ration angulaire de AB ainsi que le vecteur acc®l®ration lin®aire du 

point B dans la position indiquée sur la figure 7 si AB = 2 OA = 2a. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ex 9 : 

Soit une roue de rayon R = 0,5 m, roulant sans glissement sur un rail horizontal.  

1) D®terminer lôacc®l®ration dôun point situ® sur la jante (p®riph®rie) de la roue, si le centre O 
de cette dernière se déplace uniformément à la vitesse v. En déduire le module de 

lôacc®l®ration dôun point situ® ¨ R/2 de lôaxe. 

L 

D 

B 

A 

eOL 

ɤOL 

O 

Figure 6 

wOA 

30° 

B 

A 

O1 
O 

90° 90° 

Figure 7 
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2) Si maintenant le mouvement de O nôest plus uniforme mais avec une vitesse v = 0,5 m/s et 

une décélération g = - 0,5 m/s
2
, trouver le CIA et 

Pg si P est confondu avec le CIV ainsi que

Mg , M étant le milieu de OP. 

 

Ex 10 : 

Un carré ABCD de coté 10 cm effectue un mouvement plan. Trouver la position du CIA et les 

vecteurs accélérations des sommets C et D si à cet instant
210 /A B m sg g= = . Lôacc®l®ration 

de A est portée par AD de A vers D et celle de B par AB de B vers A. 

 

Ex 11: 

Un obus, au cours de son mouvement dans lôatmosph¯re, tourne autour de son axe de sym®trie 

Cz avec une vitesse angulairew, C étant le centre de gravit® de lôobus. Lôaxe Cz tourne 

simultanément, avec la vitesse angulaire 1w, autour de lôaxe Cɠ dirigé suivant la tangente à la 

trajectoire du centre C, comme indiqué sur la figure 8. 

Déterminer la vitesse du point M de lôobus dans son mouvement de rotation autour de C, si 

CM = r et si le segment CM est perpendiculaire ¨ lôaxe Cz ; lôangle entre Cz et Cɠvaut g. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ex 12: 

Un cône de hauteur h = 4 cm, de rayon de base r = 3 cm, roule sans glisser sur le plan 

horizontal xOy, son sommet étant fixe au point O (figure 9). 

Représenter sur la figure ᴆ ᴆ, ᴆ •ᴆ et w puis déterminer  et l'accélération angulaire w e du 

cône, si la vitesse du centre C de la base du cône est vC = 48 cm/s. 

 

Ex 13: 

Le cône II, de la figure 10, dont lôangle au sommet est de 45° roule sans glisser ¨ lôint®rieur 

du c¹ne fixe I dont lôangle au sommet est de 90°. La hauteur du cône mobile est OO1 = 100 

cm. Le centre O1 de sa base décrit une circonférence en 0,5 s. 

1. d®terminer les vecteurs vitesses angulaires de pr®cession (autour de lôaxe z), de rotation 
propre (autour de OO1) et totale, lôAIR correspondant ¨ la configuration du c¹ne II ainsi que 

son vecteur acc®l®ration angulaire absolue et lôAAI correspondant (AIR : axe instantané de 

rotation, AAI : axe des accélérations instantanées). 

2. les vitesses et les accélérations des points O1, M1 et M2 du cône mobile (voir la figure 10 

pour la localisation de M1 et M2). 

 

 

 

1w
w 

V 

M 

C 

z 

Trajectoire de C 

Figure 8 

z 

x 

y 

O 

h 

C r 

Figure 9 

z 

M2 

M1 

y 

x 
O 

45° 

90° 

O1 I 

II 

Figure 10 


