CINEMATIQUE DU SOLIDE
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IV. Cinématique du solide (mouvements simples)

Introduction

La cinématique est la théorie partielle de la mécanique qui a pour objet la description des

mouvements des systémes physiques (point matériel, systtme de points matériels, solide et

systeme de solides). Ca consiste a définir les caractéristiques du mouvement du systéeme

(trajectoire, vitesse et accélérations), sans tenir compte ni de son inertie ni des forces

appliquees sur lui.

LOlune des notions indispensables 7 dolde®t abl i
invariable c.-a-d. solide dont la distance entre deux quelconques de ses points reste constante

pendant son mouvement.

Nousnousi nt ®r essons dans ce cours aux mouvement :
possible de négliger les dimensions de ces derniers. Il est évident que dans certains cas un

corps solide peut étre assimilé a un point matériel, mais il existe des situations ou les

di mensions de ce dernier ne peuvent °tre n®c
autre, par exemple, peut étre assimilée a un point mateériel si nous ne cherchons pas comment

elle se déplace. Par contre si nous nous intéressons a la fagon avec laquelle elle se déplace (le

roul ement sans glissement de ses roues) il n
roues et par la suite ses dimensions.

Nous commencons par rappeler certaines notions de la cinématique du point avant de passer a

celle du solide.

4.1 Rappels de la cinématique du point en mouvement curviligne

411 Loidumouvement: 00

Soit un point M d®crivant LZ c alu S:S(t C) dan
La position de ce point par rapport a un repere orthonormé (Oxyz)
est donnée par le vecteur position : 1 =OM quand M se déplace
sur la courbe (C). La loi du mouvement sera donnée alors par :

=l

ex=x(t) v
. | >

F=r) ouyys=y(Y

tz= 29

X

En d®f ini ssant une origine sur | a colba be et
loi du mouvement sera donnée par s=s(t).
412 6EOAOCOA A5O1T DI ETO AT 11T NI AT O AOOOGEI ECI Aq

SoientMpoetM;l es positions de M au s t et

Le vecteur vitesse instantanée du point M est donnée par :
o-o Dt dt
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9 En coordonnée curviligne :

v=I & § &k y-dr drds ds
dt dt dsdt dt
Ou [ est le vecteur directeur de la tangente a la trajectoire en Mg orienté dans le sens positif
de | 6absci s\,s=e;Lt$Ica1rwii tegoe al, g®bri que de M 7 |
Le module de V est donné par: ”\7“:%: ;/)‘(2 ¥ A
413 ' AAi1i OAOEI T O A8OT DBIET O AT 11 O0AI AT O AOOOEI

1 composantes intrinseques:

v OV gV, 8

g dt dt dt dt
dv df ds dr 1 -
=— — —avec— =N
dt ds dt s r
2
Y gzd—v*uv—l(l
t r

N est le vecteur directeur de la normale principale et 7 le rayon de courbure en M.

dv A A A _
— I est le vecteur accélération tangentielle g et — N le vecteur accélération normale g, .
r

Acl 8 = d\7 dzT o o ol
1 composantes cartesiennes: g:_t _—.d? YR 7k
~ 4
Le module de g est donné par: ||§1|: ac:j\t/ 8+V_2 e Vi 7
ege s

414 #AO A601T A A(cdoddnAécespoldiresh

i loi du mouvement:
y ad
N  fer=rg ) !
Equations paramétriques:|i 7
ig= @
] M
q vitesses:
r
v=dr A0) e g )
t dt dt dt 7 \
ok 19 X

fi. est la vitesse radiale et

rgi, la vitesse tangentielle.
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i Accélérations:

g=3 9(i ig)
dt  dt\ '
- (r‘ -rcjz)i“r (2' qr +)LZ

~
composante radiale  composante transversale

4.2 Classification des mouvements du solide:

Dans tout ce qui suit on ne considere que des solides invariables. Alors, toute étude de

mouvement doun solide:se subdivise en deux p
1 Etude des caractéristiques du corps solide pris dans son ensemble (vitesse angulaire
pour | e mouvement de rotation par esxempleé).

1 Etude des caractéristiques de chacun de ses points (trajectoire, vitesse et accélérations).

On classifie les mouvements du solide en cing types :

1. Mouvementde translation

2 mouvement de rotation autour doun axe fi
3. mouvement plan (parallélement a un plan=1+2),

4. mouvement de rotation autour dbéun point f
concourants) et

552.mouvement | ibre (mouvement de rotation a
point).

-

|
|
|
|
43-1T OOAT AT 6 AA 40AT O1I AGET | i I 1 EAAqQ
= | -
|
|
|

431 Définition:

On appelle mouvement de translatiod 6 un s ol i de ro Ut
mouvement pendant lequel chaque droitede ce dernier se déplace tout en restant paralléle a
elleméme

Exemple : mouvement de | a nacelle dbébune grande r
« Ballon ».
Les propriétés du mouvement de translation sont données par le théoreme suivant :

432 Théoréme:

Au cours du mouvement de translation doéun so
egales (superposables) et a chaque instant ils possedent des viedsdes accélérations
égales en module et en direction.
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En effet : (S)

(S)

Soit (S) en mvt de translation par rapport au repere

Oxyz et soient A, B | (S) tels que :

OA=17,OB=1-etI- =1 + AB.

T Le vecteur AB est tel que AB=Cste car (S)

@)
est invariable. X/

Déautre part l a direct i ABest fixe wap (Sp efféctue eurt sens
mouvement de translation. Donc AB = Cste pendant le mouvement.

. C C — A . o
De la relation r; =r, + AB on en déduit que la trajectoire de B se déduit de celle de A par

7/

déplacements paralleles de tous sespoints(I t r aj ect oi r e d PHB{A) déune gt

Y Les trajectoires de A et B sont superposables.

C- cC C = —
q r(;:r(;+ B d drB—%+dABavechB

c _.
— = =0car ABCst.
dt dt dt dt

Donc \7; =\7,:
d C C T O
ﬂ a B :VA) - gB _gA

Conséquence : le théoreme Y | e mouvement de transl ation dbo
mouvement de | 6un de ses points.
-

V', commune & tous les points, est la vitesse de translation et g, commune aussi & tous les

points est tradshtoc ® ®r ati on de
NB : un mouvement de translation est en général différent du mouvement rectiligne.

44- 17 OOAI AT 6 AA O1 OAOGEIT AOOI 60 A801 AgARA -~
441  Définitions:

T On appelle mouvement de rotation (ddéun sol
pendant lequel deux points du solide restent fixes.

91 Ladroite passant par ces deux points est appelée axe de rotation. Du fait que le solide est
invariable, tous lespoints1 © | 6 axe de rotation restent fi xes

442  Caractéristiques globales du mouvement :

4421 Loidumouvement:
Soitun solide (S) en r otpdikei o
contenant ZZI6i @tawns @ll iadhe e
La position de (S) /emtdpedmt
Définir la position de (S) a chaque instant revient donc a
définir/ =/ (t),coest la 1 oi de rot
| 6dxexe ZZ06.
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44.2.2 Vitesseangulaire w:

Elle caractérise la rapidité de rotation du solide/ repére choisi. Si pendant Dt le solide tourne

o

de D/ alors la vitesse angulaire moyenne est donnee par : W, = - et la vitesse angulaire

Wl g

instantanée est donnée par :
D _d Soit -9
oDt dt dt

= lim w;,,, = lim = lrd.st]

moy

La vitesse angulaire instantanée est égale a la dérivée premiere par rapport au temps de
| 6angl e de rotation du solide.

. . A
Vecteur vitesse angulairew :

On peut représenter la vitesse angulaire par un vecteur glissant i dont :
fLe support est | 6axe de rotation

1 Le module est |1/9[ ‘ le signe || indigue aussi bien le module que la valeur absolue.

T Le sens est cel ui déo¥¥%» | a rotation du s
rotation des aiguilles débune montre.

4.4.2.3 Accélération angulaire e:
Elle caractérise la rapidité de la variation de la vitesse angulaire. Si la variation de w
correspondante a un intervalle de temps Dtest Dwalorsl 6 acc ® ®r ati on angul a

donnée par :
Dw N . . .

em0y=Eet | 6acc®l ®r ati on angul aire instantan®e
. Dw _ dw dw _d%

e=lime —I|m——— Soit |e=—= rd.s?
D-o ™ oDt dt dt  dt’ l J

Léacc®l ®ration angulaire insaramndttam®axeddn x&o0

a la dérivée premiere par au temps de la vitesse angulaireu a la dérivée seconde par
OADPDBI 00 AO OAI PO AA T6ATCIA AA O1T OAOQEIT I

Vecteur accélération anqulaireé :

On repr®sente | dacc® ®ratéidant angul aire par |
fLe support est | daxe de rotation

d d?
Le module est = |g] = |—| = |—=

9 Le sens coincide avec celui de W si la rotation est accélérée, et de sens contraire si la
rotation est décélérée.
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Remarque

La rotation est accélérée si le module de W croit avec le temps ; elle est dite retardée si ce
module décroit.

On aura alors les configurations suivantes :

&))) ' )))(

mouvement retardé

&)))' )y

mouvement accéléré

443 AEAAOT EOAOh OEOAOOGAOG AO AAAiI 11 OAOETIT O AAO
)

40
Ad O AGA EEODA(

44.3.1 Trajectoires des points:
Aucoursde larotationdu sol i de autour doéoun axe fixe tou
d®crivent des circonf ®rences dans des pl ans

Donc la trajectoire de chaque point (qui est un cercle) se caractérise par la distance du point a
| 6 ax e ayomdu eersld déctit par ce dernier.

Z0

4.4.3.2 Vitesses des points
Soient wetel a vitesse et | 6acc®l ®r ati on de r ot at
tempsdtl e s ol i de a docalors leap®int M adeuS) a parcowgu d& = Rd/ , voir
la figure en haut.

. . dS _Rd/
La vitesse du point M est alors |V,, =— = R4, =Rw
dt dt
La vitesse du protationmtaudoun sSdéuindexenfixe est
rayon de rotation (distance dangulceiduncorps | 6axe
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l -. - - 7 V Ve Y
La trajectoire du point M étant un cercle V,, est porté par la tangente a ce cercle en M et est
orienté dans le sens du mouvement.

Loi de distribution des vitesses :

A tout instant chaque point M; du solide a un vecteur vitesse
“ A PN ~ ~ w2 oA A ;o ~ N

vV, OAT CAT O AT AA PTET O AO AAO[ M

de la rca'fation. Le module de la vitesse est donné par Ms
Vi :’VM,‘ =R, . Il en résulte : o

V V,
=M _ "o = w=tgb |Loi de distribution des vitesses

Re ~ R. R

4.4.3.3 Accélérations des points: }- | £

a) Accélération tangentielle 5{: a

Léacc® ®ration tan g n
ddun s adtatiodeuteamur do
fixe est le produit du rayon de rotation par
A . S
| 6acc®l ®r ati on angul aire
| . d . .« . g
Le vecteur g, est perpendiculaire au rayon de rotation R et est dirigé dans le sens de

rotation si celleci est accélérée et de sens contraire si ceilest retardée.

714 - o
b) Accélération normale g, :

V?
=—=RwW/
9, R
Léacc®l ®ration normale doéun point dbéun sol ic

du rayon de rotation par le carré de la vitesse angulaire.
o , . e,
Le vecteur g, est porté par le rayon de rotation et est digé vers le centre (axe) de

rotation.

c) Accélération totale g :

A s . \ o . oo O
Loacc®l ®ragestiasommetveotdrielle de g, etg,. Soit|g=g + g,/

Comme g/~ g, alors |g=+g°+g,° =RJVE +1W'| et la direction de & est définie par
| 0 a @ gyue &it ce vecteur avec le rayon de rotation :

\”
tga = L@ = H (indépendamment du point)
G| W
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Soient wetel a vitesse et | dédcao®Ils®i a tdaewtronuarm gdidadni ro:
fixe. A un instant quelconque w et e sont les mémes pour tous les points du solide. Il en
résulte pour deux points indicés 1 et 2 du solide :

= === == =—|Loi de distribution des accélérations pour deux points du solide
gz -gtz gnz RZ

Si on consideére plusieurs points on peut écrire de ce qui précede :

9 =RVe+w g,=Re g,=Rw

4 4 4 ettga = %pour tousles points
gn:Rﬁ”ez-*-W4 g[n:Rne gnn:Rr1nM/2
$6 05T
gl —_ — gn gtl —_ _-gtn gnl —_ _gnn " H A
= =2 =22 |===2 =="fet|===2 =="|" lespoints 1an de (S)
R R|R R| |R R,

Lois de distribution des accélérations

444 %PDOAOOEI T O OAAOI OEAI1AO ARO OEOAOOAO AO A,

Ol OAOETT AOOI 60 AG0O1 AoA EEQA 2/
\ )
44.4.1 Vecteur vitesseV L
. . - . p y 4
Soit (S) en rotation autour de Oz, w son vecteur vitesse angulaire et w

r"le vecteur position déun point M du solide par rapport au )
repere Oxyz. M'I\
I est constant en module mais change de direction au cours
de la rotation de (S) autour de Oz. Alors :

C O
Ao
dt

Le module du produit vectoriel |MK7@FT= ||Ak/ﬂrk(.|sinq| =uR=V.

D6 aut riEdrestaRdn M et son sens dépend de celui de w Y ~ R et orienté dans le
\ )

sens du mouvement. Donc sa direction et son sens coincide avec de celui du vecteur vitesseV

Le vecteur W@r coincide donc en module, en direction et en sens avec le vecteur vitesse \7

définien 4.4.3.2.

Le vecteur OEOAOOA A801 DBIET O A3OT Oi1 EAA AT 01 0O
produit vectoriel du vecteur vitesse angulaire W par le vecteur position 1 du point

en question.

axg aw, o
0

.0  C*
Si rayg et wa, ¢ alors :
o) o)
20 o
SN
I J
C C C
V'=wor = w, w, w,|=(zw, - yw )+ (xw, - 2w )]+ (yw, - xng e
X y z
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4442 Vecteursaccélérations
M  Accélération totale : [p

v o C_U C:ﬂ\’:d_vk'/’@rc+yg/:@d_FJ

V=wory 97 g at dt
_5sC .
=Ugr + wov

?

s . C_C
1 Accélération tangentielle : edr=g

v [eorT=|elTsingi =|elR=|g].

O
X
V Direction de §@r ~ 4R en M = direction de g et /

V Sens dépendant de celui de & = sens deﬁf.

Donc |g, = eDr

, 6AAAT 11 OAOEIAIG OOA G &1l ®BAT EAA Al

Ol OAQEIT 1

le produit vectoriel du vecteur accélération de rotation € par le vecteur position 1~

du point considéré.

1 Accélération normale : M(;Qtp:éi k_ﬁ

V |Wer!=|Wjrlsin 90 = wv = nRw= Rw? =g, g R

. R T VR
V Direction ™ a V et w = direction de R et

V Sens vers le centre C (I axe) coincidant avec le

o
sensdeg, .

C_C < C_C
Donc gn:WQVZWQWQI’L

, 6 AAAT |ror@deOAET OT A @1 00T 1 EAA Al

Ol OAOET 1

v . pd .
produit vectoriel du vecteur vitesse de rotation w par le vecteur vitesse V du point

en question.
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V. -1 OOGAT AT O PI1 AT AdC

Introduction

Le chapitre pr®c®dant a port® sur | 0®tudi e
mouvement de translation et le mouvement de rotation aut our doéun axe fi.:
combinons ces mouvements nous obtenons des mouvements composes qui sont plus

compliqués que les deux premiers.

La combinaison doéoun mouvement de transl ati or

axe fixe conduit, selonladi sposi ti on de | 6axe de rotation j
(ce dernier soeffectuant dans un plan), soit
confondu avec la direction de la translation rectiligne, soit a un mouvement qui se fait dans un

pl an ou parall | ement "’ un plan si | 6axe de
translation.

Un exemple du premier type de mouvement Cor
( mMmouvement h®l i copudal) est | eC e mamwowevneenmetn t d un
i nt ®r essant gue dans |l a mesure o0% | 6on sb6in
| at ®r ale du foret. I ndest pas d®vel opp® da
chapitre le deuxiéme type de mouvement composé c.-a-d. le cas ou la rotation se fait autour

doun axe gui reste perpendicul aire au pl an
communément nommé mouvementplan Loéexempl e | e plus simpl e
est celui du mouvement de la brossesurletable au | or s de | 6effacement

Pour clore cette bréve introduction sur la composition de mouvements, il faut savoir que la
combinaison de plusieurs translations r ®sul
cas) par contre la combinaisond e pl usi eurs rotations autour d
des mouvements assez intéressants par exemple la combinaison de trois rotations autour de

trois axes concourants Tr®sulte en un mouver
développé dans le sixieme chapitre.

5.1 Caractéristiques globales du mouvement plan

511  Definition:

On appell e mouvement plan doéun solide tou
points du solide se déplacent parallelement a un plan aptetéde base

Exemple : mouvement de la brosse sur le tableau.

512 Propriété:

Soit un plan de base (), un solide (S) en mouvement
Parallelement & (p ), MN un segment de (S)/ MN” (p)
et(pb6 ) B)! (P66 L (S)=(S); (S) section hachurée sur
le schéma ci contre.

MN~ (p) Y MNA” (S)et MN 1 (S)=L.

Aussi: (S) en mouvement parallelementa (p) U (S) en mouvement dans (p6 ) .

Au cours du mouvement, MN et (S) restent ~ entre eux. Donc " un point | MN, son

mouvement reste identique a celui de L=1 de MN et de (S). Si nous imaginons que (S)=

{M,N,,i =1,n} alors pour étudier le mouvementde (S) i | suffit do®tudier

(S) dans son plan (p 6.)
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Pour ®tudier | e mouvement plan déun solide
déune sect palasolfdSet unfplanrpar@ee au plan de base.

5.1.3 Equations du mouvement plan:
Soit (S) et ABI (S)

Position de (S) = position de ABI (S)/Oxy.
Or la position de AB est connue quand on connait les Ya T
Coordonnees du point A et la direction de AB/ Ox ou Oy.

éx N . .
A- iyA et la direction de AB/Ox estdonnéepar ; .
i Ya
[N XA(t)
Dans le temps : Ya = yA(t) Equations du mouvement plan avec A comme pole.
T _
VASVAU)

5.1.4 Décomposition en mouvements élémentaires:

Soit un solide en mouvement plan, (S) une section représentant le solide et soient les deux
positions extrémes | et |1 de (S).

Pour passer de | a Il, on peut imaginer que

|l a section (S) ef-f
ment de translation de sorte que AB se
déplace en restant // a elle-méme
(AY/et BO)B puis | a
c-a-dABef f ectue unebDr
autour de A; (A, fixe, B passe de B16 7).
Le point A est dans ce cas le pole et il peut
étre quelconque.

Théoreme:

Le mouvement plan déun solide peut °tre
mouvement de translation avec un péle pendant lequel tous les points du solide se déplacent
de |l a m°me fa-on que |l e ptle et débun mouveme
Si | 6on revient aux ®qgquations du mouvement
Xy = X(t) 0

y, = y(t)l'J définissent le mouvement de translation avec v, =% + . et g, =/# + #
ATy

vitesse et accélération de translation.
définit le mouvement de rotation autour du p6le avec :
d/ _dw _d¥%
dt dt  dt?

vitesse et accélération angulaires.
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4O0AEAAOGT EOAO AAO PiET
] v

Soit Ml (S), AM=l et (AM,AB)=a =Cste.

éx=X, + AM cos(a +/ )
[Y=y,+AMsin(a+/) Ya
C-a-d:

éx=Xx, +lcos(a+/)

| . .
iy=yatlsin@+/) XA X ~

Ces deux derniéres equations determinent la loi du mouvement du point M et donnent en
m° me temps | 6®quation de | a trajectoire de c

53 6EOAOOAO AAO PIET OO A60OT OI1TEAA AT 110
531 4EiTO1 1T A Ad%nOi AOq
La vitesse de t outougmen plan esdl® sommesvectoiiekee e n

(g®om®trigqgue) de | a vitesse douderoftomn»dd pri s
point considéré autour du pble

v o
| & Mg
Ve =Va +Vea B
\., r
r
d o o |
Eneffetﬁ;:?;+r:81/21;§_ %:%+% ;
dt dt jdt o)
C C
VB VA ?
> - d'aprég Euler r~ — C C
r(;B = AB = Csteen module Y % = MC/:QAB =Vg, o =Vaa

oll W est le vecteur vitesse angulaire (instantanée) ou de rotation autour de A.

Construction graphique :

.\
AYV,

B Y on représente \Z\et \7;A tel que Vg, = W.AB, W=% et \ZA A AB et dirigée dans le sens

de la rotation.
R “ -
@ sera la somme vectorielle de V, et V,, en B.
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Le th®or me dOEuUl er r®sul te en une Trelatior

di stribution vectorielle des vitessegi des ¢
A\ — g

permet de construire graphiquement V, a partir de V, et Vg, (Vvoir construction graphique sur

la page précédente) ce qui conduit, moyennant un peu de calcul, a la détermination du module
et de la direction de cette vitesse. Cependant partant de cette formule vectorielle on peut par
des méthodes plus simples et avec moins de calcul déterminer facilement les vitesses des
points doébun solide en mouvement pl an.

5.3.2 Théoréme des projections des vitessesdedeuxb 1 ET OO0 A8 01T OI 1 EAA AT i
Ppi Al jOEiTOTiI A A8i NOEDPOI EAAOR v )i q q
; B

Soient deux points A et B | (S) en mouvement plan
- - A>3 - A3

de vitesses V, etV; / V; =V, +V;, et
soit G;B vecteur directeur de AB.

A g

A |
(Vg =V, +Vga) U

A4 N -

O C C
Y VgUg =V, Uy Vg Uy

. N . g - C - C
prOJ,AB(VB): prOJ,ABﬁ/A)+O ; Vgapg =0 car Vg, N Uy

Soit: [V cos b =V, cosa| (*)

Enoncédu théoréme:

Les projections des vitesses de deux poi
droite joignant ces deux points sont égales entre elles.

Alorssi3 des 4 p @rVaenVgtsonteamnusidon déduit la valeur du 4™
paramétre de la relation (*).
533 $i OAOI ET AGETT AAO OEOAOOGAO U 16AEAA AO #)6
Une deuxi me m®thode simple de d®terminatic

mouvement plan est basee sur la notion du CIV ou CIR (Centre Instantané des Vitesses ou

Centre Instantané de Rotation). Pour se faire on imagine que le mouvement plan est une
succession de rotations instantan®es autour
Comme on parle de centrederot at i on, forc®ment ce dernier ¢
une vitesse linéaire nulle.

5331 Définition du CIV/

Le CIV (ou CIR) est le point de la section (S) en mouvement plan (ou de son plan)
dont | a vitesse (absol uejadSiPéstlVralersdVadt donn®
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4ETTO1T T A ABAGEOOAT AA AO Ad Ol EOi AO #)6d

V Existence du CIV :

Soit (S) en mouvement plan (w, 0)

Al (S)A: pole et V sa vitesse , 0
SlPestCIV(V —O)d apr s | e
0 V V +VPAYV —-\Z,A;

VF,A est la vitesse de rotation de P autour de A.
Donc V,, = nAPet \ZA ~ AP dans le sens de la rotation (sens de w)

Or \7,: = -\ZA Y V, =nAP et \7 ~ AP dans la rotation autour de P (sens de w).

Alors AP—V— P se trouvera sur la ~ a V a une distance Va par rapport a A. Comme
w w

w, 0 P existe.
V Unicité :

Soient P et PO deux CIV.écﬂrb:\ZomZﬂs;;rpend P comme

=0 =0
Y\Z.P:EYWP'PZOOrW,OdonC PYoPP6 =es0t confondu avec P
CIV.

Enoncédu théoréme:

Au cours du mouvement plan, 0) do6éune section (S)s il e X
son plan un et seulement un point dont la vitesse (absolue) est égale a zéro.

Remarque :
La notion du CIV qui considere le mouvement plan comme une succession de rotations

instantanées autour des positions successives de ce point particulier conduit a la notion de

« base et roulante ». En effet ce dernier décrit dans un plan fixe une premiere courbe fixe

nommée baseet dans un plan lié au solide une deuxiéme courbe mobile désignée par

roulante. 1 faut savoir quoi l est possible de
gudell es peuvent faire partie, dounent certa
plan. Toutefois nous ne considérons pas ces problemes et nous nous contentons ici de les citer

sans rentrer dans les deétails.

5333 Détermination des vitesses au moyen du CIV:

Soit (S) en mouvement plan avec w, 0, P CIV,
A BetCl (S

VSRS =V +V

Or \7; =0Y V.=V, =WAP V, " APen Aldans le sens de la rotation (sens de w)
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Vg =V = BP V ~ BPen Bj|dans le sens de la rotation et
Ve =V = UCP V ~ CPen C|dans le sens de la rotation.

Théoreme:

La vitesse doéun point doébun corps solide e
produit de la vitesse angulaire de rotation par la distance du @lypoint considéré et elle
est perpendiculaire en ce point au segment le joignant avec le CIV dans le sens de la
rotation.

Des trois relations précédentes donnant les vitesses des points nous pouvons déduire :

\Y V. \V/ . o .
w=—-42=_B =_C | |gj de distribution des vitesses autour du CIV
AP BP CP/
Pou pouvoir maintenant wutiliser |l e ClIV il fa

sera considérer dans le paragraphe suivant.

5334 Détermination de la position du CIV:
- -
direction deV direction deV,

B
a) Connues : directions de deux vitesses F—_

P =1 ~ aux directions des deux vitesses

. o -
b) Connues deux vitesses V, et V,

; v,
1 Dlrectlons//r\/‘ r\/‘ V etV N AB. B, o B, -
V, J ;
P =1 ” aux deux vitesses et la droite joignant les A\ P
extrémités des deux dernieres . 4 A
P VA
Remarque :
Dans le cas « sens opposés » les vitesses méme sens sens opposes

peuvent étre égales en module.
) . o (2 |2 - R .
1 Directions //'M‘ :M" V, et V; de méme sens et ~ ounon ~ a AB.

VA VA

B 2'_%' = B
> >
@) @)

Il sdbagit dans ces deux situations de transl
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P
Le CIV P est le point de contact. (S /

~

(L

Remarque :
La base ici est le contour fixe (L) et la roulante est la section (S)
54 ' AAi 1171 OAOEI 1O AAO PI ET OO AdO1T OI 1T EAA A
5.4.1 Théoreme de Rivals:

i | 2 |\ | 2 d | © O
Soient AetB 1 (S) V, :VA+VBA1/2‘@- G5 =9a* Gka
Théoreme:

Léacc® ®ration doéun point dbéun solide en

de | 6acc®l ®rati on doéundpodc @It®mpPatisomr odnener @t & te

Expression vectorielle deg, en fonction dew et e :

dC C C d(€C C c —
S =V i) EM =V, + WO AB)

|
Gen

L; N
58:&+z—f/@@’+v9@—dAB

Y _C C.— C
‘9A+8§Q@'5‘(B+&5”®YEA
9BA &QA

S
Os =9at Opp T Osalavec:

G
‘gBA‘ - GA‘B
1 |gza |pOrtéeparla”™ a ABen B dans le sens du mouvement de rotation autour de A
si celui - ci est accéléré et dans le sens contraire si celui - ci est retardé.

G—
q ‘5; ‘gBA‘ =w AB
- portéepar AB dans le sens B vers A.

LI 6acc ®§;®stlaasom'me)\nectoriellede b; beAet ﬁgA,d 0o% |l a constructic
ci-dessus de 58 .

C
g, est le vecteur somme de g/, rapporté au point B et de g, de module ||gh| = ABVE” + 1/

¢

et faisant un angle |@ = arctg-—; | avec BA

w
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Projection de (b; 252 +5‘BA +§§A)
/oy Os, = O + O + Gon P .
°X_gBX G o BAXE en valeurs algébriques|Y gk =/ Gk + G5,
/Oy ' gBy = gAy + oBAy + BAy{]

5.4.2 Détermination des accélérations des points au moyen du CIA:
Comme dans le cas du CIV le CIA (Centre Instantané des Accélérations) ou CGA (Centre
G®Rom®t rigue des Acc®l ®rations) est un point

5421 Théoreme 1:
Siwetedbune section plane (S) repr®sentant
pas simultanément nulles, il existe a tout instant un et seulement un point dont

| 6acc®l ®rati on absolue est ®gale " z®ro. Ce
, A Ai i 171 OO0OAOETIT AA 16AQGEOOAT AA AO AA 1601 EA
&~ (D)

Y Existence: A/%(
Soient wet eAd OT A OA A O BWiurd poibx He4S) h Q )" g
et Q le CIA. En considérant M comme péle, Xb
A6GADPOT © 2EOAI O 1
| O o L~ M Ou
gQ _gM +gQM or gQ =0
. o+ _..C c9 E
Y G, =-Gou SOIt |GL, | = QM & + 1/ et (gM,QM):b:arcth
Donc le CIA Q se trouve sur la droite passant par M et faisant un angle 6 avec f]{,, (I 6amgl e

4

Jet+uh

est représenté toujours dans le sens de €) a une distance QM =
9 Unicité : (identique a celle du CIV)

Procédure de détermination du CIA :

Pour déterminer le CIA Q connaissant b;,, doun poi nwet®d de (S),

1. On détermine b a partir detgb = % :

220n m ne par | e  pboparnrdpportvi b,’g.umeudeoite (0D dentaild serte

A A . N4z . .
qguodel |l e soi g, selemoweameannest accelsrauet en retard si ce dernier est
retarde.

|
G|

3. on porte sur (D) le segment MQ égal a .
e+w

Le point ainsi obtenu est le CIA.
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b
5422 Théoreme 2:
La notion du CIA permet de traiter les accélérationsdes poi nts déun solid

plan comme si ce dernier est une rotation autour du CIA.

Si on prend le CIA Q comme pdle alors pout tout M de (S) on peut écrire :
C c9
o =8+ 0= 8o avee || = QM + W et (§,,QM)= b=arcig ]

Enoncé du théoréme :
Léacc®l ®ration de tout poi nt déun sol i d:

accélération dans le mouvement de rotation autour du CIA.

5423 Loi de distribution des accélérations:

Du théoreme précédent on en déduit :

O, = QMVé +w!
4
O, =QM,Vé* +w'

gM gM gM e - - - -
Y | =— =—">* =3 =——-|Loi de distribution des accélérations
QM, QM, QM,
Les AAAT 11 OAOET 1 O AAO DPI ET OO AdO61T O11 EAA AT i

leurs distances au CIA.
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Ol Ol 1 EAA AU

Qu

VI. - T OOAT AT O A

6.1 Definition
On appelle mouvement doéun solde ayant wun

fixe) tout mouvement pendant lequel un point du solide (ou invariablement lié au solide) reste

fixe.

Exemple : mouvement de la toupie quand son pied reste fixe.
6.2 EquationsAO [ 1T OOAIT AT OFr AT ClI AO Ad6 %Ol AO(q
Soit un solide (S) en mouvement autour dobun
Confondu avec | 6origine AZ du ®f ®renti el fi x

référentiel (Ox1y;z;) lié au solide (S).

La position de (S)/ (Oxyz) est connue quand celle de
(Ox1y121)/ (Oxyz) est connue. Or la position de
Ox1y121)/ (Oxyz) est déterminée par les cosinus

directeurs des axes Oxy, Oy, et Oz; c.-a-d. &; telles que :
“ .u w -
&=au' ta,) +a13kC
b a21 a’zzb’*’ azsl&
ky = @yl +aezJ +ayk

Lee o . N T .

Ou i, j et ksont les vecteurs directeurs de (Oxyz) et i, j, et k; sont les vecteurs directeurs de

(Olelzl).

Donc apparemment la position de (Oxiyizi) par rapport a (Oxyz) est définie par les 9

parametres (cosinus directeurs) &; et ces derniers sont liés par les 6 relations suivantes :

8 =5 = %G’& L

L =i 3 =)

o K=
Sachant que : ICC J(:QC C.

Les &; ne sont pas independants ; 3 seul ement déoentre eux | e s
(Ox1y121) (et celle de (S)) est définie quand on définit 3 de ces derniers.

Euler a pensé a 3 angles qui portent depuis son Nom.
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Angl es dOEul er

Soient les repéres fixe (Oxyz) et mobile (Ox1y12;).

Prolongeons le planOx;y;j usqudé”™ ce quoi l
le plan horizontal Oxy. k:
Léointersection des deux -pl -
s
Orientée est désignéepar ONet s odappell e

Axe nodaleoul 1 gne

V Léangl @@ Best

V L

(@)}

V Léargl @BWUGP celuide larotation propre

Ces angles d®fin

Au cours du mouvement ces angles varient avec le temps et les équations du mouvement

seront données par:

(tha

()b£quations

t
t
(t)y

y =1
g=f,
Jj =1,

6.3 Décomposition de la rotation auto® O

d @e sectauriditeaesr .

a n—g | &8P celui de la nutationet

| 6pacnegsiog

autour de trois axes différents :

On vient de voir que le mouvement de (S) autour de O est lié a la variation des angles de

précession y , de nutation g et de rotation propre ; av e c

donnent 3 rotations autour des axes Oz, ON et Oz;. Examinons chaque rotation séparément.

1. Rot at i ony atd achdgd xee

Cette rotation f
le triedre (Oxyz) au triedre (ONUZz).

De la figure ci-contre on en déduit :

7= COS i\’+sin5 r c
lg:c((:)sﬁ; +%)i +sin(y +%)j U
k =k

Menina Rachid

i ssent compl tement | a posit
du mouvement de rotation dou
A5 01 DBIETO Z£ZEQA Al
t emps. Ces val
U
Oz 7

\ //

ait passad | Cqg CORJ/ ON et
|
- y
w}n\

T S T = A
r&-co.syl'c+smy jC 4\,\]
\L=-8iny i +cosy |
k =k
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C < -

eng el _g| cosy siny O

A el . . .y .

%:Ty 6k avec [T, =|- siny cosy 0| matrice de passage du triédre fixe (Oxyz) au

&y u 0 0o 1

triedre mobile (ONUzZ).

En faisantvariery | e sol i de tournera autour :de | 0axe C
C _C G
w, = M{/ :J,#k

2. Rot ati onged6 adndgalxee ON

Cette rotation fait passceard. | 6axe OU ° OV et
le triedre (ONUZ) au triedre (ONVz,).
De la figure ci-contre on en déduit :

n=n
C c . C
|k=cosqu +singk

k, :-sinq6:+cosqk

Soit en écriture matricielle :

|
eng eng 1 0 0
gg=Tq glg?j avec [T, =0 cosq sing|| matrice de passage du triedre fixe (ONUz) au
gy &y 0 -sing cos
triedre mobile (ONVz,).

En faisant varier g le solide tourneraautourd e | 6 axe ON avec: une vVvites

W, =, = 4

3. Rotati on/ edtd adnégal xee Oz

—

Cette rotation f geitt |pbaasxsee-a0.\ O x
le triedre (ONVz;) au triedre (Ox1y121). )

De la figure ci-contre on en deduit :

iV:cos/ ﬁ’+sin/ N

c " c .d
p="8in/j n+cos/ v
k =k

Soit en écriture matricielle :
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cos/ sinj O
avec |T. =|-sinj  cos/ matrice de passage du triedre fixe (ONVz,) au
0 0 1
triedre mobile (Ox1y12;).
Enfaisantvarier; | e s ol i de t our nj@awecanewiteste angultirede | 6axe C
C_C S
w, =w; =ftk,
6.4 Axe, vitesse et accélération instantanés de rotation :
6.4.1 Vitesse angulaire instantanée W
En composant les trois rotations on fera passer le triedre (Oxyz) au triedre (Ox1y;z1). En
< <
e, o [%
. . eCu__éQ —
écriture matricielle on aura : | gla =T éhy| avec T=TT,T,
Z $<U
u
En faisant varier simultanément y,get/ le solide tournera autour de O avec une vitesse
angulaire instantanée :
\ 3 \ %2 \ 2 \ 3 -j
w=Ww, +m + W,
_¢c . Cc C 2,
2
=K+ G+ jitk,
Le vecteur vitesse angulaire est variable en module et en direction.
6.4.2 Axe instantané de rotation (AIR): N
6421 4EiTO1 1 AAGE %A ABOO
Tout d®pl acement doéun sol poss®dant un
rotation de ce dernier autour doébun certain a
En effet de la composition de 1 on en déduit que la rotation
du solide autour de O est a tout instant une rotation autour
déun axe OP qui porte e vect itesse ang
direction de W est variable dans letemps,| 6 ax e OP chan (s directio
I ui aussi avec | e temps. Cboest nc un axe |
6.422 EquatonAA 1 8 AgA ET OOAT OATi AA O OAQEIT 1
Par anal ogie avec | e CIlV | AR, estunaxads oldeNduan® de

lie au solide) dont tous les points ont a tout instant des vitesses nulles.
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|

- ol :

— o (U p—
Soi t OFP Ml OPAOMRet w sont// alors V,, = V(V'QOM =0
D

R . 5 NoR=0 C = .
onc | 6®quation de | 0 APROsavecursOMor me vectorie
aw, @ axo
. Ce’0 Cxeo0 L R . L ~
Si wai, 6 et gy dans le repere fixe (Oxyz) alors| 6 ® qu at i o n exprienée HassAl R OP
0 0
&0 @0
. X X_Yy_2
ce méme repereest : [— =—=—1|,
w, W, W,
Pour exprimer | d®quation de | 6AIvRet ddansics | e r ¢
méme repeére.
La notion de I 6AI R permet do6i maginer | e mouv
une série de rotations instantanées de vitesses angulaires W a ut o ur ddaxes i n
successifs passant le point fixe O.
Les positions successive s de | 6axe OP engeaxdde édmmglecdsans | 6
simple un cltne de r®vol ut i o/mékritunaceumeksirstteque | 0

surface.

6.4.3 Accélération instantanée &

Léoacc® ®r atd dursolide muj exprimd la \ariation de w (en direction et en

. C_dw
module) en fonction du temps est ;| = D P
Ce vecteur est tangent ° I 4' gue d®cr i
duvecteur w° | 6i nstant consid®r§

On représente ce vecteur sur un axe passant par O et parallele
a cette tangente q wdappelle :
Axe des Accélérations | nstantanées.

L AAI est représenté par OE sur la figure ci-contre.

6.5 Expressions de w dans les repéres fixe et mobile/ équations
AET i1 AOENOAO Ad %Ol AO
Partant de W@ewprdarsmk)on de

V si on exprime tous Ieibs}fl:)/oembnierﬁ:urs © | 6aide d
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o ~ . -
n=cosy i +siny j,
C N —
u=-siny i +cosy k et
=-singu+cosqgk

“ . C C C

=singsiny i - singcosy | +cosqgk

Soit :

Coo T T S “ o ~
W=k +dfcosy | +dsiny | +/#singsiny i - fisingcosy | +Hcosgk

c.-a-d. Waura comme composantes::

w, = gfeosy +fisingsiny
w, = dfsiny - f#singcosy
W, =+ fHcos q

expressions des composantes de
widans le repére fixe (Oxyz)

V si on exprime tous Iei:’si,@)en@miwturs © | 6ai de d
|
n

=cos/ i, - sin/ j,,

vV =sin/ i, +cos/ |,

~(¢

- . C
=cosq%+smqv 3\
=cosgk, +singsiny i, +singcos/ |,

I/T/'aura comme composantes:

w, =dicos/ +)Hsingsin/
w, =- dsin/ +)#sin gcos/
w, =i+ )Hcosq

expressions des composantes de
C . .
widans le repére mobile (Ox,y,z)

Les formules ainsi obtenues sont appelées®qu at i ons ci n®mati ques dobEu

Remarquer que €sdex pri mer a aus sfixe qleidaesre regeee mabilelCe r ep r

e, =
vecteur aura comme composantes dans le repére fixe :|e, = i#, et
e, = w,
e’ﬁ - le
e, =W, dans le repere mobile.
( Y
e, = W,

1

son module sera |g:\/u#f+»#§+u£ = [WE + W + W
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Wy
66 6EOAOOAO AAO DI ET 00 AGGIT O GpoiAtddaiA AT OT C
Soit un solide (S) en rotation autour du point fixe O,

W son vecteur vitesse angulaire et O P AIRS

Etantdonn® qué” chaque instan\7 p de
autour du point O est wune \ / de
OP, le point M de (S) décrit en ce moment un cercle autour de OP

(perpendiculairement a ce dernier) et

V =h.w ou h est la distance de M a OP.

\7"en M au plan form® par | 6axe OP et | e poin
Cependant | 6axe OP change de position que s
repere fixe. La grandeur de h , contrairement au mouvement de
ndbest pas constante. Alors on wutilisera souv

vitesse du point :

N CSN CRNON . : X
V =w@r, r étant le vecteur position du point M par rapport a O

av, o av. a
) 2”0 . ) &"0 \ .
V aura comme composantes g¥, ¢ dans le repere fixe (Oxyz) ouay, 6 dans le repere mobile.
0 0
0 %, 0

(0x,y,2,), comme module M:\/Vf +V7 +V7 = V2 +V2 +V72 et de direction ~ en M a 7

et . Le sens dépend de celui de W (c.-a-d. sens de rotation autour de OP).

V Loi de distribution des vitesses :

Soient AetBde pointsde (Syquiest en rotation autour doéun po

A- T.0C C
Cir, =r,+AB
B- ryy
Les trois vecteurs sont constants en module mais variables en direction alors :
diC C —\, dC dC d-—
—\r=r,+AB)Y —r,=—r,+—AB
t(B A ) dt ® dt * dt

T T C_—
Y |V; =V, + WDAB| Loi de distribution des vitesses.

V Théoréme des projections :

Soient AetBdeuxpoi nts de (S) qui est en rotation au
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liB = AB on obtient :

=
N =E e §olg)
=0 car AB" WiJAB

Y proj(\Z)/AB = proj@)/A\B Expression du théoreme des projections.

6.7 Accélérations des points du solide en rotationAOOT 0O A6 01 DI ET (
Soient W et & les vecteurs vitesses et accélérations angulaires instantanées du solide (S) en
rotation autour du point fixe O, M un point de ce dernier différent de O.
oL oo, . : b’ h,
V =w@r, r étant le vecteur position du point M / O. w
-~ C C
C dav _dw_C C_dr
g=—=—0r d—
dt dt t
, T T T C <
Y g= Q%r + g
:ge :gW
a) Le produit vectoriel €Dr est appelé accélération de rotatioret noté 5; ellea:
Y, Comme module : |5Msinb|=|ahe avec hl a distance du poi
instantané des accélérations OE,
Y% Comme direction : la ~ en M au plan (I OE),
Vv Commesens: cel ui du cot® doo¥e Verar sewit at i on
dans | e sens contraire ° celui des aig
: L ] A o L&
b) Le produit vectoriel w@V est appelé accélérationaxipeteet noté g, ; ellea:
\Y Comme module : |4/LvyMsin9O_: wh, avec hladi stance du point

instantané de rotation OP,

\Y Comme direction:la » en M aOP
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_,.\@@_;_ s MECANIQUE
i i

V Comme sens : cel ui de M vers | 6axe OP.

[

Remarque :

| o .
g.et g, ne sont pas forcement ~ entre elles et par suite :

9= /¢ + 0, +2d.1g,)c05(e..J,)

Parfois on a recours & la méthode analytique. Partantde | 6 e x p rge §@ri+ @WDr et

- w v — A \ 7 - \ .
exprimantr, w et e dans le méme repere on détermine les composantes de g dans ce dernier

pour passer au calcul du module |§{:,/gf +g, +g; ou |§f:1/gf1 +g; +4g, selon le repere

utilisé.
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Ex1:

Pendant laphaseded ®mar rage | a | oi du
3

est donnee par/ (t) :% , / enradians et t en secondes.

1. déterminer la vitesse angulaire we t | 6acc® ®a"atli Ooitrm\@agmtl aire
2. a partir de cet instant le mouvement devient uniforme. Déterminer le nombre de tours par
minute.
33.revenons ° |l a phase de d®marrage.
point situ® ~ 0.a mamentoe sonladékenatien natreale sera dgadet i 0 n
son acc®l ®r ation tangentielle. En d®dui
Ex2:

mouvement

Les manchons A et B glissant le long des guides rectilignes OA et OB sont reliés par la tige
AB de longueur L comme indiquée sur la figure 1. Le manchon A se déplace a vitesse
constantev, . D®t er mi ner | es ®quations

0¢¢i QDB OG/

était confondu avec O. Prendre le point A comme pole, 6 0 0 ©

du

du

mouvement

/J®t ant | 6angle de rotation
y
h Figure 1
: B
N = _. X

Ex 3:

Figure 2

La manivelle O;A de longueur L tourne a w= Const autour de O;. La tige AB articulée en A a

OiA peut glisser 7 |1 6int®rieure;=d(® manchon

1. trouver les équations du mouvement de la tige AB et les coordonnées du point Mi a cette

derniére tel que AM = L (prendre A comme péle).

2. déterminer la vitesse du point de AB confondu avec O aux moments ou ; = 0°, 45° et 90°.

L 6 a ry gest iediqué sur la figure 2.

Woa B
y o v A ¢ —
° | 7 L
C 900 :
Agl 30°|
X
O ..... — — — E |
Ol Py 02 _— !
. Figure 5
Figure 4 Figure 3 J
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ti ge OB tour n ey auttetentrainalaetigelAD dont ks p@dntsAv e ¢
et C sont articulés sur des manchons qui se déplacent suivant les guides Ox pour A et Oy pour

C (voir figure 3 sur la page précédente).

Déterminer la vitesse du point D pour GG = 4 si OB=AB=BC=R et AD=L.

Ex5:

Soit le systeme articulé O;ABO; de la figure 4, sur la page précédente. Léensembl e est
a se déplacer dans le plan de la figure, 0,0, étant fixe.

Déterminer par construction le point MI AB dont la vitesse est dirigée suivant AB et trouver

| 6expr essciion’ dledhionésllaemA =FReta,, =1

Ex6:
Le systéeme bielle-manivelle OAB de la figure 5, sur la page précédente, est articulé au point
médian C de la bielle AB a la bielle CD du deuxiéme systéme bielle- manivelle EDC.

Déterminer ¥, dans la position indiquée sur la figure si BE est verticale, ¥, = 8, OA =25
cm et DE =100 cm.

Ex7:

Soit le mécanisme OLABD de commande doéune presse hydrau
|l 6acc®l ®ratigretdl 6pte®b®r Dt i on &pegudnsald re de
position indiquée sur la figure 0 0 & o et 0 6 w Tpour Wo =25, eo =457 et OA = 15

cm.

Ex 8:
LO®lI ®ment OA du m®ciamiusrmeg =d ryty TcudnRs t @AB O ®t e
vitesse angulaire et | 6acc®l ®r ation angul air

point B dans la position indiquée sur la figure 7 si AB =2 OA = 2a.

A
W,
V-\OA
90° 90°
O ()
O ok
Figure 7
Ex9:
Soit une roue de rayon R = 0,5 mroulant sans glissement sur un rail horizontal.
HD®t er miner | 6acc®l ®ration dbéun point situ®

de cette derniére se déplace uniformément a la vitesse v. En déduire le module de
| 6acc®l ®r at i oR2dded ulnbé apxoei.nt si t u®
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2) Si mai ntenant | e mouvement de OvxnOSandsdt pl us
une décélération g= - 0,5 m/$, trouver le CIA et J, si P est confondu avec le CIV ainsi que

Jy » M étant le milieu de OP.

Ex 10:
Un carré ABCD de coté 10 cm effectue un mouvement plan. Trouver la position du CIA et les

vecteurs accélérations des sommets C et D si & cet instant|g,|=|"¢ 40m/s. Ldéacc ® ®r al
de A est portée par AD de A vers D et celle de B par AB de B vers A.

Ex 11
Un obus, au cours de son mouvement dans | 6at
Cz avec une vitesse angulairew, C étantlecent re de gravit® de | 60

simultanement, avec la vitesse angulairey, a ut o u €d ditige suivabtdaxaegente a la
trajectoire du centre C, comme indiqué sur la figure 8.

Déterminer| a vi tesse du point M de | 6obus dans s
CM = r et si |l e segment ;CM Geasntg |peedveptginrde cQz ae
Z,
z i / I
y
) 9/‘0
2 Figure 8
Figure 9 Figure 10
Ex 12

Un cone de hauteur h = 4 cm de rayon de base r = 3 c¢cm roule sans glisser sur le plan
horizontal xOy, son sommet étant fixe au point O (figure 9).

Représenter sur la figure]p  [21p  *Pet /i puis déterminer w et l'accélération angulaire ¢ du
cone, si la vitesse du centre C de la base du cone est vc = 48 cm/s

Ex 13

Lecone ll, delafigure10,dont | 6angl e 48°w ossd mmestansstgl desser
du ctne fixe | donto0°lLdhautelg duedneamobilesest @0One 100 e st d ¢
cm Le centre O; de sa base décrit une circonférence en 0,5 s

lL.d®t er mi ner |l es vecteurs vitesses angul aire
propre (autour de OO,) et totale, | 6 Al R correspondant ~ | a confi

son vecteur acc®l ®r ati on angul:aieindantaaélds ol ue
rotation, AAI : axe des accélérations instantanées).

2. les vitesses et les accélérations des points O;, My et M, du cdne mobile (voir la figure 10

pour la localisation de M; et My).
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