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Exercice 01 (06 points) 

Supposant que le système de la figure 01 effectue des oscillations de faibles amplitudes. 
1. Quelle est le nombre de degrés de liberté ? 
2. Calculer le Lagrangien du système. 
3. Etablir l’équation différentielle du mouvement en fonction de δ et ωo 

et déduire ωa. 
4. Pour  δ<ωo, Trouver la solution de l’équation différentielle du mouvement. 

aux conditions initiales 𝒙(𝟎) = 𝒙𝟎, �̇�(𝟎) = 𝟎 
 

 

Exercice N°02 (06 points) 
Un système électrique constitué d’une bobine L, d’une résistance R et d’une capacité C placés en série. 

1. Déterminer l’équation différentielle du mouvement. 
2.  Quelle est la nature du mouvement ? 

3. Si  𝑹 = �𝑳
𝑪
 , quel est le type d’amortissement ? 

4. Donner la solution de l’équation différentielle et la pulsation du mouvement. 
5. Que représente le Décrément Logarithmique. Donner son expression. 

 

 

Exercice 03 (08 points) 
Le système de la figure 03 est constitué d’une masse M qui glisse 
sans frottement sur un plan horizontal et d’un pendule (m, 𝒍) suspendu 
au point  A. Ce pendule oscille sans frottement dans le plan xoy. 
On choisit les coordonnées généralisées x (position de la masse M)  
et 𝜽 (angle que fait le pendule avec la verticale). 

1. Ecrire le Lagrangien du système. 
2. Montrer que les équations du mouvement de ce système 

s’écrivent sous la forme : 
 

            �

�̈�
𝒍

+
𝒎

𝒎 + 𝑴
��̈�𝒄𝒐𝒔𝜽 − �̇�𝟐𝒔𝒊𝒏𝜽� = 𝟎

�̈� +
�̈�
𝒍
𝒄𝒐𝒔𝜽 +

𝒈
𝒍
𝐬𝐢𝐧 𝜽 = 𝟎

� 

 
3. Montrer que dans le cas des petites oscillations (θ<<1), l’équation différentielle pour θ s’écrit sous la 

forme :  �̈� + 𝝎𝟎
𝟐θ = 𝟎.  

4. Donnez la valeur de ω𝟎 en fonction de 𝒈, 𝒍 𝑒𝑡 𝑴 𝑒𝑡 𝒎 . 
5. Etablir les solutions des équations différentielles du système, dans le cas : 𝒙(𝟎) = 𝒙𝟎, θ(𝟎) =  θ𝟎, 

�̇�(𝟎) = 𝑽𝟎 𝐞𝐭 θ̇(𝟎) =  𝟎. 
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Exercice 01 :06Points 

1. Le nombre de degrés de liberté : ddl=1 
2. Le Lagrangien du système : 

Energie cinétique 𝑻 = 𝟏
𝟐
𝒎�̇�𝟐                , Energie potentielle :𝑼 = 𝟏

𝟐
𝒌𝒙𝟐 

Fonction de dissipation : 𝑫 = 𝟏
𝟐
𝜶�̇�𝟐              . Le Lagrangien : L =T-U=𝟏

𝟐
𝒎�̇�𝟐 − 𝟏

𝟐
𝒌𝒙𝟐 

3. L’équation différentielle du mouvement : L’équation de Lagrange dans le cas d’un système libre amorti : 

d
dt
�∂𝐿
∂�̇�
� − �∂𝐿

∂𝑥
� = −∂𝐷

∂�̇�
,  �

∂𝐿
∂�̇�

= 𝑚�̇� ⟹ d
dt
�∂𝐿
∂�̇�
� = 𝒎�̈�

∂𝐿
∂𝑥

= −𝒌𝒙                , ∂𝐷
∂�̇�

= 𝜶�̇� 
�                ⟹𝑚�̈� + 𝑘𝑥 = − 𝛼�̇� 

          L’équation différentielle s’écrit :  𝑚�̈� + 𝛼�̇� + 𝑘𝑥 = 0 ⟹ �̈� + 𝜶
𝒎
�̇� + 𝒌

𝒎
𝒙 = 0 

⟹ �̈� + 2𝛿�̇� + 𝜔0
2𝑥 = 0 ; tel que : 𝟐𝜹 = 𝜶

𝒎
                  et 𝝎𝟎

𝟐 = 𝒌
𝒎

                 , 𝜔𝑎 = �𝜔02 − 𝛿2 ⟹ 𝝎𝒂 = �𝒌
𝒎
− 𝜶𝟐

𝟒𝒎𝟐 

4.  Ecriture de la solution de l’équation différentielle du mouvement pour 𝛿 < 𝜔0 : x(t)=C𝒆−𝜹𝒕 𝐬𝐢𝐧(𝝎𝒂 𝒕 + 𝝋) 
On applique les conditions initiales pour calculer  𝐶 et 𝜑 : 
𝑥(0) = 𝐶 𝑠𝑖𝑛 𝜑 = 𝑥0 ⟹ 𝐂 = 𝒙𝟎

𝒔𝒊𝒏 𝝋
 

𝑥(𝑡) = 𝐶 𝑒−𝛿𝑡 sin(𝜔𝑎𝑡 + 𝜑)  ⟹ �̇�(𝑡) = −𝐶𝛿 𝑒−𝛿𝑡 sin(𝜔𝑎𝑡 + 𝜑) + 𝐶 𝜔𝑎𝑒−𝛿𝑡 cos (𝜔𝑎𝑡 + 𝜑) 

�̇�(0) = −𝐶𝛿 𝑠𝑖𝑛𝜑 + 𝐶𝜔𝑎  𝑐𝑜𝑠𝜑 = 0 ⟹ 𝐭𝐠(𝝋) =
𝝎𝒂

𝜹
  

D’où : 𝒙(𝒕) = 𝒙𝟎
𝒔𝒊𝒏 𝝋

 𝒆−𝜹𝒕 𝐬𝐢𝐧(𝝎𝒂𝒕 +𝝋) 
Exercice 02 : 06Points 

1- Equation différentielle du mouvement 
              Selon la loi de Kirchhoff : 0=++ CVLVRV  

         
0)()(.)(. =++

C
tq

dt
tdILtIR   ……(1)            

   La dérivation de (1) donne : 0)(1
2

)(2
.)(. =++

dt
tdq

Cdt

tIdL
dt

tdIR

dt
tdqtI )()( = ,ce qui donne: 0)(1)(.2

)(2
. =++ tI

Cdt
tdIR

dt

tIdL Ou bien: 0)(1)(.2
)(2

=++ tI
LCdt

tdI
L
R

dt

tId
             (2)               

2- C’est une équation du deuxième ordre représentant un mouvement vibratoire libre amortie d’un système à un 
seul degré de liberté.  

      Les paramètres caractéristiques du mouvement sont : 

Le facteur d’amortissement : 
L

R
2

=δ           , la pulsation propre du système : 
LCo
1

=ω  

3- Si 
C
LR =    . Le type d’amortissement, la solution de l’équation différentielle et la pulsation du mouvement. 

Si 
C
LR =  ,  

LCC
L

LL
R 1

2
1

2
1

2
===δ  < oLC

ω=1
 

• On a donc 
 
𝛿 < 𝜔0 : Ce qui correspond à un mouvement faiblement amorti 

• La forme de la solution est de la forme : )sin(..)( ϕδ +−= tawteCtI   

Avec : 22
ooa δωω −=  

4- Le décrément logarithmique représente la vitesse du décroissement de l’amplitude dans le mouvement libre 
amorti. 
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Exercice 03 : 08Points 
1. Le Lagrangien du système :  

La masse M : 𝑥(𝑡) → �̇�(𝑡) 

Le pendule (𝑚, 𝑙) : �𝑥 + 𝑙 sin𝜃
−𝑙 𝑐𝑜𝑠𝜃

� ⇒ 𝑣𝑚2 = �̇� + 2�̇�𝑙�̇� cos𝜃 + 𝑙2 �̇�2 

L’énergie cinétique du système : 𝑇 = 𝑇𝑀 + 𝑇𝑚 

𝑻𝑴 = 𝟏
𝟐
𝑴 �̇�𝟐                  ,𝑻𝒎 = 𝟏

𝟐
𝒎��̇� + 𝟐�̇�𝒍�̇� 𝐜𝐨𝐬 𝜽 + 𝒍𝟐 �̇�𝟐�𝟐 

⟹ 𝑇 =
1
2
𝑀 �̇�2 +

1
2
𝑚(�̇� + 2�̇�𝑙�̇� cos𝜃 + 𝑙2 �̇�2)2 

L’énergie potentielle du système : 𝑼 = 𝑼𝒎 = 𝒎𝒈𝒍(𝟏 − 𝐜𝐨𝐬𝜽) 
 Le Lagrangien: 𝑳 = 𝑻 − 𝑼 = 𝟏

𝟐
(𝑴 + 𝒎) �̇�𝟐 + 𝟏

𝟐
𝒎(𝟐�̇�𝒍�̇� 𝐜𝐨𝐬 𝜽 + 𝒍𝟐 �̇�𝟐)𝟐 −𝒎𝒈𝒍(𝟏 − 𝐜𝐨𝐬𝜽) 

2.  On remarque bien deux coordonnées généralisées qui décrit le mouvement donc on aura deux équations de 
Lagrange : 

�
d
dt
�∂𝐿
∂�̇�
� − �∂𝐿

∂𝑥
� = 0

d
dt
�∂𝐿
∂�̇�
� − �∂𝐿

∂𝜃
� = 0

� ⟹ �
𝐝
𝐝𝐭
�𝛛𝑳
𝛛�̇�
� = (𝑴 + 𝒎)�̈� 𝒎𝒍�̈� 𝐜𝐨𝐬 𝜽 −𝒎𝒍�̇�𝟐 𝐬𝐢𝐧 𝜽                      , �𝛛𝑳

𝛛𝒙
� =  𝟎

𝐝
𝐝𝐭
�𝛛𝑳
𝛛�̇�
� =  𝒎�̈�𝒍 𝐜𝐨𝐬 𝜽−𝒎�̇�𝒍�̇�𝒔𝒊𝒏𝜽 + 𝒎𝒍𝟐 �̈�           ,      , �𝛛𝑳

𝛛𝜽
� = −𝒎�̇�𝒍�̇�𝒔𝒊𝒏𝜽 −𝒎𝒈𝒍 𝐬𝐢𝐧 𝜽

� 

 

⟹ �
(𝑴 + 𝒎)�̈� + 𝒎𝒍�̈� 𝐜𝐨𝐬𝜽 −𝒎𝒍�̇�𝟐 𝐬𝐢𝐧𝜽 = 𝟎… … . . (𝟏)
𝒎�̈�𝒍 𝐜𝐨𝐬𝜽+𝒎𝒍𝟐 �̈�+𝒎𝒈𝒍 𝐬𝐢𝐧𝜽 = 𝟎. . … … … … . . . (𝟐)

� 

On divise l’équation (1) sur (𝑀 + 𝑚)𝑙 : �̈�
𝑙

+ 𝑚
𝑀+𝑚

��̈�𝑐𝑜𝑠𝜃 − �̇�2𝑠𝑖𝑛𝜃� = 0 

On divise l’équation (2) sur 𝑚𝑙2 : �̈� + �̈�
𝑙
𝑐𝑜𝑠𝜃 + 𝑔

𝑙
sin𝜃 = 0 

 Donc : �
�̈�
𝑙

+ 𝑚
𝑀+𝑚

��̈�𝑐𝑜𝑠𝜃 − �̇�2𝑠𝑖𝑛𝜃� = 0

�̈� + �̈�
𝑙
𝑐𝑜𝑠𝜃 + 𝑔

𝑙
sin𝜃 = 0

� 

3. Dans le cas des petites oscillations (θ<<1)�
𝑐𝑜𝑠𝜃 ≈ 1
𝑠𝑖𝑛𝜃 ≈ 𝜃

�̇�2𝑠𝑖𝑛𝜃 ≈ �̇�2𝜃 ≈ 0
� ⇒ �

�̈�
𝒍

+ 𝒎
𝑴+𝒎

�̈� = 𝟎… … (𝟑)

�̈� + �̈�
𝒍

+ 𝒈
𝒍
𝜽 = 𝟎… . (𝟒)

� 

(3) – (4) →  �̈� + 𝒈(𝑴+𝒎)
𝑴𝒍

θ = 𝟎 ⇔ �̈� + 𝝎𝟎
𝟐θ = 𝟎  

       4.   La valeur de ω0 en fonction de 𝑔, 𝑙 𝑒𝑡 𝑀 𝑒𝑡 𝑚 : Par comparaison, on trouve : 𝝎𝟎
𝟐 = 𝒈(𝑴+𝒎)

𝑴𝒍
 

5. Les solutions des équations différentielles du système : 
Ecriture de 𝜽(𝒕):                     �̈� + 𝜔0

2θ = 0 ⟹𝜽(𝒕) = 𝑨𝐜𝐨𝐬(𝝎𝟎𝒕 + 𝝋) 

Ecriture de x(t)  :   (3) ⟹ �̈� = −𝑚𝑙
𝑀+𝑚

�̈� = − 𝑚𝑙
𝑀+𝑚

[−𝜔0
2𝜃] = �𝑚𝑙𝜔0

2

𝑀+𝑚
�𝜃(𝑡) = 𝑚𝑙𝜔0

2

𝑀+𝑚
[𝐴 cos(𝜔0𝑡 + 𝜑)] 

⟹ �̇�(𝑡) = 𝑚𝑙𝜔0
𝑀+𝑚

[𝐴 sin(𝜔0𝑡 + 𝜑)] + 𝐵 ⟹ 𝒙(𝒕) = − −𝒎𝒍
𝑴+𝒎

𝑨𝐜𝐨𝐬(𝝎𝟎𝒕+ 𝝋) + 𝑩𝒕 + 𝑪……..(5) 

Calcul des coefficients A et 𝝋 : 

θ(0) =  θ0, θ̇(0) =  0 ⟹  � 𝐴 cos𝜑 = θ0
−𝐴𝜔0 sin𝜑 = 0

� ⟹ �
𝝋 = 𝟎
𝑨 = θ𝟎

                    � ⟹  𝜽(𝒕) = θ𝟎 𝐜𝐨𝐬(𝝎𝟎𝒕) 

Calcul des coefficients B et C : 

�
𝜑 = 0
𝐴 = θ0

 � ⟹ 𝑥(𝑡) = −
−𝑚𝑙
𝑀 + 𝑚

θ0 cos(𝜔0𝑡) + 𝐵𝑡 + 𝐶 ⟹ �̇�(𝑡) =
𝑚𝑙θ0
𝑀 + 𝑚

𝜔0 sin(𝜔0𝑡) + 𝐵 

�̇�(𝟎) = 𝑽𝟎  ⟹
𝑚𝑙θ0
𝑀 + 𝑚

𝜔0 sin(0) + 𝐵 = 𝑉0 ⟹ 𝑩 = 𝑽𝟎 

𝒙(𝟎) = 𝒙𝟎 ⟹ −
𝑚𝑙θ0
𝑀 + 𝑚

+ 𝐶 = 𝑥0 ⟹ 𝑪 = 𝒙𝟎 +
𝒎𝒍θ𝟎
𝑴 + 𝒎

 

(5)⟹  𝑥(𝑡) = − −𝑚𝑙
𝑀+𝑚

θ0 cos(𝜔0𝑡) + 𝑉0𝑡 + 𝑥0 + 𝑚𝑙θ0
𝑀+𝑚

 

Donc la solution générale est �𝒙
(𝒕) = 𝒙𝟎+𝑽𝟎𝒕+ 𝒎𝒍

𝑴+𝒎
θ0 (𝟏 − 𝐜𝐨𝐬(𝝎𝟎𝒕)

𝜽(𝒕) = θ𝟎 𝐜𝐨𝐬(𝝎𝟎𝒕) … … … … … … … … …
�  
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