


Qu’est ce que la logique ?

On peut dire que la logique est une formalisation des
lois qui font si un raisonnement est correct, au-dela de
son contenu.

Exemple:
s'il neige, alors il fait froid.
Il neige,
donc il fait froid
De la forme « si X alors Y »



/
éfinitions de la logique
Définition 1
La logique (du grec logiké, terme signifiant a la fois raison,

langage, et raisonnement) est I'étude des regles formelles
que doit respecter toute argumentation correcte.
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Définition 2
La logique peut se définir comme I'étude des
«raisonnements » :

— Raisonnements « formels » : démonstrations
mathématiques, preuves.

— Raisonnements « informels » : étude des discours en
langues naturelles, utilisation des connaissances.
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Définitions de la logique

Définition 3
La logique est la science des arguments valides en vertu
de leur forme uniquement.

Le but de la logique est de distinguer les arguments
valides de part leur forme des autres. Pour cela, les
logiciens ont construit des langages particuliers, des
langages formels. Ces langages font completement
abstraction du contenu des expressions, pour ne
retenir que leur structure logique.
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“Logique en informatique

La logique apparait dans différents aspects de I'informatique :

I'analyse formelle de prcziqrammes : formalisation des
spécifications, preuves de programmes, optimisations...

Aider les mathématiques dans I'établissement de preuves:
assistants de preuves, démonstrateurs automatiques.

La logique est une base de l'intelligence artificielle:

Représentation, acquisition et utilisation de connaissances
(systémes experts ou a base de connaissances) ;

Résolution de problemes (robots, jeux) ;

Compréhension et traitement des langues naturelles
(linguistique informatique).



_Notions elementaires-de logique
formelle

Une logique est constituée des éléments suivants:
Langage : ce qui permet de définir les formules.

Syntaxe ou systeme formel= systeme de calcul
purement syntaxique sur les formules formé
d'Axiomes et de regles d’inférence

Sémantique : ce qui donne un sens aux formules
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Définitions
Une syntaxe: systeme de symboles et de regles pour les
combiner sous formes de formules.

Une sémantique : permet d'interpréter, c'est-a-dire
d'attacher aux formules ainsi qu'aux symboles une
signification.

Un systeme de déduction permet de raisonner en
construisant des démonstrations.



La logique classique

La logique comprend classiquement :

la logique des propositions (aussi appelée calcul des
propositions),

la logique des prédicats.

Ces deux derniers points feront 1'objet de notre cours.






Qu’est ce qu’une proposition?

Les propositions (contrairement aux paradoxes) sont
des affirmations qui ne peuvent étre que vraies ou
fausses.

Exemples:
"le ciel est bleu",
"les coquelicots sont jaunes”,
2Eo-

n n
2+2=5
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Logique propositionnelle

On appelle logique propositionnelle la partie de la
logique qui traite des propositions.

L'un des buts de la logique propositionnelle est
d'élaborer un calcul, que nous nommerons: calcul
propositionnel.

Cela entraine que les propositions soient traitées
comme des variables, désignées par des lettres (p, q, T,
...) et que I'on introduise des opérations permettant de
combiner les valeurs de ces variables.



“Intérét de la logique
propositionnelle

La logique propositionnelle permet:

La représentation des propositions d'une maniere
formelle (le langage du calcul propositionnel)

Déduction de nouvelles propositions a partir d'autres
propositions (systeme déductif)

Vérification de la validité des propositions d'une
maniére formelle (tables de vérité)
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Les paradoxes

Le paradoxe est une affirmation qui contient une
contradiction logique (vraie et fausse en méme
temps), ou un raisonnement qui, bien que sans faille
apparente, aboutit a une absurdité, ou encore une
situation qui contredit l'intuition commune.
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~ Paradoxe de |'autoréférence

Considérons la phrase suivante : "cette phrase est
fausse”. Est-elle vraie ou fausse?

Si cette phrase est vraie, alors elle est fausse. Et si elle
est fausse de part son contenu, alors elle est vraie.
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“Paradoxe de Zénon d'Elée: La

course a pied

Pour atteindre la ligne d'arrivée, un coureur doit
d'abord parcourir la moitié de la distance qui le sépare
de cette ligne, puis la moitié de la distance restante, et
ainsi de suite a l'infini. Le coureur ne terminera donc
jamais la course.

Ce paradoxe dit de "la dichotomie" (c'est a dire division par
deux) veut montrer l'impossibilité du mouvement:si on fait
la somme (infinie) de toutes les distances du probléme on
trouve 1: 1/2+1/4+1/8+... La limite de cette suite vaut 1. Mais
une limite est ce vers quoi on tend sans jamais l'atteindre...
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Le tiers exclu

* Toute proposition est soit vraie soit fausse.
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Définir un langage revient a définir:

Des symboles (alphabet)
Des expressions (formules)

Soit L (—,A) un langage propositionnel

18



L'alphabet

L'alphabet de L (—,A) se compose de trois classes de
symboles:

Les symboles des variables propositionnelles : lettres
majuscules avec ou sans indices (A, B, C, A, A,,...)

Les symboles logiques ou connecteurs —,A

Les symboles impropres (' et ')’
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Les formules

L'ensemble des formules de L (—,A) est defini inductivement
de la maniere suivante:

Toute variable propositionnelle est une formule atomique
(simple)

Si & et P sont deux formules alors —X, XAB sont des
formules composées.

Les lettres grecques sont utilisées pour représenter les noms
des formules.

Remarque:
Le connecteur A est binaire et le connecteur — est unaire.
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Autres connecteurs

O(VB:def —|(—|O( VAN —|B)
X—>P=cr —(0X A =)
xe>P=e (x—>P) A ( B—>x)

— def —|(O( A —|B) A _I( B A _IO()



/X/

Priorites

| ) La plus a gauche, puis la plus interne
— Le plus interne d'abord

A Y Le plus a gauche d'abord

—» e Le plus a gauche d'abord



Exemples:

(—(—A))) s'écrira ——A
((xAB)v Y) s'écrira xABv ¥
(x> B)oy sécrimrx > Py
(XAP)O Y sécrirrx APy
(x v (B <> Y)) s'écrirax v(p<Y)



"Formule bien formée

On définit une formule bien formée (fbf ) par:
P (variable propositionnelle)
(AV B)
(A A B)
(A)
(A— B) :si Aalors B
(A < B)

Ou A et B sont des variables propositionnelles ou
des formules bien formées.



“Arbre syntaxique

On peut dessiner pour toute formule A de la
logique propositionnelle un arbre de
construction = un arbre de formation = un
arbre syntaxique:

e La racine de I'arbre correspond a la formule A.

e Les noeuds de cet arbre sont des formules.

e Les feuilles de I'arbre correspondront aux
atomes propositionnels.

 Tout nceud (a I'exception des feuilles) a un ou
deux successeurs.
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Exemple:

(—=p— q)
/ \
—p q




FBF et arbre syntaxique

Pour toute formule — toute expression bien formée —
il existe un et en seul arbre syntaxique : la maniere de
formation d'une formule est uniquement déterminée
par sa syntaxe.

Tout essai de dessiner un arbre syntaxique pour une
non-formule va échouer.
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Le systeme déductif

Deux régles pour chaque connecteur:
Une régle d'introduction

Une régle d’élimination



Regles du A

Regle d'introduction

o b

S

o~ P



Regles du A

Regle d'élimination

o~ P oA P

t::-: B
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Regles du —

Regle d'introduction

-1




Regles du —

Regle d'élimination

-0

;
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Déduction

Feuilles=hypotheses ou prémisses

Racine=conclusion
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Notations

I' est un ensemble de formules et 3 une formule

't : il existe une déduction B dont les prémisses non
éliminées sont dans 'ensemble T.

Cas particulier: I'=0, (3 est appelé un théoreme du
calcul propositionnel.

o, o, ..., o} FP est équivalenta o, o, ..., o, Ff
['Uatf est équivalent a I, a3
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Calcul prc
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Etude sémantique

la sémantique renvoie a I'étude de la facon dont les
formules dénotent des valeurs de vérité.

Dans la logique classique que nous étudions ici, il n'y a
que deux valeurs de vérité, le vrai et le faux.
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Table de verité

C'est un énorme avantage de n'avoir que deux valeurs.
En effet, si n propositions pi, p2, ..., pn entrent dans la
définition d'un méme "monde possible", celui-ci est
complétement caractérisé par une situation des valeurs
de vérité de ces propositions parmi 2" possibles.

Ainsi si nous avons 3 propositions: p, q, 1, elles
déterminent un ensemble de 2x2x2 situations a priori
possibles, qui seront modélisées sous forme d'une
table appelée Table de vérité.

37



La table de vérité d'une formule « contenant n variables
propositionnelles A,,..., A, est composée de 2"+1 lignes et (n+m)
colonnes: n colonnes pour les n variables propositionnelles et m
colonnes pour les m sous-formules de .

Chaque ligne est appelée une instanciation.
On définit une fonction de valuation 77: {A,,.....A.} = {V,F}

On dit que X est satisfiable s'il existe une valuation pour laguelle &
est vraie.

Nous associons a chaque connecteur du langage L (—,A) une table
de vérité.
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Table du connecteur —

’

T =
< | T
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Table des connecteurs A, v ,—>_ <>

i

AlB|ArAB|AvB|A>B|AeB
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Remarque:

Si & et B sont des formules alors:

X A B=V < x=Vet =V
X v B=F & x=F et B=F
X = B=F & x=V et B=F
X —> =V < x=F ou p=V

X & B=V < (x=V et B=V) ou (x=F et B=F) : ox et
B ont la méme valeur de vérité
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Tautologie

Une formule o est appelée Tautologie (et on note I-a) si
quelle que soit la valuation V on a V(a)=vrai. En
d'autres termes, dans la table de vérité il n'y a que la
valeur vrai comme résultat.
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Tautologie, antilogie
Remarque:

Si o et B sont deux formules alors:
|= o < toutes les valuations satisfont o

E —a <> aucune valuation ne satisfait o, o est une antilogie.

¥ o < o n'est pas une tautologie (il existe au moins une
valuation qui ne satisfait pas a.

# o (non tautologie) # antilogie

|= NP < |= o et |= B

(Fa—>Bet Fa)= 1B

F o— B < (pour chaque instanciation si a=v alors B=v)

E o> B < (pour chaque instanciation o et B ont les mémes
valeurs de vérité)
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Exemple:

* 1-Donner la nature (tautologie, antilogie, autre) de:
e AV A
e AA—A
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Equivalence logique

Soient deux formules logiques & et B. On dira que &
est logiquement équivalente a B, et on note

X = B, si @ et B ont les mémes valeurs de vérité pour
les mémes instanciations.

Remarque:

= définit une relation d'équivalence sur l'ensemble
des formules de Z (—,A)

X = P ssilF x>
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Corollaire

Toute formule est logiguement équivalente a une
formule qui ne contient que les connecteurs (—,A).

On dira alors que {—,A}est un systeme complet de
connecteurs SCC.

Un ensemble €2 de connecteurs est un SCC si toutes
les formules de la forme - , XAP peuvent

s'exprimer a |'aide des connecteurs de Q.
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~“Théoreme de Subst O T—

Soient o une formule contenant la variable
propositionnelle A, et «' la formule obtenue en
substituant toutes les occurrences de A par la formule

B.
Alors : Eo = E o

A:variable propositionnelle

............... B:Formule

4k
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Exemple

xX: AAB—>AV—B,
O(': Ar—B—>Av——B
Montrer que E X

Montrer que E &' en utilisant le théoréme de
substitution
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Théoreme de remplacement

Soient :
o une formule contenant une sous-formule 3
et

o la formule obtenue en remplacant 3 par 3.
Alors:

=B — a=qa
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}amment m

Table de vérité: a = 3 ssi elles ont les mémes valeurs de
verité

o = ssi = o>

=P ssi(a=vep=v)

== = = B (Théoréeme de remplacement

n fois)

50



Aucun ensemble de connecteurs monaires ne peut
former un SCC

Il existe des SCC a deux connecteurs qui sont des SCC:
{_II S }1 {_'1 _)}
Il existe des SCC a trois connecteurs ou plus.

|| existe des SCC dont I'un des connecteurs est d'arité
supérieure a 2.

Il existe exactement deux SCC a un seul connecteur
binaire. Ces connecteurs sont appelés barres de Shaffer.
Notons ce connecteur "|".
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Pour exprimer le —:

_A | A[A
f|f
W W




—

Pour exprimer le A

A|B|A|IB|AIB|A|B|A|IB
v v| f f/ £/l f
vt v \;/ ](/
flv| v /f /{J
flfl v [/v [/ v

| | ||
ﬁ{ﬁtf‘tB} —B —A ﬂ{AUB}
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Nous obtenons deux nouveaux connecteurs:

ATB=—(AAB) (Nand)
AdB=—(AVB) (Nor)

1.

{T} est un SCC:

—o= oo

oAB= = (xTB) = (oxTB) T(xTPR)
{4} est un SCC:

—o= oo

ovB= — (0 B) = (adB) 4 (dB)
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ercice:

* Montrer:
o XAB= (od o) 4 (BYB)
o ovB=(aTex) T(BTB)
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Littéraux, conjonction de deux littéraux

Un littéral = une variable ou une négation de variable

P, P
Etant données deux variables propositionnelles A et B on
peut construire les conjonctions de littéraux suivantes:

Conjonctions de deux littéraux

¢,= AAB
¢,= —AAB
¢;= AA—B
¢,= =AA—B



Disjonction de deux littéraux

Etant données deux variables propositionnelles A et B on
peut construire les disjonction de littéraux:

Disjonctions de littéraux
Y, =AvB
¥Y,=—-AvB
Y;= Av—-B
¥Y,= —-Av—B




~ Les formes normales *

Considérons le littéral A.= Ai ou —Ai

FNC Forme Normale Conjonctive

so=AANAA.. A A

. I vraisi Al = Ai

® o=Vraisst i~ e -
¥ faux s1 Al = —A]



FND Forme Normale Disjonctive

o Y= '5‘1\/ AZV eVl An ’

- K= [fau:{ si Al = Ai
vrai si Al = —Ai
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On appelle forme normale disjonctive (FND) toute
disjonction de conjonction de littéraux.

éfinitions:

On appelle forme normale conjonctive (FNC) toute
conjonction de disjonction de littéraux.

Théoréme:

Toute formule o est logiquement équivalente a une
FND (respectivement a une FNC)



" Comment construire uneﬁ\lD/?

Soit a une formule contenant N variables A ,...,A_.
Etablir la table de vérité de o

Déterminer |'ensemble des lignes I={1,..
vérité telles que o =vrai

} de la table de

° ’m

Pour chaque ligne i€l, on détermine Q,;= A;A A A LA A,
ot A= A siA vrai
—A, s1 A faux

PP Py,

Si X est une antilogie alors Q=AA—A,



W
--

\ ¢,=AA—-B
f A" V (PZ_ —|A/\B

f f V (p3: —|A/\—|B

¢ =(AA—B) VvV (-AAB) vV (—AA—B)



'Comment construire-une FNC?—

On adopte le méme raisonnement en considérant les
lignes ot a=Faux:

¥.=Av AV .VA,
ot A= | —A si A vrai
A, s1 A faux

‘P=\Ifl/\\112/\.../\\Pm

Si & est une tautologie alors ¥Y=Av—A,



xemple FNC

\P = -AV—-B
\% f f ¥Y,= -AVB
f \% f ¥Y,=Av-B

f f \%

Y =(—= AV-B) A(—-AVB) A (A V—B)






_ Théoréme de consistance

Soient X, X,,..., X, et & des formules de L (—,A).
Alors:

X, 0y, X F X2 E (GACGALLA X)) = X

Cas particulier: F =2 E



| 4 . s
~-Conséquence

Les quatre regles du calcul propositionnel du langage
L,(—,A) ne peuvent pas produire une inconsistance ou

bien sont consistantes.



/ éoreme de completude

® Soient &, K,,..., &, et & des formules de L (—,A).
Alors:

= (0LA0LAL AL D0l O, 0, O F o

n

® Cas particulier: E @ =2 F &



z = D s AR
“Définitions

Un ensemble est dit inconsistant s'il permet de
produire une inconsistance.

Un ensemble est dit satisfaisable (ou satisfiable) s'il
existe une instanciation qui vérifie toutes les formules
(i.e. les formules peuvent étre vraies en méme temps).

Un ensemble est dit inconsistant s'il permet de
produire une contradiction L.



A

Lemme1

o, o,..., . F = { o, o,..., o, =0} est inconsistant.

n’

Lemme 2

Tout ensemble de formules consistant est un ensemble
satisfiable.



/

Contraposee

{a, a,..., o, —a} non satisfiable = inconsistant

n’

Reésultat

Un ensemble E sera dit inconsistant s'il existe un couple
de littéraux de la forme (A, —A), sinon E sera dit
satisfiable.



Algorithme de réfutation =

/

Soit I' un ensemble de formules et soient les
transformations suivantes (clauses):

ap —— o

{otAB} {o, B}

{ —(cx A B) }\ s
{—B}
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On appelle ces transformations les clauses associées
aux connecteurs —,A.

On applique les clauses sur l'ensemble [ jusqu'a
obtenir uniguement des ensembles de littéraux
(éliminer tous les connecteurs).

L'application des clauses permet de former un arbre
dont la racine est I'ensemble [ et les feuilles sont des

ensembles de littéraux.
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La méthode de construction de I'arbre aboutit a une
situation d'arrét, puisque le nombre de connecteurs
diminue a chaque étape jusqu'a l'obtention des
littéraux.

A la fin de l'algorithme, deux cas peuvent se présenter:

e Si tous les ensembles de littéraux sont inconsistants
alors I' est inconsistant.

e S'il existe au moins un ensemble de littéraux
satisfaisable alors I' est satisfaisable.
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~ Conclusion

o, OL,..., O F O
=
= (O ACLALLAK,) = X
=
{ &, &,,..., X, =X} est inconsistant

Le calcul propositionnel est décidable
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Tout homme est mortel
Or Socrate est un homme

Donc Socrate est mortel
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motivations

> Nécessité de dépasser la logique propositionnelle :

—Exprimer des énoncés vérifiés pour un ensemble de
variables

— introduire des objets

— introduire les relations vérifiées par les objets

— introduire la quantification

A
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Apports

»introduction des Prédicats dont la validité dépend des
variables et des constantes qu'on leur applique

> Ex: Homme(x), Mortel(x)

» Exprimer qu'un ensemble de variables vérifie un
prédicat
> Ex: Vx Mortel(x)

80



Eléments du langage
» Symboles:

> Variables:x,y,z,xi,....

» Constantes:a,b,c,au,....

> Fonctions:f, g,ﬁ,...Arité de la fonction=nombre d’arguments

> Prédicats: P,Q,R,P1,... Arité du prédicat=nombre d’arguments
> Symbole d’égalité ‘=":prédicat prédéfini d’arité 2

» Symboles logiques —, A, V (quantifieur universel)

» symboles impropres ‘(‘ ) ¢

81



Eléments du langage

> Termes:
» Toute variable est un terme
» Toute constante est un terme

> Si f est une fonction d’arité n et tu,...tn des termes alors
f(t1,..., tn) est un terme

82
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Eléments du langage

» Formules:

> Si P est une fonction d’arité n et t,...tn des termes alors
P(t1,..., tn) est une formule atomique

> Toute formule atomique est une formule

> Si #Fet.3 sont des formules, alors —¢ F€A.B, VX &€ sont
des formules



~Autres sym bms/

» Le quantifieur existentiel 4 :

IX A (X) =der —VX —#(X)

» Connecteurs v, - , <

A
Priorités ()

]

N

v
—




Variable libre, liée —

Vx |7 (X)

—> champs de x

» Toute occurrence d’'une variable dans son champs est
dite « liee», elle est dite « libre » sinon

» Une variable est dite « libre » si elle a au moins une

occurrence libre

» Une variable est dite « liée » si elle a au moins une

occurrence liée

» Une variable peut étre a la fois libre et liée



Occurrence Occurrence Occurrence Occurrence
libre lide liée libre
A

libre

| T

vx ((P(x) v Q(x, ¥))—=>(3y(R(y) A Q(x, y)))A S(u,y, x)

\ }
!

Champs de Vx

Cha[mpsA de Jy  occurence

Occurrence Occurrence
Occurrence (Qccurrence liée libre
liée liée
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Formule fermée

» Une formule & est dite « fermée » si toutes les
occurrences des variables de la formule sont liées

> Si X est une formule contenant les variables x,...,xn,

on appelle « fermeture de ot» la formule:
X v



(P(x) v Q(x, y))=>(R(y) A Q(x, y)A S(wy, X))

Fermeture de cette formule?

!

vx Vy Vu ((P(x) V Q(x, y))=>(R(y) A Q(x, y)A S(u,y, x)))

88
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Terme libre
Soient a(x) une formule, t un terme et x une variable

On dira que le terme t est libre pour x (ou libre d’étre
substitué pour x) dans a si aucune variable de t ne
devient liée aprés substitution dans o(t)

» Tout terme ne contenant pas de variables est libre pour
toute variable dans toute formule

> x est libre pour x dans toute formule



- o: Vx ((P(x) V Q(x, y))

Est-ce que t=f(x,y) est libre pour y dans o ?

vx (P(x) V Q(x, y))

l Occ libre de y:substituer par t

vx ((P(x) vV Q(x, f(x,y) )

Cette occurence de x devient liée

-

f(x,y) non libre poury dans o



}Lde syntaW f

deductif

» Axiome: VX X=X

» Regles de (—,1)
> Régle de particularisation VX z(;f ) by pour x dans a
ot
» Reégle de généralisation
a(x) o - .
Vx (o) x n'apparaitpas libre dans les prémisses non éliminées au dessus de a(x)

> Reégle de remplacement t1=1t2 «aftl)
a(t2)

t1et t2 libres pourx dans «

o1



P R

Axiome

Axiome:



Regle de particularisation

(EV): Vx a(x)
a(t)

Cas particulier: t=x

t libre pour x dans a

Vx a(x) x libre pourx

o(x)

93



egle de généralisation

&
>

a(x)

——_ x ' apparaitpas libre dans les prémisses non éliminées au dessus de a(x)
xalx

94
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egle de remplacement

B
-

t1=t2 altl)
a(t2)

t1 et t2 libres pourx dans «

9
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“Déduction

Soient I' un ensemble de formules et o une formule

On dira que o est déduite de I' et on note I' - « s’il existe
une déduction telle que:

> ot est la conclusion

> Les seules prémisses non éliminées (sauf 'axiome) sont
dans T

> Les regles utilisées sont celles du systeme déductif défini
précédemment
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Etude semantique:s —
es interprétations

Soit @ un ensemble appelé « domaine d’'interprétation »
I'interprétation I est une correspondance telle que:

> Symbole de constante ---> élément de ®
» Symbole de fonction d’arité n--->fonction F: ®" > ®
» Symbole de prédicat d’arité n--->relation ®: ®" > {v,f}

> Prédicat ‘=‘ ---> relation Diag ®={ (d,d)/ d e®}

Q7.



e
~Valuation

Soit 7 une interprétation de domaine ® du langage £

» On appelle valuation ¥’ des variables toute fonction de

I'ensemble des variables dans 'ensemble ®:
V:Var -—-->D

Yar : Ensemble de variables de £
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Formule satisfaitesparune =

““valuation pour une interprétation I

Soient £ un langage, I une interprétation de domaine @,

et une valuation définie sur ®

> On dit qu'une formule o est satisfaite par 7/ pour 7 et on
note I = & [17/] si l'interprétation de la formule & est
vraie lorsqu'on associe aux connecteurs leurs tables de
vérité et le quantifieur universel est interprété « quel que

soit I'élément du domaine © »
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Formule satisfaisable pour une_——

““interprétation I

> On dira que la formule o est satisfaisable pour 7'il existe

une valuation Vtelle que 7 = & [7/]

> On dira qu'une formule « est satisfaisable s’il existe une
interprétation I sur le domaine ® pour laquelle « est
satisfaisable. i.e. il existe I et il existe 17/ sur @ telles que

IE o [V]
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Formulevalide'pour.s, ==

“universellement valide

> On dira qu'une formule o est valide pour 7 et on note / &= &

si quelle que soit la valuation Yona 7 = o [V/]

» On dira que o est universellement valide et on note £ & si
quelle que soit l'interprétation [ona 7 = . i.e. quelle que
soit I'interprétation I et quelle que soit la valuation ¥ sur ®

ona [EX[7]
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dour résumer...

»asatisfaisable: 37,3 7 /| TE& [V]

> o satisfaisablepourl: 3 ¢ / ITE & [V]

> o est satisfaite par ¥pour I: I E & [V/]

> o est universellement valide: VI,V14 7E & [1/] est vraie

> aestvalide pourl: V4 I E & [1/] est vraie
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W e
“~Remarques

>»EXssi VILVY 1Ea[1]
>»HEXssid AV /] ITH X[V]
>rEoissi 3 ¢ F FH ol 9]

» X non satisfaisablessi VI,V1Y 1# o[v]
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Satisfiabilite: definition-formelle="

On consideére toutes les formes possibles que peut prendre une
formule 4

> [ E=(xi=xj)[V | < (7 (xi),7(xj)) e Diag

> T E=(ti=tj)[V | < (1(ti),1(tj)) € Diag ,

. B m e e -

> TE(XAB) [V ] < T a[V] et T E B[V]

> ITE(VPR) [V ] I &[] oulE B[V]

> TE(—B) [V ] < (I &[] = IE B[V]) oubiensi ... alors

> TE(—PB) [V ] (I a[?] & 1= B[] ) ou bien ssi

> 1E(Vxa(x) < Vden, 1= o[V dX]

> 1E(Axa(x) < Iden, 1= [V 4]



| e Soun
“Remarque

> Si ot est une formule contenant les variables libres xi,...xn
alors:

X valide pour I < Vxi,..., Vxn & valide pour 1
1.e.
Yo e[l FTEVYx, ., Vxn o
> Si o est une formule fermée alors & est soit valide pour 1
soit non valide pour I.
1.6,
37 1ex[V] @ VY IEx[V] o TF
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“Modele
Soit I' un ensemble de formules.

» On dira que l'interprétation M est un modeéle de I' si toutes

les formules de I' sont valides pour l'interprétation .
1.e.

VoXeM, M=X
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Theoreme deconsistanceet =
complétude: définitions

» Soient I un ensemble de formules et o une formule

' implique sémantiquement o, noté '=X si:

VILVY (VRBeET 1 B[vV] =1 «[V])

> Soient & et P deux formules

™ est sémantiquement équivalent a B (on note x| ) si

VILVVY (I B[V]ssi TE x[V])



“~Remarques

> =R © Ex—P
> XEPB < Eo—P
> o B < (=P et BEX)

>X H B < (P et fx)



/7 \
Théoreme
> < EA (théoréme ssi universellement valide)

»I' Fx < I'ex (déduction ssi implication sémantique)

>X H B < aFp

Proposition:

Soit I' un ensemble de formules et f une formule

I' - B < I'U {—B} n'admet pas de modele
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Decidabilite —

Soit la déductionT' + B
Question: existe-t-il un programme (algorithme) qui
effectue n'importe quelle déduction?

> il existe un algorithme semi-décidable:
> Soit il se termine: on a une réponse

> Soit il ne se termine pas: on ne peut rien dire

» Le calcul des prédicats est indécidable
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