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Sémantique

Si P est un prédicat binaire, le sens de la formule atomique P(x, y) dépend :
- Uinterprétation du prédicat P

= comparatif (>, 2, ..)

= relation binaire « étre ami de »

= relation binaire « étre frere de »,

= relation binaire « est binOme avec », ....etc

- Du domaine dans le quel les variables évoluent
= Ensemble des entiers naturels N
= Ensembles des réels
= Ensemble des étres humains
= Ensembles des étudiants, ....etc

- Des valeurs prises par les variables x et y dans le domaine considéré
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Sémantique

Pour pouvoir interpréter (donner un sens) une
formule, il faut :

- Choisir un domaine d’interprétation D
- Interpréter les symboles de I'alphabet
- interpréter les termes

- interpréter les formules atomiques

- interpréter les formules composées
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Sémantique

Rappel
* Une fonction n -aire f sur un ensemble A :
f : A" S5A
et associe a un n-tuple de valeurs (a,,...,a_)
une valeur f(a,,...,.a,) EA

* Une relation n-aire & sur un ensemble A :

est un ensemble de n-tuples (a,,...,a,) dont les
éléments appartiennent tous a A.

R={(ay,...,a,) /a,EA}
Donc @ c A"
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Interprétation

Définition (Interprétation)

Soit D= un ensemble appelé domaine d’interprétation.

L'interprétation | de domaine D est une correspondance telle que :

1.

A tout symbole de constante, on associe un
élémentl(a) € D
A tout symbole de fonction f d’arité n, on associe
une fonction I(f) a n arguments définie de D" dans D.
A tout symbole de prédicat P d’arité m, on associe
une relation I(P) c D™
Au prédicat d’égalité « = » d’arité deux, on associe

la relation Diag, ={(d, d) / deD}
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Exemple

On définit I'interprétation standard | pour le langage L de I'arithmétique,

dont le domaine d’interprétation est N (I'ensemble des entiers naturels), de
la maniere suivante :

* 1(a)=0,
Rappel
* I(f)=Succ tel que Succ: N — N Soit L, un mini langage de I'arithmétique
n — n+l dont I'alphabet se compose de :
-Symboles de variables : x;, x,, ...
« I(g)=(+) tel que (+) : Nx N — N - Symbole de consta-nte ra
b b - Symboles de fonctions :
a, b — at f d’arité 1,
g et h d’arité 2
e I(h)=(*)telque (*) : NxN — N - Symbole de prédicat : ‘= d’arité 2
a, b — a*b - Symboles logiques : =, " et V
- Symboles impropres, : (* , ) et )

au prédicat d’égalité ‘=’ est associé
la relation Diag,={(n,n) / ne N}

campusvirtuel.usthb.dz
K.Akli & S.Mazouz



Sémantique

Définition (Valuation)

Soit | une interprétation de domaine D du
langage L.

On appelle valuation V des variables

toute fonction de I'ensemble des variables
var dans D (V :var — D),

qui associe a chaque variable un élément du
domaine D.
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Interprétation d’un terme

L'interprétation d’un terme t par une valuation V
pour une interprétation |, noté par I(t)[V], est
définie comme suit :

1. testuneconstantea:
1(t)[V]= !(a)

2. t estune variable x:
1(t)[V]= Vi(x)

3. t=f(t,,...,t ) oufestunsymbole de fonction et
t,,...,t, sont des termes:

I(t)[V]= 1f) (1(E)[VD,..oo, UEIV])
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Interprétation d’un terme

Exemples
On considere l'interprétation standard | pour le langage L.
Soit la valuation V avec V(x)=4 et V(y)=6
Donner l'interprétation des termes suivants :
- f(a)
I(f(a)) = I(f)(I(a)) =Succ(0)=1

- g(x, f(a))
- g(f(x), y)

Remarque

L'interprétation d’un terme ne contenant pas de variables ne dépend pas de la
valuation.



Interprétation d’une formule

Soient :

* Lunlangage,

* | uneinterprétation de L de domaine D
* etV une valuation définie sur D.

'interprétation d’une formule a par la valuation V pour une
interprétation I, notée l(a)[V], est donnée par :

1. Laformule a est une formule atomique P(t,,..., t ) :
I(P(t,,..., t.) )[V] estvraie ssi
(1(t,) [V],..., I(t,) [V]) € I(P) ob
- I(P) est l'interprétation du prédicat P
- I(ti) [V] est I'interprétation du terme ti (i=1,..,n).
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Interprétation d’'une formule

2. Laformule a est de la forme —f3 ou BAJd :
utiliser les tables de vérité usuelles

3. Laformule a de la forme Vx 3 :
I(Vx B )[V] est vraie ssi
Tous les élements de D vérifient la formule

Donc pourtoutd € D,
I(B)[V(d/x)] est vraie

avec V(d/x) est la valuation V sauf pour x qui prend la
valeur d
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Interprétation

Exemples Soit o, = P(a, X) o, est une formule atomique
Soit l’interprétation | : D=N, I(a)=3, I(P)=« = »
Soit V une valuation quelconque sur N

(o )[V]= (I(a)[V], I(x)[V])e I(P) I(P(ty,..., t,) )[V] est vraie ssi
=(I(a), V(x)) € I(P) (I(t,) [V],..., I(t,) [V]) € I(P)

= 32>V(x)

L'interprétation de o, dépend de la valuation donnée a x.
Pour la valuation V1/ V1(x)=0 :

(o ;)[V1]=32=0

donc Il(a ,)[V1] Vraie
Pour la valuation V2/V2(x)=5 :

(o {)[V2]=3 =5

donc I(a ,)[V2] est faux
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Interprétation

Exemples Soit o, = VX P(x,y) «, est une formule composée non fermée

Soit I'interprétation | : D=N, I(a)=0, I(P)=«2» | (yxB)[v] est vraie ssi

Soit V une valuation sur N pour tout d € D,

I(o,)[V]= pour tout d €N, I(B)[V(d/x)] estvraie
I(P(x,y))[V(d/x)]

= pour toutd N, (I(x)[V(d/x)], {y)[V(d/x)])e I(P)
= pour toutd €N, d > V(y)
L'interprétation de o, dépend de la valuation donnée ay.
Pour la valuation V1/ V1(y)=0:
I(o,)[V1]= pourtoutd eN,d >0
donc I(a,)[V1]= Vraie
Pour la valuation V2/V2(y)=5:
I(o,)[V1]= pourtoutd eN,d =5
donc I(a,)[V2]= faux car on a un contre exemple avec d=2
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Interprétation

Exemples Soit ¢ = Vx P(x, a) ¢@ est une formule composée fermée
1. Soit l'interprétation| : D=N, I(a)=0, I(P)=« = »
Soit V une valuation quelconque sur N

I(p)[V]= pour tout d €N, (I(x)[V(d/x)], I(a))l(P) I(Vx B )[V] estvraie ssi
= pour toutd eN,d> 0 pour toutd € D,
I(p)[V]= vraie 1(B)[V(d/x)] est vraie

2. Soit l'interprétation) : D=N, J(a)=0, J(P)=« > »
Soit V une valuation sur N
J(@)[V]= pour tout d €N, (J(x)[V(d/x)], J(a))€J(P)
=pourtoutd eN,d> 0
J(@)[V] = faux il suffit de prendre comme contre exemple d=0

Remarque
L'interprétation d’'une formule fermée ne dépend pas de la valuation.
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Satisfaisabilite

Définition

Soient

- Lunlangage

-l une interprétation de domaine D
-V une valuation sur D

- a une formule.

On dit qu’une formule a est satisfaisable par la valuation V
pour l'interprétation |

et on note | |= a[V]
si I'interprétation de la formule a est vraie
I(o)[V] est vraie
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Satisfaisabilite

Exemple Considérons o, = VxP(x,y) (voirslide N°13)
Soit l'interprétation | : D=N, I(a)=0, I(P)=« > »
I(o,)[V] = pour tout d €N, d > V(y)
L'interprétation de o, dépend de la valuation donnée ay.
1. Pour la valuation V1/ V1(y)=0 :
I(o,)[V1]= pour toutd eN,d >0
donc I(a,)[V1]= Vraie
Donc a., est satisfaisable par la valuation V1 pour l'interprétation |
et on note I |= a,[V1]
2. Pour la valuation V2/V2(y)=5 :
I(o,)[V1]= pourtoutd eN,d =5
donc I(a,)[V2]=faux car on a un contre exemple avec d=2
Donc o, n’est pas satisfaisable par la valuation V2 pour l'interprétation |
et on note | |=/= a,[V2]
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Satisfaisabilité et Valide

Définition

Soient
- Lun langage,
- lune interprétation de domaine D
- a une formule.

Deux cas peuvent se présenter :

* Il existe une valuation V sur D, telle que

| E alv],

on dit que a est satisfaisable pour I.

* Quelque soit la valuation V sur D, on a

| E alv],

on dit que a est valide pour | et on note | |= a
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Satisfaisable et Valide

Exemple
Soient la formule a : f(x,y) = a et I'interprétation | telle que :

D=N,I(f)=*etl(a)=100 € N
Montrons que a est satisfaisable pour I.
Soit |la valuation V suivante telle que :

V(x) = 20 et V(y)=5
| (o) [V]: V(x)*V(y)=I(a) donc 20 * 5 =100 qui est vraie
| (a) [V] est Vraie, c-a-d : | |=OL [V].
o est donc Satisfaisable pour |
car on a trouvé une valuation V telle que | |=a [V].
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Satisfaisable et Valide

Soit a= dx P(x, y). Notons que la formule a est non fermée.
1. Soit | I'interprétation suivante:
D=N et [(P)="multiple de’.
Considérons une valuation V quelconque sur N.
l(a)[ V] =il existed € N, d est multiple de V (y).
qguelque soit la valuation V, il suffit de prendre d =V (y)
En effet tout nombre est multiple de lui-méme.
Donc I(a)[ V] est vraie, pour toute valuation V.

Ainsi, o est valide pour I.
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Satisfaisable et Valide

o= dx P(x, y)
2. Soit J l'interprétation suivante: D= N et J(P) = <.
Considérons une valuation V quelconque sur N.
l(a)[ V] =il existe d € N, (d, V(t)) €I(P)
=il existed € N, d <V (y).
I(a)[ V] est vraie pour la valuation V, (y) =3
Il suffit de prendre d=1
mais fausse pour la valuation V, (y) = 0.
Donc a n’est pas valide pour J.



Satisfaisable et Universellement valide
Définition
Soient
- Lunlangage
- a une formule.
Deux cas peuvent se présenter :
* [l existe une interprétation | de domaine D
et il existe une valuation V définie sur D, tels que
| E alv],

on dit que a est satisfaisable.

* Quelque soit l'interprétation | de domaine D
et quelque soit la valuation V définie sur D,
on al |= a[V],
on dit que a est universellement valide
et on note |= Q.
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Satisfaisable et Universellement valide

Exemple
Soit une formule a : P(x, a),
- 'interprétation | telle que D =N, I(P)=>’, I(a)=5&N
- V, une valuation telle que V ,(x)=6
I(a)[V,] : V,(x)=1(a) ie 625 qui est vraie
| (a) [V,] est vraie

Ainsi on a trouvé une interprétation | et une valuation
V, tellequel |= al[V,]
Donc a est satisfaisable.
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Satisfaisable et Universellement valide

Exemple
Soit la formule a = Vx Jy P(x, y) ; c’est une formule fermée.
Considérons les deux interprétations suivantes :
1. l'interprétation | telle que D = N et I(P) = « multiple de ».
I(a)= quelque soit d, €N, il existe d, eN tel que, (d,, d,) €l(P)

= quelque soit d,eN, il existe d, eN tel que, d, est multiple de d,.
Cette interprétation est vraie,

il suffit de prendre d,=d,.

Donc a est valide pour I.

2. Uinterprétation J telle que D=N et J(P)=« > »
J(a)= quelque soit d, €N, il existe d, €N tel que, d,>d,.
J(a) est faux. En effet, nous avons un contre exemple :
pour d;=0, il n’existe pas d, vérifiant d, > d,.
Donc a n’est pas valide pour J.
Par conséquent a n’est pas universellement valide.

campusvirtuel.usthb.dz
K.Akli & S.Mazouz

23



Satisfaisable et Universellement valide

Exemple
Soit la formule a : Vx (R(x) v qR(x)); o est une formule fermée
e Soit | une interprétation quelconque sur D, on a:

l(at) = quelque soitd € D, d € I(R) ou non ( de I(R))

l(a) est Vraie

car tout élément du domaine

soit il vérifie la relation I(R), soit il ne I'a vérifie pas
 Donc quelque soitlona:| |= a, autrement dit :

a est Universellement Valide.

Exercice Vérifier si les formules suivantes sont universellement valides

- p(a, b)A—=3y p(a, y)
- (Vx P(x)) V (3y —P(y))
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Sémantique

Remarques
¢ |= Ol (Universellement valide)
& VIV, IE alV]
* |=\= Ol (Non universellement valide)
<33V, 1 E\= afV]
° | |=\= Ol (non valide pour 1)
< 3V, 1 R\= a[V]
* o non satisfaisable
< VIV, R= alV]
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Modele

Définition
Soit I un ensemble de formules,

on dira qu’une interprétation M est un modele
de I’ ssi

toutes les formules de I sont valides pour
I'interprétation M.

c-a-d : quelque soitael’, ona M |=a.
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Modele

Exemple o= 3dxP(x,y) et B=Vx P(x, a)

Soi I'interprétation | : D=N, I(a)=0 et I(P) =« = »

Soit V une valuation quelconque sur N:

1/ (a)[V]=il existe d €N, (d, V(y)) €l(P)
=il existe d €N, d >2V(y)

Pour toute valuation V, [(a)[V] est vraie il suffit de prendre d=V(y),
donc o est valide pour |

2/ I(B)[V]= quelque soit d €N, (d, I(a)) €l(P)
= quelque soit d €N, d =0
I(B)[V] est toujours vraie
donc B est valide pour |

Donc | est modéle de {a, B}.
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