Université Dr. Yahia Farés de Médéa

Faculté des Sciences
Département de MI L3-Equations différentielles 2020/2021

Controle final(03/03/2021)

Exercice 1
.|

Soit

E:y’=y —2® et y0)>0

1. Ecrire I’équation E sous la forme normale.

2. Donner 'ordre de E et établir si elle est linéaire ou non-linéaire, et autonome ou non-
autonome?.

3. Justifier 'existence d’une unique solution maximale y de E vérifiant y(0) > 0 et définie
sur un intervalle ouvert Jo, 5]

4. Montrer que y est croissante sur |0, 4]
5. Etablir que [ est réel.

6. Déterminer la limite de y en S~

Exercice 2

Résoudre le systeme différentielle suivante:

Exercice 3

Résoudre sur R I’équations

1. ¢y =ey.

Y +y = 2sin(z).
y(a? =22 -3)=y
y" — 4y + 3y = x.

Y +2y — (z + 1)y?> = 0 en posant z =y~ 1.

SR AR

Yy =ylnz.

g5 & J1 Jsal s 1) Do 5b 0
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Exercice 1
.|

Soit

E:y*=y —2® et y0)>0

1. Ecrire I’équation E sous la forme normale.

La forme normale de E est

E:y=9y+2* et y0)>0

2. Donner 'ordre de E et établir si elle est linéaire ou non-linéaire, et autonome ou non-
autonome?.

IL’ordre de E est 1 (car ') non-linéaire (car on a y*) et non-autonome (car on a %)

3. Justifier 'existence d’une unique solution maximale y de E vérifiant y(0) > 0 et définie
sur un intervalle ouvert Jo, 5]

f(z,y) = y* + 2® est définie et de classe C! sur R? car 8L (z,y) = 322 et g—i(:c,y) = 3y?
existent et elles sont continues sur R. d’aprés théoréme de Cauchy-Lipschitz le probléme
admet une solution unique maximale et celle-ci est définie sur un intervalle ouvert |a; ]

contenant 0.

4. Montrer que y est croissante sur [0, 5]

supposons qu’il existe x € [0; 8] tq ¥/(x) < 0. donc 3/(0) = (y(0))* > 0 et car ¢y est
continue on pose B = {z € [0; 5[, v/ (x ) =0} et a = inf B alors y/(a) = 0 car a est 'inf de
B et B une partie fermée et comme 3’ continue sur R: Vx € [0,a] : ¢/ (x ) > 0.donc y est
croissante sur [0, a] alors y(a) > y(0) > 0. Or ¢/(a) = 0 alors (y(a))®> = —a® < 0. absurde.
donc pour tt x € [0; 5[ : ¢/ (x) > 0. alors y est croissante sur [0, 5[

J:
)3

5. Etablir que [ est réel.
Par absurde , supposons que [ = 400 et on pose x > 1. alors y/(z) > 1+ (y(x))?

donc [} 1+ (t) alt>f1 dt =2 —1or [ 1+ Teordt = fy())lj—ttsg 0+°°1j‘£—tt3<+ooC’est
absurde. alors B eR

6. Déterminer la limite de y en 8~

y est croissante et continue sur [0, 5[ alors admet une limite [ en 3. supposons que [ € R.
alors il ya un prolongement y; de y sur [0, 5] tq y1(5) = [ et alors y; est une sol de E sur
[0, 8] , C’est absurde car y une sol maximale de E alors la limite de y en 8~ est +00



Exercice 2

Résoudre le systeme différentielle suivante:

X/

et

:AXM%Az(ﬁ_;>%Mﬂ:@%)

z - (%)

X' =AX & X' =PDP'X & P 'X'=DP'X &Y' =DY

TqY =P 'X alors Y/ = P71 X" avec X = PY

det(A— A) =0 = Sp(A) = {2t + 1,2t — 1}

Al

ors Vars(4) = (1)) et vaata) = ()

donc

P

Y/

11 %+1 0
_(A'J“D_( 0 %—J

Clet2+t
=DY =Y = 2, | avec ¢, e € R
c

Mais

X

X

92€
B B 1 1 61€t2+t B Clet2+t + CQGtLt
(t) =py(t) = (_1 1> <62€t2t - _Cl€t2+t + 0261‘,24
et et
[Exercice 3|

.y =ey. alors y(x) = Ce® c€ R

.y +y = 2sin(z). I'équation homogéne est ¢ + y = 0 dont la solution est yg(z) = Ce™™

On cherche une solution particuliére sous la forme y,(z) = a cos(z) +bsin(z) et on trouve
Yp(x) = —cos(x) + sin(x) alors y(z) = Ce™™ — cos(z) + sin(z).
y'(2? =22 —3) = yalors y = 50—y = (%3)1(“1)?; = (% + ;i/f)y donc y(z) =

Ce(l/4ln |x—3|—1/41n |z+1])t :O| xJ—r? ’i
x

-y — 4y’ + 3y = x. 'équation homogéne y” — 4y’ + 3y = 0, Son équation caractéristique

est 7> — 4r + 3 = 0 dont les racines sont 1 et 3. Les solutions générales de ’équation
homogene sont yz(x) = Ae® + pe* on va chercher une solution particuliére sous la forme
yp(x) = ax + b Par identification y,(z) = sz + 5 La solution générale de I'équation avec
second membre est donc donnée par y(z) = yg(z)+yp(x) = )\e”+ue3”+%x+%. Aet peR

Y + 2y — (z +1)y*> = 0 en posant z =y~ 1.

Valors —2 + 2z = x + 1 donc I'équation homogéne est —2' + 2z = 0

e?*. O € R On cherche une solution particuliére

on pose z = Yy~
dont la solution générale est z(x) = C



sous la forme z,(z) = ax + b, On introduit ceci dans I'équation différentielle et on trouve

zp(x) = 32+ 3 alors la solution générale de I'équation avec second membre est z(z) =
2 1 3 o _ 1

Ce x + 51‘ + 1 C I~ R Flndlement, y(x) = W C € R

6. 3y = yInx. alors y(z) = e?n@ =2,

s e 781 Joial) s & O 2L )




