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Partie Ill

ESTIMATION



« Il n’est pas nécessaire de manger le boeuf
entier pour savoir qu’il est coriace »

Samuel Johnson.



Lorsqu'on désir connaitre les parametres d'une
population (pourcentage, moyenne et variance) Il
n‘est pas necessaire de travailler sur 'ensemble
des données concernant cette population.

On peut se limiter a I'étude d’'une petite partie de la
population sélectionnée par sondage de telle
maniere gue I'échantillon obtenu soit représentatif,
c’est-a-dire sans biais.



Il existe de nombreuses meéthodes de sondage.
Elles ont pour but dobtenir I'échantillon le plus
repréesentatif possible en économisant au
maximum la charge de travalil.

La meilleur méthode pour obtenir un échantillon
représentatif sans biais de sélection, est de s’en
remettre au hasard pour opérer le processus de
sélection.






Biais de sélection

Lorsqu'un échantillon n’est pas représentatif,
fournit des données et des parametres biaisés. Le
processus de sélection des individus ne doit pas
proceéder d’un choix subjectif.

Ce processus doit étre indépendant de toutes les
caracteristiques des Iindividus. S’il existe la
moindre liaison entre une particularitée des
iIndividus et le processus de sélection, I'échantillon
sera biaisé.



Biais de sélection

Exemple echantillon biaises :
» Interroger des malades hospitalises
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Exemple echantillon biaises :

> Interroger des malades hospitalisés (ces malades
nont pas les mémes caractéristigues que les
malades du méme type admis en clinigue ou traités
en ambulatoire);



Biais de sélection

Exemple echantillon biaises :

> Interroger des malades hospitalisés (ces malades
nont pas les mémes caractéristigues que les
malades du méme type admis en clinigue ou traités
en ambulatoire);

> Tester les prélevement conservés dans un
laboratoire hospitalo-universitaire
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Biais de sélection

Exemple echantillon biaises :

> Interroger des malades hospitalisés (ces malades
nont pas les mémes caractéristigues que les
malades du méme type admis en clinigue ou traités
en ambulatoire);

> Tester les prélevement conservés dans un
laboratoire hospitalo-universitaire (on sélectionne
des préelevement issus de maladies plus grave, plus
ciblées, plus évoluées que les prélevements du
méme type conservés dans les laboratoires
d'analyse de ville).
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Tirage au sort : le hasard

Pour que la sélection des individus n’aboutisse pas a
un eéchantillon biaisé, il n’existe qu'une seule méthode

faire conflance au hasard, tirer au sort dans
'ensemble de la population d’étude les individus de
I’échantillon.

Le tirage au sort s’effectue a l'aide de table ou de
génerateurs de nombres aléatoires. Ces géenerateurs
sont fournis par la plupart des logiciels statistiques par
une fonction géneralement appeléee random.
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Tirage au sort : le hasard

On distingue deux types de sondage

» Les sondages aleatoires, dans lesquels la
probabilité de sélection pour chaque indivic
est définie des la constitution du plan de
sondage;

» Les sondages empiriques, dans lesquels un
choix s’exerce sur le terrain en fonction de
regles préalables.

-
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Sondage aleatoire

Ce sont les plus utilisés en pratique scientifique. lls
ne laissent en effet aucune liberté de choix a
'expérimentateur et seul le hasard déetermine la
sélection de I'échantillon.

De nombreuses méthodes de sondage existent :
elles ont été mises au point en vue de simplifier
certains problemes logistigues, de réduire les
couts et les temps de travall, tout en conservant
des resultats extrapolables.
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Sondage aleatoire

1. Sondage élémentaire .

C'est la méthode de reéference et elle fonctionne
comme une loterie. Elle consiste a numeroter
chaque sujet de la population d'étude. Cette liste
numeérotée constitue la base de sondage.

Dans ce type de sondage tous les individus ont a
priori la méme probabilité d’étre sélectionnes.
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Sondage aleatoire

2. Sondage systématique :

Ce type de sondage est utilisé lorsqu’on dispose d’'une
base de grande taille ordonnée, mais non numeérotee.
La base peut étre considérée comme une pile
d'individus ou d’unités statistiques, classée selon
n'importe quel ordre.

Pour économiser I'étape lourde de numérotage, on
déetermine un pas de sondage qui est le rapport entre
la taille de la population N et la taille désirée de
I’échantillon n.
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Sondage aleatoire

2. Sondage systematique :
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Tallle du pas de sondage : 4
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Sondage aleatoire

3. Sondage a plusieurs degres :

Lorsque la population est de tres grande tallle, il
est souvent impossible de réaliser un sondage
élémentaire ou systematique. On peut alors
pratiguer une partition de la population en
groupes. La liste des groupes représente les
unités primaires.

On peut également partager les unités primaires
en sous-groupes d’'unités secondaires.
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Sondage aleatoire

3. Sondage a plusieurs degres :
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Sondage aleatoire

4. Sondage en grappes :

C’est une variante du sondage a plusieurs degres,
lorsqu'on ne dispose pas de base de sondage
permettant de faire l'ultime sondage dans le
dernier degre.

On deécide alors de prendre tous les individus du
dernier degre. Cet ensemble constitue une grappe.
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Sondage aleatoire

5. Sondage stratifié :

On divise la population en strates correspondantes
aux différentes classes de caractéres. A l'intérieur
de chaque strate on réalise un sondage soit
élémentaire, soit systematique
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Sondage empirigue

On les utilise lorsqu’on ne dispose pas de base de
sondage. lls sont rapides a effectuer et ne coltent
pas cher. En revanche ils sortent du cadre
orobabiliste et ne permettent pas de calculer la
oréecision des estimateurs.

lIs sont particulierement utilisés dans les sondages
d'opinion et les enquétes de consommation ou de
comportement.
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Sondage empirigue

On distingue quatre types de sondage empirique

» Méthode des quotas ;
» Méthode des itinéraires
» Méthode des transects :

» Méthode des unités-types.
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Faire une estimation, c’est tenter de deéfinir les
parametres d'une population a partir des
narametres observeées sur un échantillon.

Il est alors necessaire de déterminer la précision
de ces estimations en établissant un intervalle de
confiance autour des valeurs prédites.

L'inférence statistique traite principalement de ce
type de probleme.
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Les statistiques inférentielles ou inductives
peuvent se résumer par le schéma suivant :

Tirage au sort

Echantillon
De moyenne X
de proportion p
et de variance S*
connues
(Calculées)

Population théorigue
De moyenne u
de proportion P

et de variance o*

Inconnues
(Constantes)

Inférence ?
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Exemples :

» Quelle est la frequence de survenue de tel type
de cancer chez les femmes ?

» Quelle est la vrais valeur de la glycemie de ce
patient ?

» Quelle est la variance de la glycémie mesurée
chez ce patient ?
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Exemples :

Il est bien sUr impossible de répondre a ces
guestion au sens strict. On y apporte
genéralement deux types de reponses

1. On produit une valeur qui nous semble étre
meilleur possible : on parle alors d’estimation
ponctuelle;

2. On produit un intervalle de valeurs possibles,
compatible avec les observation. C’est la notion
d’'intervalle de confiance.
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Un grand nombre de problemes statistiques
consiste en la détermination de la moyenne
« vraie », sur la base d’observations realisées sur
un échantillon.

Cependant, on peut aussi chercher a connaitre les
valeurs d’autres caractéristigues, comme par
exemple les variances.
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Etude des moyennes

Sur un échantillon, on peut mesurer les mémes
types de parametre de position et de dispersion
gue sur une population.

Mais ces parametre que l'on mesure sur un
échantillon n'ont pas d’intérét pour eux-mémes.

lIs n‘'ont de valeur qu'en tant qu’estimateur des
vrais parametres inconnus dans la population.
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Etude des moyennes

Soit u et o la moyenne et la variance (inconnues),
obtenues a partir d'un échantillon pris au hasard,
d'une v.a. que I'on cherche a estimer.

Supposons que l'on effectue p échantillons (tirage au
sort), tous d’effectif n, dans cette population et que I'on
obtienne les résultats suivants :

x1,x2,...,xn : premier échantillon
x1,x2,..,xn : deuxieme échantillon

x1,x2,...,xn: piém échantillon

31



Etude des moyennes

On appelle X la moyenne dune variable
guantitative calculée sur un échantillon, par
opposition a g la moyenne inconnue dans la
population.

_oXx x1+x,+ o+ xy,
X _ — =
n n
La moyenne X est I'estimateur de la moyenne u

iInconnue.

32



Etude des moyennes

Il est alors naturel de penser :

» Que chacune des moyennes X est une
estimation de la moyenne de la population;

» Qu'il n'est pas étonnant, par ailleurs, de trouver
gue les moyennes arithmétiques calculées se
difféerent d'un échantillon a un autre.
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Etude des moyennes

Exemple :

On s’intéresse a la taille du nourrisson de sexe
masculin, normal, a I'age de trois mois. Soient u et
g la moyenne et la variance de cette v.a.,
parametres gque I'on cherche a estimer.

On effectue p échantillonnages, tous d’effectifs
n = 8, dans cette population.
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Etude des moyennes

Echantillon 1 | Echantillon 2 — Echantillon p

62,8
54,4
56,9
62,2
58,5
60,5
66,3
64,0
60,8

58,6
58,6
58,6
58,3
58,5
64,4
59,2
57,6

+ 59,2 F *

55,4
67,5
59,3
61,1
65,2
58,3
63,0
59,6
61,2

35



Etude des moyennes

Espérance Mathématique de X
'espérance mathématique de la moyenne X est :

_ X1 tXpt+ o+ X
E(X)=E(1 2 n)

n
1
= EE(xl + x5 + 0+ xy)

E(X) = E(xqy) +E(xy) + -+ E(xy)

n
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Etude des moyennes

Espérance Mathématique de X

Or, x4,x5, ..., X, SONt des variables aleatoires dont
'espérance mathématique n’est autre que la
moyenne u de la population. Par consequent :

__ nu
E(X):7=M
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Etude des moyennes

Ecart-type o5z de la moyenne X

62 = V(X) = (X1)+V(n)+ +V(x")

n n

En utilisant la relation V(aX) = a*V(X) nous aurons :

1
0f = = [V + V) + -+ V(xy)]
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Etude des moyennes

Ecart-type o5z de la moyenne X
Or, xq4,x4, ..., X, ONt UNe Méme variance, qui est la

variance de la population soit ag d'ou :

2 2
2 _ Opop _ Ipop

ox T T2 n
et I'écart-type de la moyenne X est :

_ Opop

Oz =
X \/ﬁ
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Etude des moyennes

Cependant nous ne connaissons genéralement
pas I'écart-type de la population. On démontre que

la quantité :

S - XY

n—1

SZ

Est la meillleur estimation de la variance de la
population a3,,,.
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Etude des moyennes

Par définition de la variance d’'un échantillon nous
avons :

,  X(xi — X)?
ogf = -

e
On en conclut qu’'une estimation de la variance de
. 2 ’ .
la population o5, est donnee par :

2
Opop =
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Etude des moyennes

Ou encore, une estimation de l'écart-type de la
population est donnée par :

\/ n
0) = . O
pop n—1""°

Et nous estimerons la valeur de g =

Opop

7 par:

O¢
vn—1

Ox —
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Etude des moyennes

Intervalle de confiance d’'une moyenne

Le but de notre démarche était de tenter d’estimer
la valeur de la moyenne inconnue de la population
a partir d'une observation sur un seul échantillon.

| nous faut donc estimer un intervalle dans lequel
a moyenne Inconnue u a la plus grande
orobabilité de se trouver.
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Etude des moyennes

Intervalle de confiance d’'une moyenne

On démontre (grace au théoreme central limite)
qu’il y a 95% de chance que la moyenne u de la
population se trouve comprise dans lintervalle
compris entre :

X — 1,96 O et X + 1,96 O
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Etude des moyennes

Intervalle de confiance d’'une moyenne

On peut exprimer l'intervalle de confiance a 95%
par ces deux formules de signification équivalente:

X—1960; <u<X+1960;

Ou bien : u=X%196o0;

ou bien en générale : u = X ¥ Z, 05
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Etude des moyennes

Intervalle de confiance d’'une moyenne

Le calcul de [lintervalle de confiance par ces
formules nécessite que la taille de I'échantillon soit
supérieur ou egale a 30.

Si tel n'est pas le cas, le terme 1,96 devrait étre
remplace par une valeur choisie dans la table T de
Studente.
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Etude des moyennes

Exemple :

Lors d’'une enquéte sur la durée de sommeil des
enfants de 2 a 3 ans effectuee sur un éechantillon
de 540 enfants d'une région on a trouve une
moyenne du temps de sommeil par nuit de 11,7
heures. L'écart-type est 1,3 heures.

On veut connaitre la moyenne generale du temps
de sommeil chez tous les enfants de cette region.
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Etude des moyennes

Solution :
O'/
L'écart-type de la moyenne est: 05z = nil
1,3
Oy = = 0,056 heures
V540—1

I'intervalle de confiance a 95% est :

11,7 £ 1,96 X 0,056

La moyenne du temps de sommeil est donc comprise
entre 11,6 et 11,8 heures
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Etude des pourcentages

Le nombre K des individus d'un échantillon
d’effectif n qui possedent le caractere A dépond de
'échantillon considéré. C'est une variable
aleatoire.

La probabilité que le caractere A soit présent k fois
dans I'échantillon est alors égale a la probabilité
d'obtenir k succes dans une suite de n épreuves.
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Etude des pourcentages

On appelle p le pourcentage observé sur un
échantillon, par opposition a P le pourcentage
Inconnu dans la population.
k
P = n

Le pourcentage p est I'estimateur du pourcentage
P inconnu.
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Etude des pourcentages

La probabilité de succes a chaque épreuve etant
égale a p. C’est donc :

P(K =k) = Ctp*qg™™® pourk=0,1,..,n

C’est une loi binomiale de parametre n et p.
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Etude des pourcentages

Nous savons que :
E(K)=np, V(K)=npq

Ou K est le nombre d’individus de I'échantillon qui
possedent le caractere en question.

Par consequent :
E(P)=—"=P, V(P) =—%F ="

n

L’écart-type 0y = J pU-p)

n
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Etude des pourcentages

Intervalle de confiance d’un pourcentage

Le but de notre démarche était de tenter d’estimer
la valeur du pourcentage inconnu de la population
a partir d'une observation sur un seul échantillon.

| nous faut donc estimer un intervalle dans lequel
e pourcentage inconnu P a la plus grande
orobabilité de se trouver.
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Etude des pourcentages

Intervalle de confiance d’un pourcentage

On démontre (grace au théoreme central limite)
gu’il y a 95% de chance gque le pourcentage P de
la population se trouve compris dans l'intervalle
compris entre :

p—1960, et p+1960,
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Etude des pourcentages

Intervalle de confiance d’un pourcentage

Ces formules nécessitent que leffectif de
I’échantillon soit suffisamment grand. Si on appelle
pi et ps les bornes inféerieures et supérieures de
I'intervalle de confiance, il faut que les termes
npi,nps,n(1 — pi),n(1 — ps) soient superieurs ou
égaux a 5.

Si I'un de ces termes est inférieur a 5, l'intervalle
de confiance ne serait pas valide.
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Etude des pourcentages

Exemple :

Lors d’'une engquéte sur la durée de sommeil des
enfants de 2 a 3 ans effectuee sur un échantillon
de 540 enfants d'une région on a trouvé 86
enfants présentant des troubles du sommeil.

On veut connaitre la proportion de troubles du
sommeil chez tous les enfants de cette region.
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Etude des pourcentages

Solution :

La proportion d’enfants présentant des troubles du
sommeil dans I'échantillon est de 86/540 = 15,9%.

0,159(1—0,159)
540

L'écart-type est . g, = \/ = 0,016

L’'intervalle de confiance a 95% est :
0,159+ 1,96 X 0,016

La proportion d’enfants présentant des troubles dans
cette region est donc comprise entre 12,8% et 19%.
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Introduction

Ulcéere de |I'estomac
(n = 200 patients)

Traitement A

(n = 100 patients)

|

Traitement B

(n = 100 patients)

Guérison a 6 semaines
(30/100 patients)

|

Guérison a 6 semaines
(30/100 patients)

On ne met pas en évidence de difference de guérison entre
le traitement A et B.




Introduction

Ulcére de l'estomac
(n = 200 patients)

Traitement A Traitement B
(n = 100 patients) (n = 100 patients)
Guérison a 6 semaines Guérison a 6 semaines
(31/100 patients) (29/100 patients)

Comment interpréter le leger avantage du traitement A
sur le traitement B ?



Introduction

Il faut savoir que :

» Des patients guerissent spontanément d'un
ulcere

» Certains patients repondent au traitement et
d’autres pas

Est-ce gque le tirage au sort n'a-t-il pas pu favoriser
le traitement A en luil allouant par hasard un peu
plus de patients repondeurs ?



Introduction

Ulcéere de I'estomac
(n = 200 patients)

Traitement A

(n = 100 patients)

|

Traitement B

(n = 100 patients)

Guérison a 6 semaines
(95/100 patients)

|

Guérison a 6 semaines
(5/100 patients)

Le tirage au sort peut-il expliguer une telle différence de
guérison entre le traitement Aet B ?




Introduction

Ulcéere de I'estomac
(n = 200 patients)

Traiterhent A

(n = 100 patients)

|

Traiteﬁwent B

(n = 100 patients)

Guérison a 6 semaines
(45/100 patients)

|

Guérison a 6 semaines
(35/100 patients)

Que conclure ?

Les tests statistiques d’hypothese permettent de se fixer une
regle de décision objective.




Introduction

interrogatoire
Utilisateurs de téléphone portable Tumeur cérébrale
—
66/469 (14%) (n=469)
t
Différence 7
|
|
Utilisateurs de téléphone portable Pas de tumeur cérébrale
—
761422 (18%) (n=422)




Introduction

Comment interpréter la proportion un peu plus
élevée d'utilisateurs de teléphone portable dans
I’échantillon de patients sans tumeur cérébrale ?

> Réelle association entre tumeur cérébrale et
moindre utilisation du teléphone ?

» Hasard (fluctuation d’eéchantillonnage) ?

10



Finalité des statistigues en sante

Lire et interpréter les etudes:

» Testant I'efficacité des nouveaux traitements (essais
clinigue)

» Testant les facteurs de risque des maladies
(épidémiologie)

Porter un regard critique sur I'information délivrée
par les compagnies pharmaceutigues.

= Pratiquer une médecine fondée sur les preuves
( Evidence — Based — Medecine)

11



Principes des tests statistiques
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Principes des tests statistiques

Le test statistiqgue est |'outille de la comparaison,
de méme que le calcul de l'intervalle de confiance
était 'outil statistique de I'estimation.

Une comparaison statistique porte sur des series
de données qui sont résumées en moyenne,
pourcentage, distribution par classes, indicateur de
lilaison entre 2 variables, etc.
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Principes des tests statistiques

Lorsqu’on effectue une comparaison entre deux ou
plusieurs séries de données, on observe toujours
une difference, plus ou moins grande entre les
parametres mesurees.

Le but du test est de déterminer si la différence
observée est simplement due au hasard, c’est-a-
dire aux fluctuations d'echantillonnage, ou si au
contraire la difference observée est bien réelle.
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Principes des tests statistiques

Garder a I'esprit :

» On compare des parametres estimees sur des
échantillons issus de population;

» La valeur de ces parametres estimees sur les
échantillons fluctuent autour de la vraie valeur
du parametre de la population dont ils sont
ISSUS.
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Principes des tests statistiques

Exemple : age moyen des étudiants de médecine.

Age moyen de la population
des 175 étudiants inscrits en
medecine : Uy,.q = 18,97
(variance : % = 1,06

Hmea = 18,97

Age moyen de I'échantillon 1 : X1 = 18,89
Age moyen de 'échantillon 1 : X2 = 18,97

Age moyen de 'échantillon 1 : X3 = 19,02
Age moyen de 'échantillon 1 : X4 = 18,98
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Principes des tests statistiques

Exemple : age moyen des étudiants de médecine.

Age moyen de la population

des 175 étudiants inscrits en X2
medecine : Uy,.q = 18,97 71 X3
(variance : % = 1,06

=

Umeq = 18,97

Age moyen de I'échantillon 1 : X1 = 18,89
Age moyen de 'échantillon 1 : X2 = 18,97

Age moyen de 'échantillon 1 : X3 = 19,02
Age moyen de 'échantillon 1 : X4 = 18,98

17



Principes des tests statistiques

Les échantillons sont constitues au hasard a partir de la
population des 175 etudiants de médecine.

» Qu’est ce qui peut expliguer que l'age moyen soit
different entre :

= |es étudiants de I'échantillon 1 (X1 = 18,89)
= Les étudiants de I'échantillon 3 (X3 = 19,02)

Le HASARD (fluctuation d’échantillonnage)
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Principes des tests statistiques

Exemple 2 :

I'age moyen des étudiants du medecine differe-t-Il
de lI'age moyen des étudiants de sciences de

'infirmieres ?
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Principes des tests statistiques

Exemple 2 :
2 facons de procéder :

1. Comparer I'age moyen de la population des
175 eétudiants de médecine (u,,.q) €t de la
population des 300 etudiants de sciences
infirmieres (ug.) ;

2. Comparer l'age moyen dun échantillon
d’étudiants de médecine ( X,,.q) et dun
échantillon d’étudiants de sciences infirmieres
(Xs.) et extrapoler le résultat aux populations.
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Principes des tests statistiques

La différence observee entre les moyennes des 2
échantillons :

» Reéesulte de fluctuations d’échantillonnage
(Umea = Usc) ?

» Résulte de fluctuation d’échantillonnage + une
difference d’age moyen entre les 2 population

(/"med + /"Sc) ?

On utilisera un test statistigue pour répondre
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Démarche hypothéeco-déductive

1. Formuler une hypothese

(Umea = Usc)
2. Déduire ce que devraient étre les observations
si 'hypothéese est vraie

Umeq = Use aUX fluctuations d’échantillonnage pres

3. Confronter les observations a ce qui était
attendu u,,,.4 et ug. compatible avec I'hypothese ?

4. Conclure :
- Non rejet de I'hypothése (tmea = thsc)

B Rejet de I,hypOthése (.umed — ﬂSc) — (Mmed + ﬂSc)
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