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Polycopie d'algebre bilineaire

La rédaction de ce polycopié a commencé lors de mes premieres années
d’enseignement a I'Université de Béjaia (de 2012/2013 a 2016/2017) ot jai
dirigé le module d’Algebre 4 (Algebre bilinéaire) au sein de cet établi-
ssement. A l'origine, il s’agissait simplement d’un cours léger et incomplet
qui dépassait a peine 70 pages. Cependant, il était largement suffisant pour
I’enseignement dans cette université souffrant de problémes de gestion. En
2022/2023, j’ai rejoint la nouvelle Ecole de Mathématiques NHSM () d’ Al-
ger. Le niveau élevé de certains étudiants de cette école m’a alors encouragé
a reprendre mes activités pédagogiques; en particulier le développement
de la version basique du polycopié en question, étant donné que je suis
responsable du module d’Algebre de 2°™¢ année (classes préparatoires).
Sans plus attendre, passons a la présentation des différents chapitres du
présent polycopié :

Dans le premier chapitre, nous définissons ce qu’est une application
bilinéaire d"un produit de deux K-espaces vectoriels dans un autre K-espace
vectoriel (o1 K est un corps commutatif). Nous nous focalisons pour toute
la suite sur le cas particulier des formes bilinéaires symétriques sur un K-
espace vectoriel, en introduisant leurs propriétés essentielles; a savoir :
la définition, la positivité (lorsque K = R) et la non-dégénérescence. Lorsque
K =R, les deux premieres propriétés réunies définissent un produit scalaire
réel.

Dans le deuxieme chapitre, nous nous penchons tout particulierement
sur les formes bilinéaires sur un K-espace vectoriel E de dimension finie. La
fixation d'une base de E permet de représenter une forme bilinéaire f de E
par un tableau (carré) de nombres, appelé matrice associée i f.
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Tout comme pour les endomorphismes de E, la matrice associée a une
forme bilinéaire f de E, relativement a une base donnée de E, facilite
’étude de f ainsi que la caractérisation de ses propriétés. Par exemple, une
forme bilinéaire symétrigue est caractérisée par une matrice symétrique, une
forme bilinéaire symétrique non dégénérée est caractérisée par une matrice
symétrique inversible, etc.

Nous établissons enfin une formule de changement de base. 1l s’agit d’une
formule matricielle permettant de déterminer la matrice associée a une
forme bilinéaire de E relativement a une nouvelle base de E, connaissant
sa matrice associée relativement a une ancienne base de E.

Au troisiéme chapitre, nous définissons et étudions la forme quadratique
associée a une forme bilinéaire symétrique d"un espace vectoriel. Nous verrons
qu’il y a une correspondance bijective entre les formes bilinéaires symétriques et
les formes quadratiques d"un espace vectoriel, tout en explicitant la réciproque
de cette correspondance. La forme bilinéaire symétrique associée (via cette
correspondance) a une forme quadratique q est appelée la forme polaire de
g. Dans le cas d'un espace vectoriel de dimension finie, la reconnaissance
d’une forme quadratique g est toute simple : g s’exprime par un polynome
homogene de second degré en les coordonnées (relatives a une base donnée
de I'espace vectoriel en question). A partir de ce polyndme homogene de
second degré, on obtient immédiatement la forme polaire de q.

La seconde partie du chapitre est consacrée a 1’étude de I'orthogonalité
pour une forme bilinéaire symétrique (ou une forme quadratique) d’un espace
vectoriel E. Nous établissons en particulier quelques propriétés de [or-
thogonal d"une partie de E et étudions les familles et les bases orthogonales
(resp. orthonormées) de E. Nous démontrons le théoreme fondamental se-
lon lequel < tout espace vectoriel de dimension finie E possede au moins une
base orthogonale pour une forme bilinéaire symétrique donnée sur E ». Aussi,
nous clarifions 1'intérét d'une base orthogonale pour une forme bilinéaire
symétrique d'un espace vectoriel de dimension finie sans pour autant
donner les méthodes de détermination de telles bases. Ces méthodes font
l'objet d’étude des chapitres suivants.

Au quatrieme chapitre, nous étudions la réduction de Gauss des formes
quadratiques sur un espace vectoriel E de dimension finie. Il s’agit d"une
technique algorithmique qui consiste a transformer un polynéme ho-
mogene de second degré en une combinaison linéaire de carrés de formes
linéaires linéairement indépendantes. Ces formes linéaires définissent des
nouvelles coordonnées relatives a une nouvelle base de E. La matrice
représentant la forme quadratique en question relativement a cette nou-
velle base est alors diagonale. Nous fournissons également, en complément,
une méthode alternative matricielle pour réduire une forme quadratique.



Nous étudions ensuite I"équivalence des formes quadratiques de E. Deux
formes quadratiques g et q" de E sont dites équivalentes s'il est possible de
passer de I'expression de l'une a I'expression de 1’autre par une transforma-
tion linéaire bijective; autrement dit, s’il existe un automorphisme u de E tel
que q" = q(u). La classification des formes quadratiques de E se fait alors mo-
dulo I’équivalence qui vient d’étre définie. Dans le cas complexe (c’est-a-dire
d’un espace vectoriel complexe), on montre facilement que deux formes
quadratiques de E sont équivalentes si et seulement si elles ont le méme
rang. Cependant dans le cas réel, I'invariant qui caractérise 1’équivalence
des formes quadratiques n’est plus le rang mais un autre plus subtile, in-
troduit par Sylvester en 1852 et nommé signature. Ces deux invariants (rang
et signature) se déduisent immédiatement de la réduction de Gauss d'une
forme quadratique.

Nous fournissons en complément la méthode des déterminants de Sylvester,
permettant de calculer la signature d’une forme quadratique réelle (non
dégénérée) sans la réduire préalablement. De cette méthode découle le
critere de Sylvester caractérisant (par un simple calcul de déterminants) la
définition positive des matrices réelles symétriques.

Le cinquieme chapitre est consacré a 1’'étude des espaces préhilbertiens
réels en général, et euclidiens en particulier. Les espaces de Hilbert sont intro-
duits brievement, car nous avons jugé qu’ils relevent davantage de la topolo-
gie, voire de I'analyse hilbertienne, que de I’algebre bilinéaire. Dans ce chapitre,
nous découvrons les propriétés métriques d’un espace préhilbertien. Nous
verrons ainsi (a travers ['inégalité de Cauchy-Schwarz et l'inégalité de Min-
kowski) qu'un espace préhilbertien est un cas particulier d"un espace vectoriel
normé, mais géométriquement plus riche, car il est doté de notions telles
que l'orthogonalité et I'écart angulaire, absentes dans un quelconque espace
vectoriel normé. Ces deux derniéres notions permettent d’étendre, aux es-
paces préhilbertiens, les théoremes de Pythagore et d’Al-Kashi. D’ailleurs, le
théoreme d’Al-Kashi est, en quelque sorte, redémontré en utilisant le produit
scalaire canonique de R?.

Dans la seconde partie du chapitre, nous étudions le procédé de Gram-
Schmidt qui permet (en particulier) de construire une base orthonormée d’un
espace euclidien a partir d"une base quelconque de celui-ci. L'interprétation
géométrique de ce procédé est reportée au sixieme chapitre.

Au sixieme chapitre, nous étudions les projections orthogonales d’un es-
pace préhilbertien réel. Nous établissons une formule pour la projection
orthogonale d"un vecteur x d"un espace préhilbertien (réel) E sur un sous-
espace de dimension finie F de E, moyennant une base orthonormée de
F. Par le théoreme de Pythagore, nous montrons immédiatement que la
projection orthogonale de x sur F est le vecteur de F le plus proche de x,



ce qui fournit un moyen de calculer la distance de x a F, a 1’aide d"une
base orthonormée de F. Nous verrons juste aprés que les déterminants de
Gram permettent de calculer cette méme distance sans faire appel a une
base orthonormée de F (une base quelconque de F suffit).

Nous terminons le chapitre en question par une interprétation géo-
métrique de I'algorithme de Gram-Schmidt qui se sert justement des projec-
tions orthogonales.

Au septieme chapitre, nous introduisons l'importante notion de I’adjoint
d’un endomorphisme d’un espace préhilbertien réel. Plusieurs types par-
ticuliers et remarquables d’endomorphismes d’un espace préhilbertien
(réel) émergent de cette notion; parmi ceux-ci, citons les endomorphismes
autoadjoints (ou symétriques), antisymétriques, orthogonaux et normaux. Tous
ces types d’endomorphismes sont étudiés et caractérisés matriciellement
lorsque l'espace préhilbertien en question est de dimension finie et muni
d’une base orthonormée. La théorie spectrale de ces endomorphismes par-
ticuliers est, quant a elle, repoussée au neuvieme chapitre.

Au huitieme chapitre, nous étudions la notion d'une forme hermitienne
d’un espace vectoriel complexe. Cette notion est considérée comme 1’ana-
logue de la notion d’une forme bilinéaire symétrique d'"un espace vectoriel
réel pour les espaces vectoriels complexes. Elle permet essentiellement
d’étendre le concept du produit scalaire d’un espace vectoriel réel aux es-
paces vectoriels complexes. Nous établissons des analogues complexes de
toutes les notions et de tous les résultats des chapitres 1 a 6, ce qui fait de
ce chapitre le plus long de tous les autres!

Auneuvieme et dernier chapitre, nous introduisons 1'importante notion
de l'adjoint d"un endomorphisme d"un espace préhilbertien complexe, dont
I’analogue pour les espace préhilbertiens réels est déja traitée au chapitre 7.
Nous étudions les endomorphismes particuliers découlant de cette notion,
a savoir les endomorphismes hermitiens, antihermitiens, unitaires et normaux.
Nous fournissons également la caractérisation matricielle de tous ces types
d’endomorphismes lorsque 'espace préhilbertien (complexe) en question
est de dimension finie et muni d"une base orthonormée.

La seconde partie de ce chapitre, sans doute la plus importante et la
moins triviale de ce polycopié, est essentiellement consacrée a la théorie
spectrale des types d’endomorphismes susmentionnés d"un espace hermitien
(c’est-a-dire d"un espace préhilbertien complexe de dimension finie). Nous
appelons théoreme spectral pour une certaine classe d’endomorphismes
d’un espace préhilbertien (réel ou complexe) de dimension finie un théo-
réme qui énonce que tout endomorphisme de la classe considérée est dia-
gonalisable dans une base orthonormée de 1’espace en question.

Nous établissons d’abord le théoréme spectral pour les endomorphismes



hermitiens d’un espace hermitien, puis pour les endomorphismes autoadjoints
d’un espace euclidien, et enfin pour les endomorphismes normaux d"un espace
hermitien. Des analogues matriciels des différents théorémes spectraux sont
alors déduits.

Il découle de ces analogues matriciels un résultat remarquable sur les
formes hermitiennes (resp. bilinéaires symétriques) d'un espace hermitien (resp.
euclidien). Ce résultat énonce que < pour toute forme hermitienne (resp. bi-
linéaire symétrique) f d’un espace hermitien (resp. euclidien) E, il existe une
base orthonormée de E qui soit f-orthogonale .

Il découle également des théoremes spectraux matriciels une formule
pour la signature d'une forme quadratique (réelle ou hermitienne) a partir du
spectre d"une matrice associée.

Nous achevons ce chapitre par le théoreme de trigonalisation de Schur se-
lon lequel < tout endomorphisme d’un espace hermitien (resp. euclidien) est
trigonalisable dans une base orthonormée de 1’espace en question ». Dans le
cas d'un endomorphisme normal (resp. autoadjoint) d"un espace hermitien
(resp. euclidien), la trigonalisation de Schur devient systématiquement une
diagonalisation; du coup, nous obtenons une nouvelle démonstration du
théoreme spectral pour les endomorphismes normaux d’un espace hermi-
tien.

Aussi, nous avons fait suivre chaque chapitre d"une série importante
d’exercices dont la plus longue est celle du chapitre 9 en raison de son im-
portance. Ces séries d’exercices commencent toujours par les exercices
calculatoires (qui sont indispensables) et vont progressivement vers le
théorique. Nous avons intégré aussi a la fin du polycopié une liste de
sujets d’examen que l'auteur a proposé durant les années précédentes a
I"'Université de Béjaia ou a NHSM, et en dernier se trouve une liste biblio-
graphique (pour les trois langues : francais, arabe et anglais) qui nous a
servi de source d’inspiration.

Pour finir, nous tenons a informer les lecteurs que ce polycopié est une
premiere version ; par conséquent des erreurs typographiques (voire méme
mathématiques) sont susceptibles d’apparaitre. Nous espérons qu’ils nous
contacteront pour nous les signaler afin que nous puissions les corriger
dans les prochaines versions.

Bakir FARHI

Béjaia, le 29 janvier 2016,
puis

Alger, le 12 juin 2024
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Notations

ssi L’abrégé de I'expression <si et seulement si .
= Egalité par définition qu’on représente aussi parfois par le
signe ©

R(z) La partie réelle d"un nombre complexe z.

J(2) La partie imaginaire d"un nombre complexe z.

KI[X] Le K-espace vectoriel des polynomes a coefficients dans K
(o1 K est un corps commutatif, le plus souvent égale a R ou
0).

K, [X] Le K-espace vectoriel des polyndmes a coefficients dans K,
ayant un degré < n (ot K est un corps commutatif et n est
un entier naturel).

Ok L’élément neutre de la premiere loi d'un corps commutatif
K.

]2 Le vecteur nul d’un espace vectoriel E.

0 (ou Ognq(r))

L’endomorphisme nul d’un certain espace vectoriel E.

Idg

L’endomorphisme identité d"un espace vectoriel E.

(0) La matrice nulle d"un certain format.
0ij Le symbole de Kronecker (ot i et j sont des entiers stricte-
. P 1 sii=j
ment positifs). On a par définition 6;; := _ .
0 sinon
I, La matrice identité d’ordre n (ou1 n est un entier strictement

positif). Onal, = (6ij)1§i,j§n'

diag(Ay, ..., Ay)

La matrice diagonale (d’ordre ) dont les éléments diago-
naux sont Ay,..., A, (dans cet ordre, en décroissant).

(C1|C2| olen)

Matrice obtenue en mettant des vecteurs colonnes donnés
€1, €y, ..., ¢, I'un apres 'autre (ol 7 est un entier strictement
positif).

Matrice obtenue en mettant des vecteurs lignes donnés
t1,0,,...,6, 'un au dessous de l'autre (ou1 n est un entier
strictement positif).

Le sous-espace vectoriel engendré par une partie X d'un
certain espace vectoriel.




Ma(f)

La matrice associée a un endomorphisme ou a une forme
bilinéaire ou a une forme sesquilinéaire f d'un espace vec-
toriel de dimension finie ¥, relativement a une base Z de
cet espace.

Mz(q)

La matrice associée a une forme quadratique (resp. a une
forme quadratique hermitienne) g d'un espace vectoriel
(resp. d'un C-espace vectoriel) de dimension finie, relati-
vement a une base # de cet espace.

flF

La restriction de f a F (ou F est un sous-espace vectoriel
d’un grand espace E et f pourrait étre une forme bilinéaire
symétrique sur E, une forme quadratique sur E, un endo-
morphisme de E lorsque F est stable par f, etc).

My(K) L’ensemble des matrices carrées d’ordre n a coefficients dans
K (ou n est un entier strictement positif et K est un corps
commutatif).

My m(K) L’ensemble des matrices de format n X m (i.e., a n lignes et
m colonnes) a coefficients dans K (ot n et m sont des entiers
strictement positifs et K est un corps commutatif).

End(E) I’espace vectoriel constitué des endomorphismes d'un es-
pace vectoriel E.

GL(E) Le groupe des automorphismes d’un espace vectoriel E.

GL,(KK) Le groupe linéaire d’ordre n sur K (ot1 n est un entier stricte-
ment positif et K est un corps commutatif) ; c’est-a-dire 1'en-
semble des matrices carrées d’ordre n, a coefficients dans K,
qui sont inversibles.

O(E) Le groupe orthogonal d"un espace euclidien E (voir §7.4).

O.(R) Le groupe orthogonal de degré n sur R, ou n est un entier
strictement positif (voir §7.4).

U(E) Le groupe unitaire d'un espace hermitien E (voir §9.4).

u,(C) Le groupe unitaire de degré n sur C, ou n est un entier
strictement positif (voir §9.4).

det Déterminant (d'un endomorphisme en dimension finie ou
d’une matrice).

tr Trace (d'un endomorphisme en dimension finie ou d'une

matrice).

(1). Bienentendu, I'espace vectoriel en question doit étre complexe lorsqu’il s’agit d’une

forme sesquilinéaire.

— Vi —



g

Le rang (d"une matrice, d’'un endomorphisme, d'une forme
bilinéaire, d'une forme quadratique, d"une forme sesqui-
linéaire ou d"une forme quadratique hermitienne) d’un es-
pace vectoriel de dimension finie .

sgn(q)

La signature d’une forme quadratique réelle (resp. hermi-
tienne) g d"un espace vectoriel réel (resp. complexe) de di-
mension finie.

=y
S

Le produit scalaire de deux vecteurs i et ¥ d’un plan ou
d’un espace euclidien (i - 7 := ||i]| - ||0]]| - cos(i, D).

Kerf

Cela pourrait désigner (selon le contexte) ou bien le noyau
d’une application linéaire entre deux espaces vectoriels, ou
bien le noyau d'une forme bilinéaire symétrique d'un cer-
tain espace vectoriel, ou encore le noyau d’une forme her-
mitienne d’un certain C-espace vectoriel.

x,y)

Produit scalaire de deux vecteurs x et y d"un certain espace
préhilbertien (réel ou complexe).

(X, Vs

Produit scalaire usuel de deux vecteurs x et y de R"” ou C"
(o1 n est un entier strictement positif).

La matrice transposée d"une matrice A.

A
A

La matrice obtenue en remplacant chaque coefficient d"une
matrice complexe A par son conjugué.

A*

La matrice adjointe d’'une matrice complexe A. Elle est
définie par : A* :='A.

fx-

L’adjoint d"un endomorphisme f d"un espace préhilbertien
(défini aux chapitres 7 et 9).

Py (resp. Pa)

Le polyndéme caractéristique d’un endomorphisme f (resp.
d’une matrice carrée A) d'un K-espace vectoriel de dimen-
sion finie (resp. de .#,(K), avec n € IN*), ou K est I'un des
corps commutatifs IR ou C.

ok (f) (resp.
ok (A))

Le spectre (dans K) “d’un endomorphisme f (resp. d’une
matrice carrée A) d'un K-espace vectoriel de dimension finie
(resp. de #,(K), avec n € IN"), ou K est 'un des corps
commutatifs R ou C.

(2). Bienentendu, I'espace vectoriel en question doit étre complexe lorsqu’il s’agit d’une
forme sesquilinéaire ou d"une forme quadratique hermitienne.
(3). C’est-a-dire 'ensemble des valeurs propres de f (resp. de A), appartenant au corps

commutatif K.

— Vil —



€*([a,b], R) Le R-espace vectoriel des fonctions réelles de classe 6™ sur
I'intervalle [a,b] (o1 k est un entier positif et a et b sont
des nombres réels tels que a < b). Le cas particulier k =
0 correspond au IR-espace vectoriel des fonctions réelles
continues sur l'intervalle [a, b].

A*f (resp. A*7) L'orthogonal d'une partie A d’un espace vectoriel par rap-
port a une forme bilinéaire symétrique ou a une forme her-
mitienne® f (resp. & une forme quadratique ou a une forme
quadratique hermitienne® g) de celui-ci. S'iln’y a pas d’am-
biguité sur f ou g, on écrit simplement A+ au lieu de A*/ ou
At

(4). Bien entendu, I'espace vectoriel en question doit étre complexe lorsqu’il s’agit d’une
forme hermitienne ou d’une forme quadratique hermitienne.

— Viil —



Chapitre

Formes bilinéaires et produits

scalaires réels

L

d.\.()\ Syms oy dei p Al Ol
(p 1439 - » 1350 )

A premiere forme du produit scalaire pouvait étre ob-
servée dans un livre du mathématicien et astronome
arabo-persan Ben Messaoud al-Kashi, publié en 1428.
Al-Kashi travailla en tant qu’astronome a Samarcande
(en Ouzbékistan) et fut un grand maitre de la trigo-
nométrie. Lun de ses travaux remarquables consista en
le calcul du nombre sin1° avec une grande précision
a partir du nombre sin3° (connu a I'époque avec une
grande précision). Il effectua ce calcul en résolvant une
équation de troisieme degré par une méthode itérative
aujourd’hui connue sous le nom de méthode du point
fixe. On lui doit également linvention des fractions
décimales, une excellente approximation du nombre 7
(restée un record pendant plus d’un siecle) et d'impor-
tants travaux en Algébre et en Arithmétique. Il fut incon-
testablement le plus grand mathématicien de son temps
et, avec l'arabo-andalou al-Qalsadi, 'un des derniers
grands mathématiciens de la civilisation musulmane.

Sommaire
1.1 Premieres définitionsetexemples . ... ... ... ... 2
1.2 Le noyau d’une forme bilinéaire symétrique . . . . . .. 4
Exercices . . ... .. ..ttt i e 6

Pour tout ce qui suit, on fixe K un corps commutatif et on désigne par
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E, F et G des K-espaces vectoriels.

1.1 Premieres définitions et exemples

Définition 1..— On appelle application bilinéaire de E X F dans G toute
application f : EXF — G qui est linéaire par rapport a chacune de ses deux
variables; c’est-a-dire qui vérifie pour tous A4, A, € K, tous x,x;,x; € E et
tousy,y;, y2 € F:

1) f(hxq + Axx,y) = A1 f(x1,y) + Ao f (X2, y).
(i) f(x, Ay1 + Aay2) = A f(X, y1) + A2 f(x, y2).

Dans le cas particulier correspondant a G = K, on dira que f est une forme
bilinéaire de E X F.

Exemple 1.1.— Soit :

fiRxR*> - R
(#,0) = det(i,0)

— Montrer que f est une forme bilinéaire.

25 (%]

Pour 77 = (ul), U= (vl) € R?, on a bien det(i, %) = ujv2 — upv;. En utilisant cette
expression, la bilinéarité de f est immédiate. m

Définition 1.IL— Une application bilinéaire f : E X E — G est dite
symétrique si elle vérifie :

Vx,y€E: f(xy) = f(y, x).

Pour toute la suite de ce polycopié, on s’intéressera unique-
ment aux formes bilinéaires et en particulier aux formes bi-
linéaires symétriques.

Exemple 1.II.— Soit :

FIR2XR?2 - R

i@,9) — -7

— Montrer que f est une forme bilinéaire symétrique.
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uz U2

u v . o .
Pour i/ = ( 1), U= ( 1) € IR?, on abien /-7 = u1v1 + u,v;. En utilisant cette expression,
la symétrie et la bilinéarité de f sont immédiates. m

Définition 1.IIL.— Soit f : E X E — K une forme bilinéaire symétrique.
On dit que f est définie si :

Vx€E: f(x,x) =0k = x=0g.

Définition 1.IV.— Soit f : E X E — R une forme bilinéaire symétrique.
— On dit que f est positive si :

VxeE: f(x,x)>0.

— On dit que f est définie positive si f est a la fois définie et positive; ce
qui revient a dire que f vérifie :

Vxe€E\{0g}: f(x,x)>0.

Définition 1.V (produit scalaire réel).— On prend K = RR. On appelle
produit scalaire sur E toute forme bilinéaire symétrique, définie positive sur
E.

Notation.— Un produit scalaire de E est généralement désigné par le
symbole (, ). On écrit (x, y) pour désigner le produit scalaire de deux
vecteurs x et y de E.

Exemple 1.III (Le produit scalaire usuel de R").— Soit n € IN" et
R*xXR" — R

X1 n
R — X1y1+"'+xnyn'
Xn) \Yn
— Montrer que f est un produit scalaire sur R".

La bilinéarité et la symétrie de f sont immédiates. De plus, pour tout x =
f(x1,...,xy) € R", ona: f(x,x) = x2 +--- + x2 > 0 (car c’est une somme de nombres

réels, tous positifs) et f(x,x) = 0 ssi x; = :-- = x, = 0 (car, une somme de nombres
réels positifs est nulle ssi tous ces nombres sont nuls); c’est-a-dire ssi x = Or+. Ainsi
f est une forme bilinéaire symétrique définie positive de R"; c’est-a-dire que c’est
un produit scalaire de R". m

Appellation et notation.— Le produit scalaire de R" (n € IN*) introduit
a l'exemple 1.111 s’appelle le produit scalaire usuel de R" et se note (, ). Le
produit scalaire usuel de deux vecteurs x et y de R” est ainsi noté (x, y),..

—3—
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Exemple 1.IV (En dimension infinie).— Posons E := %°([0,1], R) et
soit
p: EXE — R
1 .
(f8) — f f@g)dx

— Montrer que ¢ est un produit scalaire sur E.

La bilinéarité et la symétrie de ¢ sont immédiates. De plus, pour tout f € E, on

a:o(f,f) = fol F2(x)dx > 0 (car c’est une intégrale d’une fonction positive). Enfin,

en appliquant la propriété des intégrales de Riemann selon laquelle «1l'intégrale
d’une fonction continue et positive sur un intervalle fermé borné de R est nulle si
et seulement si la fonction en question est nulle sur tout I'intervalle d’intégration >,
on a pour tout f € E:

1
o(f,f)=0= fo fA(x)dx=0
& fX(x)=0,Yx €[0,1] (car f* est continue et positive sur [0, 1])
— f(x)=0,Yx€[0,1]
— f = OE'

Par conséquent, ¢ est une forme bilinéaire symétrique définie positive sur E; autre-
ment dit, ¢ est un produit scalaire sur E. B

1.2 Lenoyau d’une forme bilinéaire symétrique

Définition 1.VL.— Soit f une forme bilinéaire symétrique sur E. On
appelle noyau de f le sous-ensemble de E, noté Ker f et défini par :

Kerf:={xeE: f(x,y) =0k VyeE}.

ProrosiTioN 1.1.— Le noyau de toute forme bilinéaire symétrique f sur E
est un sous-espace vectoriel de E.

Démonstration.— Soit f une forme bilinéaire symétrique sur E. On
constate d’abord que Kerf est non vide car 0; € Kerf (étant donné que f
est bilinéaire). Par suite, pour tous 1;, A, € K et tous x;, x, € Kerf, on a par
définition méme du noyau de f :

fxi,y) =0k et flxo,y) =0k (Vy € E).
Mais puisque f est bilinéaire, il s’ensuit que pour touty € E,on a :
fAixg + Azxz, y) Af(x1,y) + Ao f(x2,y)

A0k + A0k
= O]K

4
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Ce qui montre que (A1x; + A2xy) € Kerf. Ainsi 'on conclut que toute
combinaison linéaire de deux vecteurs de Ker f reste dans Kerf; d’ou1 Ker f
est bien un sous-espace vectoriel de E. ]

Remarque 1.I.— On pourra redémontrer la proposition 1.1 d’une autre
facon en introduisant les formes linéaires f, (y € E), définies par :

fy:E —» K
x = f(xy)’

On a alors immédiatement :

Kerf = ﬂ Kerf.

yeE

Comme les ensembles Ker f, (y € E) sont tous des sous-espaces vectoriels
de E (en tant que noyaux de formes linéaires) alors leur intersection Ker f
l'est également. CQFD.

Définition 1.VII.— Une forme bilinéaire symétrique f de E est dite non
dégénérée si Ker f = {0}.

Exemple 1.V.— Montrer que toute forme bilinéaire symétrique définie
de E est non dégénérée. En particulier, tout produit scalaire réel de E
(lorsque K = RR) est une forme bilinéaire symétrique non dégénérée.

Soit f une forme bilinéaire symétrique définie de E. Pour tout x € Kerf, on a par
définition méme f(x,y) = 0, Vy € E. En prenant en particulier y = x, on obtient
f(x,x) = 0; ce qui entraine (puisque f est définie) que x = 0r. Ce raisonnement
montre que 1’'on a Kerf C {0g}. L'inclusion inverse étant triviale (puisque Kerf est
un sous-espace vectoriel de E), d’ott Kerf = {0t} et f est bien non dégénérée. m
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Exercices
Exercice 1.1. Soit f : R* X R> — R l'application définie par :

f((;) , (;:)) =xx" +4xy +4x"y + 16yy’.

1. Montrer que f est une forme bilinéaire symétrique positive sur R?.

2. f est-t-elle définie positive?
Exercice 1.2. Soit f : R* X R*> — R l'application définie par :
0 1 1 1
fllv |V || =xx"+yy +2z2' + E(xy’ +x'y) + E(xz’ +x'z) + E(yz’ +y'z2).
z) \Z
— Montrer que f est un produit scalaire sur R°.

Exercice 1.3. Soit (, ) : R[x] X R[x] — R l'application définie par :

1
(P,Q) = f P@WQWdx  (VP,Q € RIx]).
0

— Montrer que (, ) est un produit scalaire sur R[x].

Exercice 1.4. Posons E := €'([0,1], R) et soit {, ) : EXE — R1’application
définie par :

1
(f, )= I} f'(x)g' (x)dx + £(0)g(0) (Vf, g € E).
— Montrer que (, ) est un produit scalaire sur E.

Exercice 1.5. Posons E := °([0,1], R) et Soit ¢ : E X E — R l'application
définie par :

1
o(f,8) = L f(x)g(x) cos(mx) dx (Vf, g €E).

1. Montrer rapidement que ¢ est une forme bilinéaire symétrique sur
E.

—6—
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2. Montrer que ¢ n’est pas positive.

3. Montrer que ¢ est non dégénérée.

Exercice 1.6. Etant donnés n et m deux entiers strictement positifs, mon-
trer que le produit scalaire usuel de .#, ,,(R) (out .#,, ,,(R) est naturellement
identifié a R™™) peut étre défini par la formule matricielle pratique sui-
vante :

(A, By, =tr((AB) (YA, B € A, ,(R)).

Exercice 1.7. Soient n un entier strictement positif et E le R-espace vectoriel
A, (R) des matrices réelles carrées d’ordre n. Considérons l'application

f:E2 — R

(A,B) +— ntr(AB) — tr(A)tr(B) °
1. Montrer que f est une forme bilinéaire symétrique sur E.
2. Montrer que f est dégénérée.

3. Désignons par E, le sous-espace vectoriel de E constitué des matrices
de trace nulle et par f; la restriction de f a E,. Montrer que f, est non
dégénérée.

cf ®
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Représentation matricielle des
formes bilinéaires en dimension
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Pour tout ce qui suit, on fixe un corps commutatif K et un K-espace
vectoriel (non nul) E de dimension finie, notée n (n € IN*).

2.1 Matrice associée a une forme bilinéaire

Soit # = (ey,ey,...,e,) une base de E. On considére f une forme bi-
linéaire sur E. Pour tout couple (x, y) de vecteurs de E, tels que

n n
X = Z x;e; et y= Z yie;
i:l l=l

(avec x1,X2, ..., X, Y1, Y2, ..., Yn € K), on a (en vertu de la bilinéarité de f) :

n n
IMCONT
i=1 j=1

8

fxy)=f
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i=1

i X; i yif(eie)
=1 j=1
Y wiftene)

i=1 j=1

n n
Z Xif |ei, Z vjej
=

D’ot la formule :

fxy) = Z f(ei, e)xiy; (2.1)

1<i,j<n

Cette derniere formule montre que la forme bilinéaire f est entierement
déterminée par la donnée des nombres f(e;, e;) (1 < i,j < n). D’outl'idée de
représenter f par ce paquet de nombres :

Définition 2.I.— On définit la matrice associée a f relativement a la
base % = (e, ey,...,e,) de E, que 'on note My(f), par:

Ma(f) = (f(es, )

Exemple 2.1.— Montrer que la matrice associée au produit scalaire

usuel de R” relativement a la base canonique de IR” est la matrice identité
d’ordre n.

En désignant par ¥ = (ej, ey, ..., e,) la base canonique de IR", on a clairement

<ei , e,~>us = 0;j (¥i,j € {1,2,...,n}). La matrice associée a (, ), relativement a ¢ est

donc égale a (6i,‘)1§il].§n =[,.m

Exemple 2.I1.— Soit f la forme bilinéaire sur IR?, définie par :

fR°XxR* - R
(u,v) — det(u,v) "’

— Déterminer la matrice associée a f relativement a la base canonique de
R

En désignant par € = (e1, e2) la base canonique de R?, on a bien : det(e;,e;) = 0,
det(eq, e2) = 1, det(ez, e1) = —1 et det(ey, e2) = 0. La matrice associée a f relativement

R 0 1
a‘gestdoncMz(_1 0).-
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La proposition suivante établit une formule matricielle exprimant f(x, y)
(x,y € E) en fonction des coordonnées des vecteurs x et y relativement a
une base fixée de E et de la matrice associée a f relativement a la méme
base. En fait, cette formule n’est autre qu’une traduction matricielle de la
formule (2.1).

ProrosiTION 2.1.— Soit % = (e, ey, ...,e,) une base de E et soient f une
forme bilinéaire sur E et A la matrice qui représente f relativement a 8. Alors, pour

X1
tous vecteurs x,y € E, représentés respectivement par les coordonnées X =
Xn
1
et Y =| : |de K" relativement a la base % de E, on a :
Yn
f(x,y) = 'XAY. (2.2)
X1
Démonstration.— Soient x et y deux vecteurs de E et soient X =
Xn
1
et Y =| : |leurs coordonnées respectives relativement a la base . On a :
Yn
f(ell el) f(ell en) ]/1
XAY = (x1,...,%,) : : :
f(en/ el) cee f(en/ en) yn
n n ]/1
= (Z f(ei/ el)xil sy Z f(ei/ el’l)xi)
i=1 i=1 yn
= Z (Z flei, ej)xi) yj
j=1 \i=1
= Z f(ei, ej)xiy;
1<i,j<n
= f(x,y) (en vertu de (2.1)).
La proposition est démontrée. u

Bien qu’il est simple et immédiat, le corollaire suivant est souvent utile.

— 10—
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COROLLAIRE 2.2.— Soient x et y deux vecteurs de R" dont les coordonnées
respectives relativement a la base canonique de R" sont notées X et Y. Alors, le
produit scalaire usuel de x et y est donné par la formule matricielle :

(X, ¥),5 = 'XY.

Démonstration.— D’apres I'exemple 2.1, la matrice associée a (, ),
relativement a la base canonique de R" est I,. En utilisant la proposition

2.1,onadonc:
(x, ), = 'XLY ="XY.

Le corollaire est démontré. ]

Exemple 2.1Il.— Déterminer 1'expression de la forme bilinéaire de R®
dont la matrice associée relativement a la base canonique de R® est :

1 3 4
A=11 2 0].
-2 11

Désignons par f la forme bilinéaire de R> dont A est la matrice associée relativement
X1
ala base canonique de IR®. En utilisant la formule (2.1), on a pour tous x = (xz) )y =

X3

n

(yz] €eR3:
Y3

flx,y) = Z aiixiyj = x1y1 + 3x1y2 + 4x1y3 + xoy1 + 2xX0Y2 — 2X3Y1 + X3Y2 + X3y3. W

1<i,j<3

Remarque 2.I.— Les formules équivalentes (2.1) et (2.2) montrent qu’on
a une correspondance bijective entre M, (K) et 'ensemble des formes bi-
linéaires sur E. Pour tous A, B € M, (K), on a donc:

(VX,Ye]K":fXAyzfXBY) e A=B|.

2.2 L’équivalent matriciel d'une forme bilinéaire
symétrique

La proposition suivante établit 1’équivalent matriciel d’une forme bi-
linéaire symétrique sur E.
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ProrosITION 2.3.— Soit % une base de E et soient f une forme bilinéaire sur
E et A € M,(K) la matrice qui représente f relativement a 9. Alors la forme
bilinéaire f est symétrique si et seulement si la matrice A est symétrique V.

X1
Démonstration.— Dans cette démonstration, on note par X =
Xn
V1
et Y = | : | les coordonnées respectives de deux vecteurs x et y de E,
Yn

relativement a la base 4. On a :

f estsymétrique < Vx,y€E: f(x,y) = f(y,x)
& VX YeK":'XAY ='YAX (en vertu de la proposition 2.1).

Or, comme 'YAX € K (pour X, Y € K"),ona?:
'YAX =" ('"YAX) = 'X'AY.
D’ou :
f est symétrique < VX YeK":'XAY ='X'AY

& A='A (envertudelaremarque 2.])
& A est symétrique.

Ce qui acheve cette démonstration. |

Remarque 2.II.— La proposition 2.3 montre qu’on a une correspon-
dance bijective entre I’ensemble des formes bilinéaires symétriques sur E
et 'ensemble des matrices carrées symétriques d’ordre n, a coefficients
dans K. Cette correspondance constitue en réalité un isomorphisme d’es-
paces vectoriels; ce qui permet d’en déduire que le K-espace vectoriel des

n(n+1)

formes bilinéaires symétriques sur E est de dimension —5—.

Définitions 2.II.— Soit A une matrice carrée symétrique d’ordre 1, a
coefficients dans K.

— On dit que A est définie si la forme bilinéaire symétrique qu’elle
représente (relativement a une certaine base de K") est définie; c’est-
a-dire si :

VX eK": 'XAX = 0x = X = Ok».

(1). Rappelons qu'une matrice A € M, (K) est dite symétrique si elle vérifie : ‘A = A.
(2). En fait, on identifie une matrice carrée d’ordre 1 a son unique coefficient.

— 12—
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— Prenons K = R. On dit que A est positive si la forme bilinéaire
symétrique qu’elle représente (relativement a une certaine base de
IR") est positive; c’est-a-dire si :

VXeR": 'XAX > 0.

— Prenons K = IR. On dit que A est définie positive si la forme bilinéaire
symétrique qu’elle représente (relativement a une certaine base de
IR") est définie positive; c’est-a-dire si :

VX e R"\ {Ogi) : 'XAX > 0.

2.3 Calcul pratique du noyau d’une forme bi-
linéaire symétrique

Nous verrons dans la proposition qui suit que la représentation matri-
cielle d"une forme bilinéaire symétrique de E permet d’en déduire immé-
diatement son noyau tout comme si ¢’était un endomorphisme de E.

ProrosiTION 2.4.— Soient f une forme bilinéaire symétrique de E et A la
matrice qui la représente relativement a une certaine base 9 de E. Soit aussi u un
endomorphisme de E dont A est la matrice associée relativement a 9. Alors, on a :

Kerf = Ker u.
Démonstration.— Posons % = (ej, e,, ..., e,). Tout aulong de cette dé-
X1 N
monstration, onnote par X =| : |etY =] : |les coordonnées respectives
Xn Yn

de deux vecteurs x et y de E. Nous introduisons ¢ la forme bilinéaire
symétrique de E dont la matrice associée relativement a & est I,. En vertu
de (2.1), on a donc pour tous x,y € E :

n

px,y) = Z Oijxiyj = inyi.

1<i,j<n i=1

Montrons d’abord que ¢ est non dégénérée. Tout vecteur x de Ker ¢ vérifie
p(x,e)=0,Vie(l,2,...,n}. Mais comme @(x, e;) = x;, on obtient que x; = 0
pour touti € {1,2,...,n}, c’est-a-dire que X = Ok ; ce qui équivaut a x = O.
On vient donc d’établir que Ker ¢ C {0g}. L'inclusion inverse étant triviale

— 13—
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puisque Ker ¢ constitue un sous-espace vectoriel de E. D’ot1 I'on conclut
que Ker ¢ = {0} et ¢ est ainsi non dégénérée.

Maintenant, en utilisant la formule (2.2) de la proposition 2.1, on a pour
tousx,y € E:

flx,y) = IXAY
et

o(x, u(y)) = 'XT, (AY) = 'XAY

(car le vecteur u(y) est représenté dans % par les coordonnées AY, étant
donné que I'endomorphisme u de E est représenté par la matrice A relati-
vement a #). On a donc visiblement pour tous x,y € E :

f(xy) = p(x, u(y)). (2.3)

En se servant enfin de cette précieuse formule (2.3), on a:

Kerf = {y€E: f(x,y) =0k VYx€E}
= {y€E: o(xu(y)) =0k, Vx € E}
= {y€E: u(y) € Ker ¢}
= {y€E: u(y) =0g} (car @ est non dégénérée)
= Keru.
Ce qui acheve cette démonstration. ]

CoROLLAIRE 2.5.— Soient f une forme bilinéaire symétrique de E et A €
M,(K) la matrice associée a f relativement a une certaine base 9 de E. Alors f
est non dégénérée si et seulement si A est inversible; c’est-a-dire si et seulement si
detA # 0.

Démonstration.— C’est une conséquence immédiate de la définition

de la non-dégénérescence d"une forme bilinéaire symétrique de E et de la
proposition 2.4. [

2.4 Formule de changement de base

Dans ce qui suit, on verra comment la représentation matricielle d"une

forme bilinéaire de E change lorsqu’on effectue un changement de base de
E.
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ProrosiTION 2.6.— Soient % et %’ deux bases de E et P la matrice de passage
de 9B vers HB'. Soit aussi f une forme bilinéaire sur E, représentée dans la base %
par une matrice A et dans la base %’ par une matrice A’. Alors, on a:

A’ ='PAP.

Démonstration.— Soient x et y deux vecteurs quelconques de E et
soient X et Y leurs coordonnées respectives dans la base # et X’ et Y’ leurs
coordonnées respectives dans la base #’. On a donc X = PX" et Y = PY".
Par suite, d’apreés la proposition 2.1, on a d'une part :

f(x,y) = 'XAY = {(PX)A(PY’) = 'X"'PAPY’ = 'X'(‘PAP)Y’ (2.4)

et d’autre part :
flx,y) ='X'A’Y". (2.5)

La comparaison entre (2.4) et (2.5) donne :
'X'AY ='X'('"PAP)Y’.

Comme cette derniere formule est vraie pour tous X', Y” € K", il s’ensuit
(en vertu de la remarque 2.I) que I'on a :

A’ ='PAP.
Ce qui acheve cette démonstration. |

La formule de changement de bases établie par la proposition 2.6 nous
amene a introduire une relation d’équivalence assez importante sur l'en-
semble M, (K). Cette relation met simplement dans une méme classe toutes
les matrices de M, (KK) qui représentent une méme forme bilinéaire sur K"
relativement aux différentes bases de K.

Définition 2.IIl.— Deux matrices A et B de M,,(K) sont dite congruentes
si elles représentent une méme forme bilinéaire de K" relativement a deux
bases (différentes ou identiques) de K".

En tenant compte de la proposition 2.6, on peut reformuler cette définition
(matriciellement) comme ceci :

Définition 2.IV (équivalente a la précédente).— Deux matrices A et B
de M, (K) sont dite congruentes s’il existe une matrice P € GL,(K) tel que
I'on ait :

B ='PAP.

— 15—
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Remarque 2.IIL.— Comme la multiplication d"une matrice A de M,,(KK)
par une matrice de GL,(K) (a droite ou a gauche) ne fait pas changer le
rang de A, on déduit de la définition 2.1V que deux matrices congruentes
de M, (K) ont forcément le méme rang. Ce qui autorise (et rend légitime)
la définition suivante.

Définition 2.V.— Soit f une forme bilinéaire sur E. On définit le rang
de f, que I'on note rg(f), comme étant le rang d’une matrice A de M, (K)
qui représente f relativement a une certaine base de E.

Exemple 2.IV.— Soit f une forme bilinéaire symétrique sur E. Montrer
la formule :
dimKerf + rg(f) = n.

— En déduire que f est non dégénérée si et seulement si rg(f) = n.

Fixons une base # de E et soit A la matrice associée a f relativement a %. Intro-
duisons 1 I'endomorphisme de E dont A est la matrice associée relativement a %.
D’apres le théoreme du rang, on a:

dimKer # + dimIm u = dimE = n.

Mais comme Keru = Kerf (en vertu de la proposition 2.4) et dimImu = rg(A) =
rg(f) (car A est une représentation matricielle de I’endomorphisme u et de la forme
bilinéaire f en méme temps), il en résulte que :

dimKerf + rg(f) =n,

comme il fallait le prouver.

— Maintenant, f est non dégénérée veut dire (par définition méme) que Kerf = {0g};
ce qui équivaut a dire que dimKerf = 0. La formule précédente permet ainsi de
conclure que f est non dégénérée ssi rg(f) =n. m

— 16 —
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Exercices

Exercice 2.1. Soit f : R* X R? — R définie par :

X1 1)) _ X1\ [X2 2
, = -4 -4 10 Y|, R*|.
e a1
1. Vérifier rapidement que f est une forme bilinéaire symétrique sur
R?%.

2. Ecrire la matrice A représentant f relativement a la base canonique
du R-espace vectoriel R?.

3. Déterminer de deux facons différentes la matrice B représentant f
relativement a la nouvelle base % = (u;, u) de R?, avec :

ofjan-f)

(a) En utilisant la définition d’une matrice associée a une forme
bilinéaire relativement a une base donnée.

(b) En utilisant la formule de changement de base.

4. La forme bilinéaire symétrique f est-elle positive?
Exercice 2.2. Soit ¢ : R,[X] X R,[X] — R I'application définie par :
@(P, Q) = P(0)Q(0) + P()Q(1) + P(-1)Q(=1) (VP Q € Ry[X]).

1. Montrer que @ est un produit scalaire sur R,[X].

2. Ecrire la matrice associée a ¢ relativement a la base canonique de
Ry [X].

Exercice 2.3. Soit f : R?* X R*> — RR I'application définie par :
X1 U1
flx2| (v :=2x1p1 —4x2y2 — 2x3y5 — (X1y2 + X2y1) + 3 (X2y3 + X312) .
X3) \Ys

1. Vérifier rapidement que f est une forme bilinéaire symétrique sur le
R-espace vectoriel R°.

2. Déterminer Kerf.
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Exercice 2.4. Soient n un entier strictement positif et A une matrice réelle
symétrique de d’ordre n.

— Montrer que si la matrice A est définie positive alors sa matrice inverse
A1 est aussi (symétrique) définie positive.

Exercice 2.5. Soient E un R-espace vectoriel de dimension finie et (, ); et
(, )2 deux produits scalaires sur E.
— Montrer qu’il existe un unique automorphisme u de E pour lequel on
ait :

(X, y), =), y) (Vx,y € E).

cf ®

— 18 —
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Pour tout ce qui suit, on fixe K un corps commutatif, de caractéristique "
différente de 2, et E un K-espace vectoriel.

3.1 Forme quadratique associée a une forme bi-
linéaire symétrique

Définition 3.1.— Soit f une forme bilinéaire symétrique sur E. On ap-
pelle forme quadratique associée a f ’application :

(1). Celasignifie (grossierement parlant) que I'élément 2k := 1k + 1k est inversible dans
K. La division sur 2 (qui s'impose dans certaines formules) est donc possible dans K. De
toutes les fagons, les corps qui nous intéressent a ce niveau sont R et C (tous les deux
étant de caractéristique nulle, bien différente de 2).

19
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g: E - R
x = g0 = fxx)

Exemple 3.1.— Laforme quadratique associée au produit scalaire usuel
(, Yus de R", avec n € IN* (voir 'exemple 1.1II) est donnée par :

q: R*" - R
X1
N _ a2 A2 2 -
x=|: — q(x)-(x,x)us—x1+x2+---+xn
Xn

On reconnait le carré de la norme euclidienne de R” (notée || - ||;). Nous
généralisons ce phénomene plus loin en montrant que la forme quadra-
tique associée a n'importe quel produit scalaire (réel) de E est le carré d"une
norme (assez particuliere) de E.

Définition 3.II.— On appelle forme quadratique de E toute application
q : E = R tel qu'il existe une forme bilinéaire symétrique f sur E pour
laquelle on ait :

f(x,x) = q(x) (Yx € E).

Par définition méme, a toute forme bilinéaire symétrique de E est as-
sociée une unique forme quadratique sur E, mais ce qui n’est pas tout
a fait clair c’est I'inverse. On se demande explicitement si, étant donnée
une forme quadratique g sur E, celle-ci est associée a une unique forme
bilinéaire symétrique f de E. Et, dans l'affirmative, comment déterminer
f? Ceci est I'objet de la proposition suivante :

ProrosritioN 3.1.— Toute forme quadratique q sur E est associée a une unique
forme bilinéaire symétrique f sur E, qui est donnée par la formule :

oy =3y~ -q)  (xyeB. (D)

Démonstration.— Soit 4 une forme quadratique sur E et f une forme
bilinéaire symétrique sur E dont g est la forme quadratique associée. En
utilisant la bilinéarité et la symétrie de f, on a pour tous x,y € E :

gx+y) = f(x+yx+y)
fOx)+ fy) + f(y, )+ f(y,y)
q(x) +4(y) + 2f(x,y).

— 20—
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D’ot I'on tire : 1
feoy) =5 ([ +y) =909 = 4(y)),

ce qui est la formule requise pour f, confirmant en particulier son unicité.
La proposition est démontrée. u

On vient d’établir ainsi une correspondance bijective entre I’ensemble
des formes bilinéaires symétriques de E et 'ensemble des formes quadra-
tiques de E.

Définition 3.IIL.— Soit g une forme quadratique de E. On appelle forme
polaire associée a g, 'unique forme bilinéaire symétrique f dont g est la
forme quadratique associée. En vertu de la proposition 3.1, on peut définir

fpar:
E2 — R

xy) = floy) =3 @x+y) —40) —4(y) -
Remarque 3.1.— Il est a noter que d’autres formules exprimant la

forme polaire f associée a une forme quadratique donnée g de E, en fonc-
tion de g, existent. Parmi ces formules, la suivante :

1
feoy) =7 @x+y) —qx~-y).
La preuve de cette formule est laissée au lecteur.

Appellation 3.1.— Etant données g une forme quadratique de E et f sa
forme polaire, toute identité exprimant f en fonction de g s’appelle identité
de polarisation.

Définitions 3.IV.— Soit g une forme quadratique sur E.

1. Supposons que E est de dimension finie. On définit le rang de g, que
I’on note rg(g), comme étant le rang de sa forme polaire.

2. On dit que g est non dégénérée si sa forme polaire est non dégénérée.

3. On dit que g est définie si sa forme polaire est définie; c’est-a-dire si
elle vérifie la propriété :

Vxe€E: g(x)=0= x=0g.

4. On suppose pour ce qui suit que K = R.
— On dit que g est positive si sa forme polaire est positive; c’est-a-
dire si elle vérifie la propriété :

¥Yx€eE: g(x)>0.
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— On dit que g est définie positive si elle est a la fois définie et
positive; c’est-a-dire si elle vérifie la propriété :

¥x € E\ {0} : g(x) > 0.
— On dit que g est négative si elle vérifie la propriété :
¥YxeE: g(x)<0.

— On dit que q est définie négative si elle est a la fois définie et
négative; c’est-a-dire si elle vérifie la propriété :

Vx € E\ {0} : g(x) <0.

Remarque 3.II.— On montrera plus loin (voir le corollaire 4.6) que
lorsque K = R, une forme quadratique définie de E est nécessairement
ou bien définie positive ou bien définie négative. Cela résulte en fait de la
continuité d"une forme quadratique réelle dans un certain sens.

3.2 Reconnaissance rapide d’une forme quadra-
tique et détermination rapide de sa forme po-
laire (en dimension finie)

La reconnaissance rapide de1’expression d"une forme quadratique d'un
espace vectoriel de dimension finie ainsi que la détermination immédiate
de sa forme polaire sont établies dans la proposition suivante :

ProrosiTioN 3.2.— Supposons que E est de dimension finie n (avec n > 1)
et soient 8 = (eq,ey,...,e,) une base de E et q : E — K une application. Alors
q est une forme quadratique sur E si et seulement si I’expression

g(x1e1 + x0e3 + - - + x,€y) (x1,x2,...,x, € K)
est un polyndme homogene de second degré, i coefficients dans K, en xy, x, . . ., x, @,

c’est-a-dire de la forme :.
Z Lll']' xl-x]-,

1<i<j<n

(2). Un polynéme homogene de second degré, a coefficients dans K, en n variables
X1,..., %, est un polynome P € Klxy,...,x,], constitué de monémes qui sont tous de
méme degré égale a 2; il est donc forcément de la forme P(x1,...,x,) = Yi<ic j<n AijXiXj,
avec les a;; (1 < i < j < n) sont des éléments de K. Un tel polynome vérifie la formule
d’Euler : P(kx1, ..., kx,) = kK*P(x1,...,x,) (Vk,x1, ..., x, € K).
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oit les a;; (1 < i < j < n) sont des éléments de K.
— De plus, si tel est le cas alors la forme polaire associée a q est donnée par :

f: E — K

n

xy) +— f(x,y)=zanxiyi+% Z aij(xiyj+xj]/i)/

i=1 1<i<j<n

ou l'on a désigné par x1,xa, ..., Xy et Y1, Y2, ..., Y, les coordonnées respectives de
deux vecteurs x et y de E relativement a 2.

Démonstration.— Durant cette démonstration, on désigne par x1, x,,
.., Xp et y1, Y2, ..., Yy, les coordonnées respectives de deux vecteurs x et y
de E.

e (=) Supposons que g est une forme quadratique sur E et soit f sa forme
polaire. Alors pour tous x1,xy, ..., X, € K, on a en vertu de la bilinéarité et
de la symmétrie de f :

g(xi1er+ - +xqe,) = f(x1e1 + -+ x,€, X181 + - + X,€)

= Z f(ez-, e]-) xz-x]-

1<i,j<n

Z flei, e)x>+2 Z f(ei, ej) xix;,
i=1

1<i<j<n

qui est visiblement un polyndme homogeéne de second degré, a coefficients
dans K, en xq1, x5, ..., X,.

¢ (<) Inversement, supposons que g(xie; + x2ex + - - -+ x,e,) (X1, X2,..., X, €
K) est un polynome homogene de second degré, a coefficients dans KK, en
X1,X2,...,X,; que l'on peut donc écrire sous la forme :

g(xi1e1 + x2ex + - + x,€,) = Z Aij XiX;
1<i<j<n

(avec a;; € K pour tous 1 < i < j < n). En définissant alors f : E* — K par :

n

f(X, y) = Z aii XiYi + % Z ajj (xiy]- + x]-yz-) (VX,y S E),

i=1 1<i<j<n

on vérifie immédiatement que :

e f est une forme bilinéaire symétrique sur E,

—23__
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o f(x,x) =q(x) (Vx€E).
Par conséquent, g est la forme quadratique associée a la forme bilinéaire
symétrique f; autrement dit, g est une forme quadratique sur E et f est sa
forme polaire. Ce qui complete la preuve de la proposition. |

Définition 3.V.— Soient % une base de E et 4 une forme quadratique
de E. On définit la matrice associée a q relativement a %, que ’'on note M(g),
comme étant la matrice associée a la forme polaire de g relativement a .
Faisons remarquer que .Z4(q) est une matrice symétrique de .#,(K).

Exemple 3.IL.— Soit

q: R — R
X1
x=|x2| = g(x) = X7 + X120 + X1X3 + 200X3
X3

1. Montrer que g est une forme quadratique sur IR>.

2. Déterminer la forme polaire associée a g puis la matrice associée a g
relativement a la base canonique de R>.

Durant cette solution, on note par ¢ la base canonique de R® et on désigne par
t(x1, x2, x3) et {(y1, y2, y3) les coordonnées respectives de deux vecteurs x et y de R®.

1. Comme g(x) est visiblement un polynéme homogene de second degré (a co-

efficients réels) alors g est bien une forme quadratique sur R® (en vertu de la
proposition 3.2).

2. Soit f la forme polaire de 4. Pour déterminer 1’expression de f, on peut se
servir de la formule (3.1) :

fooy) =3ty ~a0 =qy)  (y R,

En suivant cependant cette démarche, les calculs a effectuer sont longs. En se
servant plutot de la proposition 3.2 (étant donné qu’on est en dimension finie),
la détermination de f est beaucoup plus immédiate. En effet, I’expression de

f(x,y) (x,y € R% s’obtient simplement en échangeant dans l’expression de
q(x) chaque x7 (1 < i < 3) par x;y; et chaque x;x; (1 < i < j < 3) par % (xiy]» + xjyi).
On obtient alors pour tous x,y € R3 :

1 1
fooy) =21+ 5 (x1y2 + X241) + 3 (x1y3 + x3y1) + (X235 + X3Y2) -

— La matrice associée a g relativement a la base canonique de R® est, par
définition, la matrice associée a f relativement a la méme base. En posant
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M (q) = M« (f) = (aij), <ijcyOna (d’apres la formule (2.1) et 1a définition des
coefficients 4;)) :

f(x,y)= Z a,-]-x,-y]-.

1<i,j<3

I1 suffit d’identifier cette formule avec la précédente pour déduire les valeurs
des coefficients a;; de 1a matrice M<«(g). On obtient au final :

Me(q) =

NI= N= =

= O NI

S = NI
|

Remarque 3.III.— Pour une forme quadratique réelle g d’expression
P(x1,xy,...,x,) relativement a une certaine base %4 de E (ou P est un
polyndme homogene de second degré, a coefficients réels), on vérifie
immédiatement que la matrice associée a g relativement a % est donnée

par:
1 9°P

Mgz(q) = ( ) .

1<i,j<n

E 83(1'8)(]'

. 2’P
La matrice ( T

) s’appelle la matrice hessienne de P; elle est définie
1<i,j<n

plus généralement pour toute fonction f : R” — R admettant des dérivées
partielles secondes. Si particulierement f est de classe 4 sur un certain
ouvert de IR" alors sa matrice hessienne (sur cet ouvert) est symétrique (en
vertu d’un théoréme de Schwarz).

3.3 Orthogonalité

Dans cette section, on fixe une forme bilinéaire symétrique f de E et on
note g la forme quadratique associée a f.

Définitions 3.VI.—

e On dit que deux vecteurs x et y de E sont orthogonaux par rapport a f
(ou par rapport a q) et on écrit x Ly (ouxL,y) si:

f(X, Y) = OIK
Cette méme propriété s’exprime aussi en disant que x et y sont f-

orthogonaux (ou g-orthogonaux). S'iln’y a pas d’ambiguité sur f (et g),
on dit simplement que x et y sont orthogonaux et on écrit x Ly.

25
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e Lorsqu’un vecteur x de E est orthogonal a lui méme, on dit qu’il est
isotrope. L'ensemble de tous les vecteurs isotropes de E s’appelle le
cone isotrope de E.

e Etant donnée une partie A de E, on appelle I'orthogonal de A par

rapport a f (ou par rapport a q) le sous-ensemble de E, noté A"/ (ou
A1), et défini par :

At :={x€E: f(x,y)=0g VyecA}.

Autrement dit, A"/ est I'ensemble des vecteurs de E qui sont f-
orthogonaux a tous les vecteurs de A.

S’il n’y a pas d’ambigiiité sur f (et q), on écrit A+ au lieu de A" (ou
A1),

Cas particuliers : On a :

E
Kerf.

0t = {()E}J-f
Ets

Dans la proposition qui suit, on établira quelques propriétés simples
mais importantes sur 1’orthogonal d’une partie d"un espace vectoriel.

ProrosiTiON 3.3.—
1. Pour toute partie A de E, I'ensemble A+ est un sous-espace vectoriel de E.
2. Pour tous A,Be Z(E),ona:

ACB=— B*Cc A"
3. Pour tout Ae #(E),ona:
A+ = Vect(A)™*.

4. Pour tout Ae Z(E),ona:
ACAH

(0l A** = (AY)Y).

Démonstration.—
1. Soit A une partie de E et montrons que A* est un sous-espace vectoriel
de E. Il s’agit de montrer que :

Vx,x' € At Va,a’ e K: ax+a'x € A*.

— 26—



B. Farar Chap 3. Formes quadratiques et orthogonalité

Soient x,x" € A* et @,a’ € K et montrons que (ax + a’x’) € A*. Pour tout
y € A, en utilisant le fait que f est bilinéaire puis le fait que f(x,y) =
f(x',y) =0k (car x,x’ € A*),ona:

flax+a'xX,y) = af(x,y)+a& f(X,y) = a-0x+«& -0g = Ok.

Ce qui montre que (ax + a’x’) € A+, comme on devait le prouver. Le sous-
ensemble A+ de E est donc bien un sous-espace vectoriel de E.

2. Soient A et B deux parties de E. Supposons que A C B et montrons que
B+ c A*.Pourtoutx€ E,ona:

x€B" < VyeB: f(xy) =0k
= VyeA: f(xy) =0k (puisque par hypothese A C B)
& xeA.

D’out I'implication «Vx € E: x € Bt = x € A* », équivalente a I'inclusion
requise B+ C A*.

3. Soit A une partie de E et montrons que A* = Vect(A)". L'inclusion triviale
A C Vect(A) entraine (en vertu de la propriété du point 2. de la proposition)
que Vect(A)" c A*. Il ne reste donc qu’a montrer l'inclusion dans l’autre
sens, qui est : AT C Vect(A)". Pour ce faire, soit x € A* et montrons que
x € Vect(A)". Le fait < x € A > signifie que x est f-orthogonal a tous les
vecteurs de A. Mais ceci entraine (en vertu de la bilinéarité de f) que x est
aussi f-orthogonal a toutes les combinaisons linéaires (a coefficients dans
K) de vecteurs de A; c’est-a-dire a tous les vecteurs de Vect(A). Ce qui
prouve que x € Vect(A)". L'inclusion A+ C Vect(A)" est ainsi démontrée.
D’ou I'égalité ensembliste requise A+ = Vect(A)™*.

4. Soit A une partie de E et montrons que A C A**. Soit donc x € A et
montrons que x € A**. Cela revient a montrer que x est orthogonal a
tous les vecteurs de A*. Ce qui équivaut a montrer (puisque la relation
< orthogonal a > est symétrique) que tout vecteur de A* est orthogonal a x.
Mais ceci est évident puisque (par définition méme de I'ensemble A*) tout
vecteur de A+ est orthogonal a tous les vecteurs de A et en particulier a x.
D’ot1 x € A** et l'inclusion A C A+ est ainsi démontrée.

La proposition est démontrée. u

3.4 Famillesetbases orthogonales pourune forme
bilinéaire symétrique

Dans cette section, on fixe sur E une forme bilinéaire symétrique f et
on désigne par q la forme quadratique qui lui est associée.
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Définition 3.VII.— Une famille .% de E est dite orthogonale pour f
(ou simplement orthogonale s’il n'y a pas d’ambiguité sur f) si pour tous
X,y €.%,avecx #y,ona:xLlsy. Autrement dit, si:

f(x,y) =0k (Vx,y € #, avec x #Y).

— Lorsqu’une base # de E est une famille orthogonale pour f, on dit que
2 est une base orthogonale de E pour f (ou simplement une base orthogonale
de E s’il n’y a pas d’ambiguité sur f).

— L’expression « orthogonale pour f = est quelquefois remplacée par I'une
des expressions suivantes : < orthogonale pour g >, « f-orthogonale >, < g-
orthogonale .

Lorsque E est de dimension finie, la détermination d’une base ortho-
gonale de E pour f est tres utile pour la simplification et la classification
de la forme bilinéaire symétrique f; heureusement d’ailleurs qu'une telle
base existe toujours!

TuEoREME 3.4.— Supposons que E est de dimension finie. Il existe alors au
moins une base orthogonale de E pour f.

Démonstration.— Pour avoir une meilleur rigueur mathématique dans
la démonstration qu’on va donner, nous reformulons le théoreme a démon-
trer ainsi :

Tout K-espace vectoriel de dimension finie (> 1) possede une base
orthogonale pour une forme bilinéaire symétrique donnée sur cet es-
pace.

Sans perte de généralité, supposons que la forme bilinéaire symétrique en
question est non identiquement nulle (sinon, toute base de 1'espace vec-
toriel en question est orthogonale et 1’énoncé est trivialement vrai). On
raisonne par récurrence sur la dimension d de 1’espace vectoriel en ques-
tion.

¢ Sid = 1. Dans ce cas, toute base de l’espace vectoriel en question convient.

e Soit d > 2 un entier. Supposons que 1’'énoncé ci-dessus est vrai pour tout
K-espace vectoriel de dimension (d—1) et toute forme bilinéaire symétrique
sur cet espace et montrons qu'il reste encore vrai pour tout KK-espace vec-
toriel de dimension d et toute forme bilinéaire symétrique sur ce dernier.
Soit donc & un K-espace vectoriel de dimension 4 et g une forme bilinéaire
symétrique non identiquement nulle sur &. Nous allons montrer (en trois
étapes) que & possede bien une base g-orthogonale.

1% étape : Montrons par l’absurde que & possede au moins un vecteur non

28—
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isotrope pour g (i.e., un vecteur u tel que g(u,u) # Ok). En supposant le
contraire (i.e., Yu € & : g(u,u) = Ok) et en utilisant (3.1), on a pour tous
X,y€&:

g(x,y) = %(g(x+y,x+y) - 806,x) — gy, y) = %(OIK — Ok — Ok) = Ok.

Ce qui contredit I'hypothése « g est non identiquement nulle ». Ainsi &
possede au moins un vecteur non isotrope pour g. Pour la suite, nous
fixons u € & tel que g(u, u) # Ok.
28me gtape : On introduit s := {u}*. On sait (d’apres le point 1 de la
proposition 3.3) que JZ est un sous-espace vectoriel de &. Nous allons
en dire plus sur /7. En introduisant

Su: & — K

X — gu(x) =g(x,u)’

qui est une forme linéaire non identiquement nulle de & (car g est une
forme bilinéaire de E et gy(u) = g(u,u) # Okx), ona:

H = {x €8: x1, u}
= {xed&: g(x,u)=0k}
= {xed&: gu(x) =0k}
= Ker g,.
Ainsi,  est le noyau d’une forme linéaire non identiquement nulle de &’;
c’est-a-dire que JZ est un hyperplan de &. D’our :
dimsZ = dim& -1=d - 1.

Par ailleurs, le fait que g(u,u) # Ok entraine immédiatement que 7 N
Vect(u) = {0,}. Ce qui montre que les deux sous-espaces vectoriels .77 et
Vect(u) de E sont en somme directe. Il résulte de cela que :

dim (47 & Vect(u)) = dim + dimVect(u) = (d — 1) + 1 = d = dimé&'.
D’ou1 'on conclut que :
@ Vect(u) = &.

Autrement dit, 77 et Vect(u) sont supplémentaires dans &'.

3%me gtape : comme dim.s# = d — 1 (voir la 2°™¢ étape) alors, d’apres notre
hypothése de récurrence, il existe une base (ey, ..., e;-1) de 5, orthogonale
pour la forme bilinéaire symétrique g,» de . En se servant du fait que
€ et Vect(u) sont supplémentaire dans & (établi a la 2°™¢ étape) et de la
définition méme de 7, il en résulte que (ey, ..., e4_1, u) est une base de &,

orthogonale pour g. Le K-espace vectoriel & possede donc au moins une
base g-orthogonale. Ce qui acheve cette récurrence et cette démonstration.m
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3.5 L’intérét d’une base orthogonale

Supposons que E est de dimension finie, notée n (n € IN*) et fixons-nous
une forme bilinéaire symétrique f sur E et une base # = (e, ey,...,e,) de
E, orthogonale pour f. Pour tous i,j € {1,2,...,n}, posons a;; = f(e;, e).
Comme Z est f-orthogonale, on a a;; = O pour tous ,j € {1,2,...,n} tels
que i # j. La matrice associée a f relativement a # s’écrit alors :

a1 (0)
M%(f) = .. ’
(0) fun

qui est visiblement diagonale. Nous retenons donc que :

La matrice associée a f relativement a une base f-orthogonale est une
matrice diagonale.

Nous pouvons donc reformuler le théoreme 3.4 de la facon remarquable
suivante :

Toute forme bilinéaire symétrique d’un espace vectoriel de dimension finie
est diagonalisable ®.

Ce résultat éclaire la différence qu'on a avec la réduction des endomor-
phismes (étudiée en Algebre 3) qui ne se limite pas a la diagonalisation, vu
que celle-ci n’est pas toujours possible.

Inversement, il est facile a montrer que si la matrice associée a f rela-
tivement a une certaine base %’ de E est diagonale alors %’ est une base
f-orthogonale.

3.6 Familles et bases orthonormées

Dans cette section, une forme bilinéaire symétrique f sur E est fixée.

Définition 3.VIIL.— Une famille .# de E est dite orthonormée pour f
(ou simplement orthonormée s’il n’y a pas d’ambiguité sur f) si pour tous

X,y €. #,0na:
|1k six=y
fooy) = {O]K six#y

(2). C’est-a-dire représentable par une matrice diagonale.



B. Farar Chap 3. Formes quadratiques et orthogonalité

— Lorsqu’une base # de E est une famille orthonormée pour f, on dit que
2 est une base orthonormée de E pour f (ou simplement une base orthonormée
de E s’il n’y a pas d’ambiguité sur f).

— En désignant par g la forme quadratique associée a f, I'expression
< orthonormée pour f > est quelquefois remplacée par1'une des expressions
suivantes : « orthonormée pour g », < f-orthonormée », < g-orthonormée ».

Remarques 3.IV.—

1. Toute famille f-orthonormée de E est (a fortiori) une famille f-
orthogonale.

2. Si E est de dimension finie, notée n (n € IN*), et Z = (ey,e,,...,€,)
est une base orthonormée de E alors la matrice associée a la forme
bilinéaire symétrique f de E relativement a % est :

May(f) = (f(ei’ ej))lsi,an - (6if)1si,j3n =L

3. Méme lorsque E est de dimension finie, 1'existence d"une base ortho-
normée de E n’a pas toujours lieu.

Exemple 3.III.— Prenons K = R et supposons que E est de dimension
finie, notée n (n € IN"), et que f constitue un produit scalaire sur E. Montrer
que E posseéde une base orthonormée pour f.

Considérons une base f-orthogonale (uj, uy,...,u,) de E (I'existence d’une telle
base est garantie par le théoréme 3.4). Comme f est définie positive (car c’est un
produit scalaire de E), on a pour touti € {1,2,...,n}: f(u;, u;) > 0. Posons pour tout

1€{1,2,...,n}:
u;

\Y f(ui/ ui) '

D’une part, il est évident que la famille (e, ey, . . ., e,) (tout comme (uy, uy, ..., u,)) est
une base de E. D’autre part, en se servant de la bilinéarité de f et de 1’orthogonalité
de la famille (u;, uy,...,u,), on a pour tous i, j€{1,2,...,n}:

e; =

‘ W 1 0 sii#]j

(i/ '): e 4 ] ): (i/ ):{ -'_],
fleve) f[\/f(ui,ui) Vf(uj,u)) \/f(ui,ui)f(u]-,u]-)fu Y 1 sii=j
2(51']'.

Ce qui montre que la base (e, ey, ..., e,) de E est f-orthonormée. Le R-espace vecto-
riel E posseéde donc bien une base f-orthonormée. m

Lorsque E est de dimension finie, les méthodes de détermination de
bases orthogonales ou orthonormées (pour un produit scalaire par exemple)
de E seront détaillées dans les chapitres a venir.
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Exercices

Exercice 3.1. Soit q : R> — R I'application définie par :

X1 X1
gl{x2|| == (1 +x2 + x3)(x1 + 3x2 + 5x3) Vx, | e R?|.
X3 X3

1. Montrer que g est une forme quadratique sur IR>.

2. Déterminer la forme polaire associée a g.

3. Déterminer la matrice associée a g relativement a la base canonique
de R® puis le rang de 4.

Exercice 3.2. Soit :

7:R[X] — R
P +— q(P):=|P@)

(ou1 i désigne le nombre complexe V-1).
1. Montrer que g est une forme quadratique positive sur R,[X].

2. Cette forme quadratique g est-elle définie positive? Justifier votre
réponse.

3. Déterminer la forme polaire associée a g puis la matrice associée a g
relativement a la base canonique de R[X].

4. Soit P(X) := X> + X + 1.
— Déterminer {P}* et sa dimension.

Exercice 3.3. On note E := €°([0, 1], R). Soit :

g:E — R
f o [ FEFQ-x)dx.

1. Montrer que g est une forme quadratique sur E tout en précisant la
forme polaire qui lui est associée.

2. Cette forme quadratique g est-elle positive ? Justifier votre réponse.
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Exercice 3.4. Le R-espace vectoriel R® est muni de la forme quadratique g
définie par :

X1 X1
gll|] = 2+ -x3 Ylx, | e R®|.
X3 X3

Soit H le plan d’équation : x; + x, + x3 = 0.
1. Déterminer H+ puis H**. Que constatez vous?

2. Déterminerl’ensemble des vecteurs isotropes pour g tout en précisant
sa nature géométrique.

Exercice 3.5. Soit g la forme quadratique réelle de R?, définie par :

x
q(X) := x* — dxz — 4yz VX =|y|eR®
z

et (Z) (t € R) le plan vectoriel de R® d’équation :
tx+y+z=0.

1. Montrer que g est non dégénérée.

2. Déterminer les valeurs de t pour lesquelles (£%) contient un vecteur
g-isotrope non nul.

3. Déterminer les valeurs de t pour lesquelles la restriction de g a (%)
reste non dégénérée.

Exercice 3.6. Soient 7 un entier strictement positif et A une matrice sy-
métrique de .#,(IR). On considere I'application g : R" — IR, définie par :

3?1 X1 Xo ... Xy -
X

g(X) = |2 A vx = | |er|.
. x,

1. Montrer que g constitue une forme quadratique sur IR” tout en expli-
citant sa matrice associée relativement a la base canonique de R".

2. Déterminer la condition sur A pour laquelle g est non dégénérée.

3. Déterminer la condition sur A pour laquelle g est définie positive.
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Exercice 3.7. Soient K un corps commutatif et E un K-espace vectoriel
muni d"une forme bilinéaire symétrique f.
— Montrer que toute famille f-orthonormée de E est libre.

Exercice 3.8. Soient K un corps commutatif et E un K-espace vectoriel de
dimension finie, muni d'une forme bilinéaire symétrique f.

1. Montrer que pour tout sous-espace vectoriel F de E, on a :
dimF + dim F* > dim E.
Utiliser I'application linéaire
Y: E — F
x — file’

ou pour tout x € E, f, € E* est définie par

fir E - K
y = foy)

2. En déduire que si f est définie alors on a pour tout sous-espace
vectoriel F de E :
FOF =E et F**=F

Exercice 3.9. Soient K un corps commutatif, E un K-espace vectoriel de
dimension finie et f une forme bilinéaire symétrique sur E. On admet le
théoréme suivant :

Théoreme. Pour tout sous-espace vectoriel F de E, on a

dim E = dim F + dim F* — dim (F N Kerf).

— Montrer que pour tout sous-espace vectoriel F de E, on a
F+* = F + Kerf.

Exercice 3.10. Soient E := ¢°([0, 1], R) et (, ) le produit scalaire sur E défini
par:
1
(9= [ fogmdr  (/fgeb
0

On note par & 'ensemble des fonctions polynomiales sur [0, 1].
— Montrer que &+ = {0g}.
Utiliser le théoreme de Weierstrass suivant :
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Théoreme (Weierstrass). Pour toute fonction continue f sur [0,1], il
existe une suite de polynomes (P,), o qui converge uniformément vers
fsur[0,1].

G ®
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Pour tout ce qui suit, on se donne un corps commutatif K, de ca-
ractéristique V) différente de 2, et un K-espace vectoriel E de dimension
finie, notée n (avec n € IN"). On se donne aussi une forme quadratique g

(non identiquement nulle) sur E.

4.1 Réduction de Gauss des formes quadratiques

Au théoreme 3.4, on a vu que le K-espace vectoriel E possede au moins
une base g-orthogonal etau § 3.5, ona expliqué quesi & = (uy, uy, ..., u,) est

(1). Cela a été déja expliqué dans la premiere note d’en bas de page du chapitre

précédent.
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une telle base alors la matrice associée a g relativement a & est diagonale. Si
’on désigne cette matrice par D = diag(A4, Ay, ..., Ay) (avec A, Ay, ..., A, €
K), on a donc pour tout x = x3u; + x;up + -+ -+ x,u, € E:

g(x) = Ax3 + Aoxg + -+ + A

Une telle écriture de g (i.e., une combinaison linéaire de carrés de formes
linéaires, K-linéairement indépendantes) s’appelle réduction (ou réduite) de
q.

En partant de I’expression de g relativement a une base quelconque
de E, on va établir dans ce qui suit un algorithme efficace (dt a Gauss)
permettant d’obtenir (en un nombre limité d’étapes) une réduite de q.

Soit # = (e, e, ...,e,) une base de E. D’apres la proposition 3.2, I'ex-
pression de g relativement a # s’écrit (pour tout x = x;e; +x,e,+- - -+x,e, €

E,avecxy,xp,...,x, € K):
q(x) = Z aijXiXj,

1<i<j<n

ou les a;; sont des scalaires (i.e., € K). L'algorithme de Gauss pour réduire
g est un procédé récurrent. Il montre principalement la démarche a suivre
pour écrire g(x) (x € E) comme combinaison linéaire d'un carré d’une forme
linéaire et d’un polyndme homogene de second degré en (n — 1) autres
formes linéaires. Le reste est claire : il suffit de réitérer ce procédé autant
de fois que nécessaire jusqu’a écrire g(x) comme combinaison linéaire de
carrés de formes linéaires. L'algorithme assure 1'indépendance linéaires
des formes linéaires qui apparaissent en chaque étape; il assure donc en
particulier I'indépendance linéaire des formes linéaires qui apparaissent
a la réduction finale. Ces dernieres formes linéaires peuvent donc étre
considérées comme des coordonnées relatives a une nouvelle base de E.
Celle ci sera justement la base orthogonale correspondante a la forme
réduite de g en question.

4.1.1 Description de I’algorithme de Gauss

e S5i n = 1. Dans ce cas, la forme quadratique g est déja réduite et il n'y a
rien a faire.

e Supposons pour la suite que n > 2. On distingue les deux cas suivants :
1¢ cas : (si les a; ne sont pas tous nuls).
Quitte a permuter @) les coordonnées X1,X2,...,Xy, ON peut supposer que

(2). Une permutation des coordonnées correspond a une permutation des vecteurs de
la base de E en question.
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a1 # 0. On écrit alors g(x) (x = x;e; +xe, +- - -+ x,e, € E) comme polyndme
de second degré en x; (a coefficients dans Klxy, x3,...,x,]), puis on le
mettra sous sa forme canonique. Plus précisément, on a pour tout x =
xX1e1 + xoey +---+x,e, € E:

_ 2
qg(x) = anx;+ Z ayjx1X; + Z a;iXX;

2<j<n 2<i<j<n
_ 2
= anxy+ Z&lljx]‘ X1+ Z aijXiXj
2<j<n 2<i<j<n
2 ].
= anyxt LZ_ Z a1jxXj|xX1p + Z aijXiX;
5 jzn 2<i<j<n
2 2
+ L ! +
= anl|x + — Za--x- —|=— Zal-x- Z aA;iX;X;.
2ayp = 201y & ™ —
2<j<n 2<j<n 2<i<j<n

En posant :
1
Ll(xl,xz, .. .,xn) =X+ g Z ayjx;
2<j<n
(qui est I'expression d’une forme linéaire sur E), il vient que :
_ 2
q(x) = a1 Li(x1, %2, ..., Xn)" + Z bijxix;,

2<i<j<n
pour certains b;; € K (s’exprimant en fonction des 4;;).
Remarquer que l'expression ), ;. <, bijxix; est un polynome homogene de
second degré en les (n — 1) coordonnées x5, x3, . .., X;.
2 cas : (Si les a;; sont tous nuls).

Comme g est non identiquement nulle, I'un au moins des a;; (i # j) est non
nul. Quitte a permuter les coordonnées x1, xy, . . ., x,, on peut supposer que
a1 # 0. On a alors pour tout x = xje; + xpep +--- +x,e, € E:

q(x) = appx1x + Z A;jXiX;.
1<i<j<n
(i,)#(1,2)

En effectuant le changement de coordonnées ¥ :

X1=Y1+ Y2
Xo =Y1— Y2 ’
Xi =Y (pour 3 <i<mn)

(3). Un changement de coordonnées correspond a un changement de base.
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on obtient :

g(x) = ﬂlzy% - au}/ﬁ + Z bij]/z‘]/j,

1<i<j<n
pour certains b;; € K (s’exprimant en fonction des 4;;).
On se ramene ainsi au premier cas avec les nouvelles coordonnées y1, o, . . .,

Yn-

Conclusion : La procédure de ci-dessus (c’est-a-dire celle du premier cas
ou bien celle du second cas suivie de celle du premier) aboutit a 1’écriture
de g(x) comme combinaison linéaire d'un carré d’une forme linéaire L; sur
E et d'un polyndme homogene de second degré en (n — 1) formes linéaires
Ly,Ls,...,L,sur E (avec Ly, Ly, ..., L, sont K-linéairement indépendantes).
L’itération de ce procédé finit par obtenir la réduction recherchée.

Nous illustrons 'algorithme de Gauss avec I'exemple suivant :

Exemple 4.1.— Déterminer une forme réduite de Gauss de la forme
quadratique g de R*, définie par :

(X) := X7+ 25 + x5 + X5 + 2x1%0 + 2x1X3 + 2X1 X4 (Vx = f(xx1, X2, X3, x4) € RY).
— En déduire une base orthogonale de R* pour 4.

On est dans le 1°F cas de l'algorithme de Gauss (puisque a;; = 1 # 0). Pour tout
x = (x1,x2,x3,x4) € R ona:
R S S
gx) = x7+x5 + x5+ x5+ 2x100 + 2x01X3 + 2x1X4
2 2.2 .2
= X2+ (220 + 2x3 + 2x4) X1 + (x2 +22 + x4)
= 2 2,2 0.2 .2
= (r+@(2+x3+x4)" —(x2+x3+x0)" + X5+ x5+
= (+x+x+ x4)2 - (x% + x§ + xi + 2x5x3 + 2x0x4 + 2X3X4) + x% + x§ + xﬁ
= (X1 + X2 + X3 + X4)2 - 2X2X3 — 2X0X4 — 2X3X4.
En posant:
Y1 =X1 + X2+ X3+ Xg
yi=x; (pouri=223,4) ’
il vient que :
— .2 ’
909 = y1 = 4' (Y2, Y3, y4),

avec
9 (Y2, Y3, Ya) := 2Y2y3 + 212Ya + 2Y3Ya (Vy2, ¥3,v4 € R).

L’expression ¢’ définit clairement une forme quadratique de R®. Pour 4, on est
dans le 2" cas de 1’algorithme de Gauss. Comme le suggére la procédure de Gauss,

posons :
Yo =2p+23
Y3 =23 —23
Y4 =24
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On a alors pour tous 12, ¥3, ys € R:

T2 y3,ys) = 2(z5-23) + 220 +23)z4 + 220 — 23)24
q"(22,23,24),

avec
q"(z2,23,24) == 22% - 22§ + 47524 (Y22, 23,24 € R).

L’expression de " définit une forme quadratique de IR® et se situe visiblement dans
le premier cas de I’algorithme de Gauss. En suivant la procédure de Gauss pour q”,
on a pour tous z,z3,z4 € R:

2 (z% + 22224) — 22%

q"(22,23,24)

2 {(zz + 24)2 - zﬁ} - 22§

2(zp + 24)2 - 22% - ZZi.

En remontant, il vient que :
q(X) = 12 = 2 (zo + z4)* + 223 + 222,

Il ne reste qu’a poser :

L1=y1 = X1+X2+Xx3+X4
2t Y3 Xo + X3
L2=Zz+Z4=y Y +y4 = T+X4
2~ Y3 Xy —Xx3
P 7l B} B
Ly=z4=1y, = X4

pour avoir :

—72 2 2 2
q(x) = L2 =212 + 212 + 212,

qui représente une forme réduite de Gauss pour q.

— Désignons par % la base de R* qui correspond a cette forme réduite de g; c’est-
a-dire la base de R* dont les coordonnées de tout X = ‘(x1,x2,x3,x4) € R* sont
L(X) = {(L1(X), L2(X), L3(X), Ls(X)). Désignons aussi par P la matrice de passage de la
base canonique de R* vers %. On a donc pour tout X € R*:

X = PL(X).

L’expression de X en fonction de L(X) permet ainsi d’en tirer immédiatement P, puis
2. Partant des expressions ci-dessus des L; en fonction des x; (1 < i < 4), les calculs

donnent :
x1=L1—2L,+ L4
X2=L2+L3—L4
X3=L2—L3—L4
x4 =1Ly
D’ou
1 -2 0 1
0 1 1 -1
P=lp 1 -1 1|
0O 0 0 1
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Enfin Z = (uy, up, us, uy), avec:

qui est nécessairement g-orthogonale. B

4.2 Une méthode alternative matricielle pour
réduire une forme quadratique

Supposons donnée une forme quadratique g sur E dont la matrice
associée relativement a une certaine base de E est désignée par A (A €
A,(K), symétrique). Réduire g revient a trouver une matrice P € GL,(KK)
telle que la matrice produit 'PAP soit diagonale. Pour déterminer une telle
matrice P, on se base sur les faits suivants :

— Multiplier une matrice M € .#,(K) par une matrice P = (p;), <ijen €
M, (KK) a droite (c’est-a-dire former la matrice MP) revient a modifier
les colonnes de M en changeant chacune d’elles par une certaine
combinaison linéaire de toutes les colonnes. Plus précisément, la /*m¢
colonne C; de M (1 < i < n) sera changée par Y_;_; pxCr.

— Multiplier une matrice M € .#,(K) par une matrice Q = (i), <ijen €
A,(K) a gauche (c’est-a-dire former la matrice QM) revient a modifier
les lignes de M en changeant chacune d’elles par une combinaison
linéaire de toutes les lignes. Plus précisément, la i*™¢ ligne L; de M
(1 < i < n) sera changée par }.;_; giLr. En prenant Q = ‘P (avec
P = (py), <ijen € A,(K)), on en déduit que la matrice ‘PM s’obtient
en changeant chaque #*™¢ ligne L; de M (1 < i < n) par Y ;_; PriLk. On
voit alors que les transformations M — MP et M — 'PM se réalisent
par les mémes combinaisons linéaires, sauf que pour la premiere
transformation, ces combinaisons linéaires agissent sur les colonnes
de M alors que pour la seconde, elles agissent sur les lignes de M.

1 résulte de ces deux faits qu’étant donnée A € .#,(K), symétrique, une
matrice du type 'PAP (P € GL,(K)) s’obtient en changeant les colonnes de
A par des combinaisons linéaires de toutes les colonnes de A, puis les
lignes de la matrice obtenue par les mémes combinaisons linéaires ) des

(4). Toute combinaison linéaire (resp. ensemble de combinaisons linéaires) de colonnes
doit étre suivi(e) d’une combinaison linéaire (resp. ensemble de combinaisons linéaires)
identique(s) de lignes.
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lignes de cette matrice. On peut bien entendu inverser ces manipulations
en commencant par transformer les lignes de A puis les colonnes de la
matrice qui en résulte. Pour avoir P € GL,(K), il faut veiller a ce que
les combinaisons linéaires utilisées définissent un automorphisme de K".
En pratique, ces procédures seront répétées jusqu’a I’aboutissement d"une
matrice diagonale. Par ailleurs, pour récupérer la matrice P (qui fait que
'PAP soit diagonale), il suffit d’appliquer a la matrice identité I, toutes
les transformations de la procédure concernant les colonnes (les colonnes
seulement ©'!). Cette méthode matricielle de réduction des formes quadra-
tiques est illustrée d’abord par I’exemple suivant :

Exemple 4.I1.— Réduire la forme quadratique g de IR*, définie par :
g(x) 1= x5 + 235 + 3x3 + 221X + 2xx3 + 4x3x4

(Vx = (x1, %2, x3,x4) € R*) et déterminer une base orthogonale de R* pour
g P

q.

La matrice associée a g relativement a la base canonique de R* est :
1100
1210
A=lo 1 3 2f
0 0 20
La méthode matricielle décrite ci-dessus, visant a trouver une matrice diagonale
congruente a A, est constituée des étapes suivantes :
1100 1000 1100 10 0 0
1210 01 0 0] Lo=ly-Li {0 1 1 0 01 00
013 2 0 010 - 01 3 2 0 010
0 020 0 0 01 0 020 0 0 01
A 14
10 00 1 -1 00
-GG [0 1 1 0 0 1 00
— |01 3 2 0 0 10
0 020 0 0 01
1 0 00 1 -1 00
Li»L-L [0 1 1 0 0O 1 0 0
— 0022 0 0 10
0 0 20 0 0 01
10 00 1 -1 1 0
G-G-C [0 1 0 0 0O 1 -1 0
— oo 22 00 1 0
0 0 20 0 0 0 1

(5). Enappliquantal, toutesles transformations concernant les colonnes (et uniquement
celles-ci), I, se transforme en I,P = P. Ce qui permet de récupérer la matrice P.
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1 00 O 1 -1 1 0
LimLa-ls 010 O 0 1 -1 0
00 2 2 0 0 1 0
0 00 -2 0 0 0 1
1 0 0 O 1 -1 1 -1
C—~Ci—C; [0 1 0 O 0 1 -1 1
— foo 2 o0 0 0 1 -1
0 00 -2 0o 0 0 1
10 0 O 1 -1 1 -1
En posant D := 8 (1) g 8 = diag(1,1,2,-2) et P := 8 é _11 _11 , on a alors
00 0 -2 0O 0 0 1
!PAP = D. Une base g-orthogonale % de R* est constituée des vecteurs colonnes de
1 -1 1 -1
P; soit # = (u1, uz, us, ug), avec u; = 8 , Uy = (1) , Uz = _1 etuy = _11 . En outre,
0 0 0 1
pour tout y = yuy + yous + yaus + yaus € R (y1, 12, v3,y4 € R), on a:
q(y) = i +¥3 + 203 — 2y,
ce qui est une forme réduite de 5. m

Remarque 4.1.— Parfois la méthode matricielle décrite ci-dessus né-
cessite un grand nombre d’étapes; c’est le cas par exemple des formes
quadratiques dont la réduction de Gauss présente un second cas de 1'al-

gorithme. Essayons par exemple de traiter 1'exemple 4.1 par la méthode
matricielle :

La matrice associée a g relativement a la base canonique de R* est

1 1
1 0
A=l 1
1 0

SO
—O O

La méthode matricielle visant a réduire g est alors constituée des étapes suivantes :

Ly—Ly~Ly

1111 1000y 22270 (1 1 1 1 100 0

1100 01 0 0| LioL-L |0 0 -1 -1 0100

101 0 0010 — |0 -1 0 -1 0010

10 0 1 000 1 0 -1 -1 0 0001
A I4

ezee 1 0 000 1 -1 -1 -1

C,—Ci-C; |0 0 -1 -1 o 1 0 0

— 10 -1 0 -1 00 1 o0

0 -1 -1 0 0 0 0 1
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1 0 0 O 1 -1 -1 -1
Lo=lasls [O 1 -1 O] [0 1 0 0]
0o -1 0 -1 0O 0 1 O
0 -1 -1 0 0O 0o o0 1
1 0 0 O 1 0 -1 -1
C24>_C2;C3 [0 2 -1 0] [0 1 0 0]
0 -1 0 -1 0 -1 1 0
0O 0 -1 0 0O 0 0 1
1 0 0 O 1 0 -1 -1
L3—>£>+L2 [0 2 -1 O] [O 1 0 0]
00 -1 -2 0 -1 1 0
00 -1 0 0O 0 0 1
1 0 0 O 1 0 -2 -1
C5-2C3+C [O 2 0 0] [0 1 1 0]
00 -2 -2 0 -1 1 0
00 -2 0 0O 0 0 1
1 0 0 O 1 0 -2 -1
Ly—Ly=Ls [O 2 0 0] [0 1 1 OJ
— |10 0 -2 -2 0 -1 1 0
00 0 2 O 0 0 1
1 0 0 O 1 0 -2 1
Ci2Ca-Cs [0 2 0 O] [0 1 1 —1]
0 0 -2 0 0o -1 1 -1
00 0 2 0O 0o o0 1

0 -2 1

1
En posant D := diag(1,2,-2,2) et P := [8 _11 % :%], on a alors ‘PAP = D. La
0

0o 0 1
famille & = (uy, uy, us, uy), constituée des vecteurs colonnes de P, est donc une base
g-orthogonale de IR* et on a pour tous 1,2, ¥3, 4 € R:

qy1u + Yoz + yaus + yaus) = 3 + 212 — 243 + 232,

ce qui est une forme réduite de 5. m

Un important commentaire. Dans la procédure matricielle ci-dessus, il est
a noter que la 3*™¢ transformation L, — L, — L suivie de son analogue

C; — G, — Cs n’ont pour objectif que d’avoir le second coefficient diagonal
de la matrice en cours de transformation non nul.

4.3 Equivalence des formes quadratiques

Définition 4.1.— Soient g et ' deux formes quadratiques de E. On dit
que g et g4’ sont équivalentes, et on écrit g ~ ¢’, sil existe un automorphisme
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u de E tel que I'on ait pour tout x € E :

q'(x) = q(u(x)).

Autrement dit, g et ' sont équivalentes si elles sont représentées par un
méme polyndme homogene de second degré relativement a deux bases
(distinctes ou confondues) de E.

Remarques 4.I1.—

— Deux formes quadratiques g et ¢° de K" sont équivalentes signifie
qu’on peut passer de 1’expression de 1'une a 1’'expression de 'autre
en effectuant un changement de coordonnées (c’est-a-dire un change-
ment de variables linéaire et bijectif). Plus explicitement, g ~ g’ signi-
fie qu'il existe des formes linéaires Ly, L, . .., L, de K", K-linéairement
indépendantes, tel que 1’on ait pour tout X € K" :

7 (X) = q(L1(X), Lo(X), . . ., Lu(X)).

— Etant données g et g deux formes quadratiques de E, il est immédiat
que g et g’ sont équivalentes si et seulement si leurs matrices associées
(relativement a une certaine base de E) sont congruentes.

— La relation binaire ~ (sur ’ensemble des formes quadratiques de E)
constitue une relation d’équivalence.

Exemple 4.II.— Soient g1, 4, et g3 les trois formes quadratiques réelles
de R?, définies par:

nX) =2y, pX):=xy et 3(X) =22+ (VX = (;) € ]Rz).

— Montrer que gq; est équivalente a g, mais que g; n’est pas équivalente a
q3-

X

Pour t t(
our tout |,

)ele,ona:

2y = =a((HY)

=
=
—
j—
= =
S—
S—
Il

Ainsi, en définissant :
u: R2 — R?

X x+y\,
(y) — (x - y)
qui est visiblement un automorphisme de R?, on a bien g;(X) = g2(u(X)) (VX € R?).

Ce qui montre que g; et g, sont équivalentes.

— En revanche, q; et g3 ne sont pas équivalentes puisque g3 est positive alors que g;
ne l'est pas.

— 45 —
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Dans ce qui suit, nous allons classifier les formes quadratiques de E
modulo la relation d’équivalence ~. Nous étudions plus précisément les cas
K = CetK = R et nous établissons pour chacun des deux un critere simple
caractérisant I’équivalence. Bien que l'étude de 1’équivalence des formes
quadratiques est toute simple pour le cas complexe, elle I’est moins pour le
casréel, puisqu’ellen’a été clarifiée qu’en 1852 par le mathématicien anglais
J.J. Sylvester. Quant au cas rationnel (i.e., K = Q), il est beaucoup plus
difficile que les deux derniers et dépasse d’ailleurs de loin le cadre que nous
avons réservé a ce polycopié. Ce cas, qui reléve en fait de l'arithmétique,
a maintenant révélé ses secrets grace au remarquable théoreme de Hasse-
Minkowski.

4.3.1 Equivalence des formes quadratiques complexes

Dans toute cette sous-section, on prend K = C.

TuforeEME 4.1.— Soit q une forme quadratique sur E, de rang noté r. 1l existe
alors une base (v1,Vy,...,Vv,) de E tel que I'on ait pour tout x = x1vy + XV +
-+ +x,v, € E (avec x1,x,,...,x, € C) :

2
e

gx) =23+ + - +x

Démonstration.— Soit & = (u;, uy, ..., u,) une base de E, orthogonale
pour g ('existence d’une telle base est garantie par le théoréme 3.4). La
matrice associée a q relativement a cette base est D = diag(Ai, A, ..., A,),
avec A; := g(u;) € C pour tout i € {1,2,...,n}. Le rang de q (noté r), qui est
égale aurang de D, est donc égale au nombre des A; (1 < i < 1) qui sont non
nuls. Quitte a permuter les vecteurs u; (1 < i < n) delabase &, on peut donc
supposer que A; # 0pouri=1,2,...,ret A; = 0 pour r <i < n. Moyennant
cette supposition, on a D = diag(Ai, Az,...,A,,0,0,...,0). Par suite, en
désignant respectivement par VA1, VA,, ..., VA, des racines carrés des
nombres complexes A, A, ..., A, et en considérant la nouvelle base

1
(V1/v2/"'/v1’l): (\/— U, —(— \/— uy,..., \/—unur+1/ur+2/ "/un)

de E, on a pour tout x = x3v; + x,vp +--- +x,v, € E (avec x,xp,...,%, € C):

q(x) =4q (x1v1 +XoVp + - e+ xnvn)

T XUt + XpipUpyp + 000 xnun)

R ra A

— 46—
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Le théoréme est démontré. ]

Du théoreme 4.1 résulte le corollaire suivant qui caractérise I'équivalence
des formes quadratiques complexes.

CoROLLAIRE 4.2.— Deux formes quadratiques de E sont équivalentes si et
seulement si elles ont le méme rang.

Démonstration.— Soient g et g° deux formes quadratiques de E.

e Supposons que g ~ q’. Les matrices associées a g et g’ (relativement a une
certaine base de E) sont donc congruentes; ce qui entraine qu’elles ont le
méme rang (voir la remarque 2.11I). Autrement dit : rg(q) = rg(q’).

e Inversement, supposons que rg(q) = rg(q’) et désignons par r le rang
commun a q et g'. D’apres le théoreme 4.1, il existe deux bases (v;),.;,
4 : i j—
et (v;)lsiSn de E tel que l'on ait pour tout x = x3vq + xovp + -+ + x,v, =
! xy! ! <y ! x5! ’ / 4 .
X1vy + x5V + -+ x,v, € E (avec x1,Xa, ..., Xy, X7, X5, .., X, €C)
gx) = XB+xg++x
gx) = xPF+x7+-+x7
Ce qui montre que g et 4’ sont représentées par un méme polyndme ho-

mogene de second degré (relativement aux bases (vi) <, et (v),_,_, res-
pectivement). D’ot1 I'on conclut que g ~ g4’. Le corollaire est démontré. m

4.3.2 Equivalence des formes quadratiques réelles

Dans toute cette sous-section, on prend K = R.

TuforEME 4.3 (LE THEOREME DE SYLVESTER).— Soit q une forme quadra-
tique sur E, de rang noté r. Il existe alors une base (v1,Vy,...,v,) de E et
un couple (p,m) € IN?, vérifiant p + m = r, tel que l'on ait pour tout x =
X1V1 + XoVy + -+ + x,v, € E (avec x1,%3,...,%, € R) :

2 a2 a2 a2 a2 .2
) = X7+ x5+ X, =X — X, Xy

De plus, le couple (p, m) est le méme pour toutes les bases de E jouissant de la méme
propriété. Autrement dit, (p, m) dépend uniquement de la forme quadratique q.
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Démonstration.—
e Existence de la base (v, vy, ..., v,) de E et du couple (p, m) : (facile)

Soit & = (uj,uy,...,u,) une base de E, orthogonale pour g (I'existence
d’une telle base est garantie par le théoréme 3.4). La matrice associée a g
relativement a cette base est D = diag(A4, Ay, ..., Ay), avec A; = g(u;) € R
pour touti € {1,2,...,n}. Lerang r de g, qui est égale au rang de D, est donc
égale au nombre des A; (1 < i < n) qui sont non nuls. Quitte a permuter
les vecteurs u; (1 < i < n) de la base &, on peut donc supposer que A; # 0
pouri=1,2,...,ret A; = 0 pour r < i < n. Moyennant cette supposition,
onaD = diag(Aq, Ay, ..., A4, 0,...,0). On définit p,m € IN par :

p = Card{i€{1,2,...,7r}: A;> 0}

m = Card{ie{1,2,...,r}: A; <O}.
On a bien p+m=r. Quitte a permuter encore les vecteurs uy, uy, ..., u,, on
peut supposer que A; > Opouri=1,2,...,petA; <Opouri=p+1,p+

2,...,p +m. Moyennons nous cette supposition et considérons la nouvelle
base de E :

1 1 1

1 1
—Fu, ——=uy,..., uy,, Up1, Uy2,
VA A N N N

1
' \ _/\p+m

Pour tout x = xyvy + xpvp + -+ - + X, v, (avec X1, Xp,..., X, € R),ona:

(v, Vo, ..., Vy) :=(

up+m1 up+m+l/ up+m+2/ ey un) .

q(x) = g(x1vi + Xva + -+ + X, Vi)

X1 + X2 + + xp + xp+1 + xp+2
=q u W+t ——u+——Upyy + —(——Ups2
\Y% /\l \'} /\2 \ /\p \ _Ap+l \/ _/\p+2
Xp+m
to /W Xprmt1Uptm+1 T Xprma2Upme2 + 000+ XUy

\ _/\p+m
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Ce qui est bien la représentation requise pour g.
e Invariance du couple (p, m) : (Sylvester)

Soient (vy,Vvy,...,Vv,) et (Wi, w»,...,w,) deux bases de E fournissant la
réduction requise pour g dans notre théoréme et soient respectivement
(p,m) et (p’,m’) les deux couples de IN? correspondant; c’est-a-dire les
couples de IN? pour lesquels on ait pour tout x = x7vq + XaVp + -+ - + X,V =
ViAW1 + YoWp + -+ + 1, W, € E (avec X1, X2, ..., X, Y1, Y2, .., Yn € R) :

22,2 2,2 2 2

GX) =X+ X5+ Xy =X T X T T Xy 1
S ST S S S (4.1)
=ty yp’ yp’+1 yp’+2 yp’+m’

Il s’agit de montrer que (p, m) = (p’,m’). Commep+m =retp’+m’ =r,on
ap+m=p’ +m’ etil suffit juste de montrer que p = p’. Pour ce faire, nous
considérons les quatre sous-espaces vectoriels de E suivants :

F := Vect(vy, vy,...,v),) ;G = Vect(Vyi1, Vo, - .o, Vi)
F' := Vect(wy, wy,...,wy) ; G’ :=Vect(Wy 1, Wyio, ..., Wy).
En vertu de (4.1),on a :
gx) >0 , VYxeF\{0g}
gx) <0 , VYxeG
gx) >0 , VxeF \{0g}
gx) <0 , VxeG'.
Montrons par ’absurde que F N G” = {0g}. En supposant le contraire, c’est-
a-dire qu’il existe x € FN G’ tel que x # 0g, on a d"une part g(x) > 0 (puisque
x € F \ {0g}) et d’autre part q(x) < 0 (puisque x € G’). Ce qui fournit une
contradiction apparente et montre qu’on a effectivement F N G" = {0¢}. Ce

dernier fait entraine que les deux sous-espaces vectoriels F et G’ de E sont
en somme directe. On a par conséquent :

dimF + dimG’ = dim(F @ G’) < dimE = n.
C’est-a-dire :
p+(n—-p)<n.
Ce qui donne :
p<p.
Un raisonnement analogue montre que F' N G = {0} et puis que p’ < p.

Il en résulte ainsi que p = p’, comme il fallait le prouver. Ceci complete la
preuve du théoréme. ]
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Définition 4.I1.— Etant donnée g une forme quadratique de E, le couple
(p, m) de IN? fourni par le théoréme 4.3 s’appelle la signature de g et se note

sgn(q).

L'importance de la signature d'une forme quadratique réelle de E
est établie par le corollaire suivant, qui est une conséquence directe du
théoréme 4.3. Ce corollaire est connu sous le nom du principe d’inertie de
Sylvester.

COROLLAIRE 4.4 (LE PRINCIPE D’INERTIE DE SYLVESTER).— Deux formes qua-
dratiques réelles q et q' de E sont équivalentes si et seulement si elles ont la méme
signature.

Démonstration.— Soient g et g° deux formes quadratiques de E.

e Supposons que g et 4’ sont équivalentes. Ceci équivaut a dire que g et
g’ sont représentées par un méme polyndome homogene de second degré
(relativement a deux bases bien choisies de E). Ce polyndme homogene
de second degré (vu comme une forme quadratique de IR") est doté d"une
signature (p, m) € IN? qui est commune a g et g’. D’ot1 sgn(q) = sgn(q’).

¢ Inversement, supposons que g et ' ont une méme signature (p, m) (avec
(p, m) € N?,p+m < n). Dans ce cas, g et ¢’ sont représentées toutes les deux
par le méme polynéme homogene du second degré

2 .2 2_ .2 2 2
XX+ X, — X T X T T Xy,

(relativement a deux bases bien choisies de E). Ce qui entraine que g et g’

sont équivalentes. Le corollaire est démontré. ]

La signature d'une forme quadratique réelle g de E permet également
de déduire certaines des caractéristiques de g4, comme : sa positivité, sa
définition, sa dégénérescence, etc. Ceci est, en fait, naturel étant donné
que la signature de g est l'invariant caractérisant g modulo la relation
d’équivalence des formes quadratiques de E. On a le corollaire suivant :

CoRrOLLAIRE 4.5.— Soit q une forme quadratique de E et soit (p, m) sa signa-
ture (avec (p,m) € N? et p + m < n). Alors,ona:

q est positive — m=0
q est définie positive < (p,m) = (n,0)

q est non dégénérée < p+m =n.
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Démonstration.— D’apresle théoreme 4.3, il existe une base (v, v, . . .,
v,,) de E pour laquelle on ait pour tout x = x;v; +x,v, +--- + x,v,, € E (avec
X1,X2,-..,X; € R):

q(x) :x‘;"+x§+---+x§—x§+1 —x§+2—---—x§+m.
e Montrons la premiere équivalence du corollaire. Si m = 0, on obtient
que g(x) (x € E) est une somme de carrés de nombres réels, donc g(x) > 0
(Vx € E). Ce qui revient a dire que la forme quadratique g est positive.
Inversement, si m # 0, on aura m > 1 et par suite q(v,,;) = =1 < 0. Ce qui
entraine que g n’est pas positive. La premiere équivalence du corollaire est
ainsi démontrée.

e Montrons la deuxiéme équivalence du corollaire. Supposons que g est
définie positive. Donc g est (a fortiori) positive et on a par conséquent
m = 0 (d’apres la 1° équivalence du corollaire, déja démontrée). Par suite,
si ’on suppose que p < 1, on obtient g(v,,1) = 0, bien que v,,; # 0¢; ce qui
contredit notre supposition du fait que g est définie positive. On a donc
forcément p = n. D’ou (p, m) = (n,0), comme il fallait le prouver.
Inversement, supposons que (p, m) = (1,0). On a alors clairement pour tout
X = X1V1+XoVo+- -+, V, € E(avecxy, Xy, ..., X, € R):g(x) = X2+x5+- - +x3 >
Oet

Ix)=0 & xX+x5+--+x,=0
— x1:x2:---:xn:0
& x=0.

Ce qui montre que g est définie positive. La deuxieme équivalence du
corollaire est ainsi démontrée.

e Montrons enfin la troisieme équivalence du corollaire. D’apres I'exemple
2.1V, la forme quadratique g est non dégénérée si et seulement si rg(q) = n;
c’est-a-dire ssip + m = n (puisque rg(q) = p + m). La troisieme équivalence
du corollaire est ainsi démontrée.

Ceci acheve la preuve du corollaire. ]

On a aussi le corollaire complémentaire suivant dont une partie se
déduit immédiatement du corollaire 4.5.

CoROLLAIRE 4.6.— Soit q une forme quadratique de E et soit (p, m) sa signa-
ture (avec (p,m) € N? et p + m < n). Alorsona :

q est négative — p=0

q est définie négative < (p,m) = (0,n)
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q est définie <= q est ou bien définie positive
ou bien définie négative

= (p,m)€{(n,0),(0,n)}

Démonstration.— En remarquant que sgn(—q) = (m, p), les deux pre-
mieéres équivalences du corollaire sont des conséquences immédiates des
deux premieres équivalences du corollaire 4.5. En outre, la quatrieme
équivalence du corollaire est une conséquence directe des équivalences
qui la précedent. Il ne reste donc qu’a montrer la troisieme équivalence du
corollaire; a savoir que la forme quadratique g est définie si et seulement si
elle est définie positive ou définie négative. Comme 1'implication indirecte
de cette équivalence est encore triviale, il ne nous reste en fait qu’a montrer
I'implication directe :

g est définie = g est ou bien définie positive ou bien définie négative.

Pour ce faire, nous procédons par l’absurde. Supposons que g est définie
mais qu’elle n’est ni définie positive ni définie négative. Il existe donc deux
vecteurs u, v € E \ {0} tels que :

gu) <0 et g(v)>0.
Considérons par suite la fonction réelle :

¢:1[0,1] — R
t — g(tu+(1-t)v) "~

En désignant par f la forme polaire de g, on a (en se servant de la bilinéarité
et de la symétrie de f) pour tout ¢ € [0,1] :

() = g (tu+ (1 - t)v)

=f(tu+ (1 -tyv,tu+ (1 -t)ywv)

= £ f(u,u) + 2H1 — £) f(u,v) + (1 — £*f(v, V)

= g(u)f* + 2f(u, V)1 — t) + g(v)(1 — £)*.
Ce qui montre que la fonction ¢ est polynomiale (de degré < 2). Par
conséquent, ¢ est continue sur [0,1]. De plus, on a ¢(0) = g(v) > 0 et
¢@(1) = g(u) < 0. Donc, d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires, il
existe a €]0, 1[ tel que p(a) = 0; soit g (au + (1 — a)v) = 0. Mais puisque g
est supposée définie, il en découle quel'ona: au+ (1 —a)v = 0c. D’'ott'on
tire que v = ~5u. Ce qui donne :
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1w =4(-%7u) = (o) @ <0 (puisque g <0)

Or ceci contredit le fait que g(v) > 0. Cette contradiction confirme I'impli-
cation requise et compléte cette démonstration. u

Remarque 4.IIL.— La signature (p, m) d'une forme quadratique g de E
est aussi générée par les formules :

p= max {dimF . glr est définie positive}
F est un sous-espace
vectoriel de E

m = max {dimF . qlr est définie négative}.
F est un sous-espace
vectoriel de E

Les preuves de ces formules sont laissées au soin du lecteur.

Exemple 4.1V (Extrait de I’examen de 1’année 2013-2014).— Pour tout
ce qui suit, k désigne un parametre réel. On considere g; la forme quadra-
tique réelle de IR®, définie par :

gr(x) = X+ 2y + kz* + 2xy + 2yz (Vx ='(x,y,2) € R).

1. Réduire gi par la méthode de Gauss.

2. En déduire le rang et la signature de gi en distinguant les valeurs du
parametre réel k.

3. Quelles sont les valeurs du parametre réel k pour lesquelles g; est
définie positive?
4. Déterminer une base de R® qui soit gg-orthogonale.

5. Soit 4’ 1a forme quadratique réelle de R?, définie par :
g'(x) = 2xy+2xz—yz (Vx =(x,y,2) € R%).

(a) Réduire ¢’ par la méthode de Gauss.

(b) En déduire les valeurs de k pour lesquelles gx et g sont équiva-
lentes.

(c) On prend dans cette question k = 0. Déterminer trois formes
linéaires L, L, et L en x, y, z (R-linéairement indépendantes) tel
que 'on ait :

qo(L1, Lo, L3) = q'(x, y,2).
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1. Pour toutx = ‘(x,y,z) e R%, on a:

X2+ 2% + kz® + 2xy + 2z

qx(x)
(x* + 2xy) + 217 + 2yz + k2

{(x +y)* - yz} + 2y + 2yz + kz?

(x +y)* + y* + 2yz + kz*
(x+y)? + (y +2)% + (k- 1)z

En posant:
X = x+y
y = y+z , (4.2)
zZ = z

il vient que :

(x) = x*+y?+ (k-1)2?],

ce qui est une forme réduite de Gauss de g;. Noter que 1'algorithme de Gauss
assure que les formes linéaires x’, ¥’ et z’ sont R-linéairement indépendantes, donc

correspondent a un changement de coordonnées dans le R-espace vectoriel R®.

2.

® Le rang de g est égale au nombre de coefficients non nuls dans 1’écriture de g sous
sa forme réduite de Gauss. On a donc:

2 sik=1
8 = \3 sik=1|

® Lasignature de g, est égale au couple (p, m), avecp et m désignent respectivementle
nombre de coefficients strictement positifs et le nombre de coefficients strictement
négatifs dans 1’écriture de g, sous sa forme réduite de Gauss. On a donc:

(2/ 0) Si k = 1
sgn(qr) = {(3,0) sik>1|.
(2/ 1) si k <1

3. La forme quadratique g, est définie positive ssi sgn(g) = (dimR?,0) = (3,0). Il en
résulte, en vertu du résultat de la question précédente, que g est définie positive ssi
k>1.

4.0na:

(4.2) : {
X x’ 1 -1 1
= (y) = P(y’] avec P:= (0 1 —1).
z z' 0 0 1

Cette matrice P représente la matrice de passage de la base canonique de R® vers

une nouvelle base de R® o1 g est représentée par sa forme réduite de Gauss. Cette
nouvelle base est: (v, vy, v3), avec:

1 -1 1
\ (0) , Vp = ( 1 ) et vz := (—1)
0 0 1

— 54—

NN

|
<
+
N

—-Z

N R
< =R

’

I
<= R
+ +
N

——

N R

11

N




B. Farar Chap 4. Réduction et classification des formes quadratiques

et est (de toute évidence) g;-orthogonale.

5.

(a) On est dans le second cas de ’algorithme de Gauss. Le coefficient de yz étant
non nul (= —1); I’algorithme de Gauss nous incite a poser :

y = u+v
z = u-v
X = w

Ainsi, pour tout x = '(x, y, z), ¢/ (x) se transforme en :

gx) = 2w(+v)+2wu—v)—Wu+v)(u—-0)
= duw—u® +0?
= v’ - (u2 - 4uw)
= v*- {(u —2w)? — 4w2}

= v* + 4w’ — (u-2w)>

En posant:
W = v -1 —lz
- - 2772
v o= 2w = 2x
, _ 1 1
w = u-2w = -2x+ 2y+ 22

(qui sont des formes linéaires R-linéairement indépendantes), on obtient :

72

g (x) = u? + 0% —w

Ce qui est une forme réduite de Gauss de g'.

(b) D’apres la forme réduite de Gauss précédente de g’, on a sgn(q’) = (2,1).
D’apres le principe d’inertie de Sylvester, les deux formes quadratiques g; et ¢
sont équivalentes si et seulement si elles ont la méme signature; donc si et seule-
mentsisgn(q) = (2,1).I1résulte du résultat dela question 2 que gx ~ ¢’ si etseulement

silk<1].

(C) D’apres le résultat de la question 5.(a),on a:
qx,yz) = u? + v —w?, (4.3)
avec u'(x,y,z) = %y - %z, v(x,y,z) =2xetw'(x,y,2z) = 2x + %y + %z. Par ailleurs, en
vertu du résultat de la question 1 pour k = 0, on a pour tous L;, L, et Lz des formes
linéairesen x, y,z:
qo(L1, Lo, L3) = (L1 + Lo)* + (Lo + Lg)* — L3. (4.4)
L’identification entre (4.3) et (4.4) suggere de prendre L1, L, et L3 telles que:
L1+ L,
Ly + L3

Ls

u/
,Z)/
w/
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Ce qui donne:

-
N
o
<
|
g

C’est-a-dire :

1
Ly = (Ey—zz)—2x+(—2x+§y+§z)
1 1
L, = 2x—(—2x+§y+§z)
1 1
Ly = —2x+§y+§z

En simplifiant, on obtient enfin :

Li = —4x+y
1 1
L, = 4x—§y—§z
1 1
Ly = -2x+-y+-
3 X+ sy+ 5z

Ce sont des formes linéaires R-linéairementindépendantes, vérifiant: go(L1, Ly, L3) =
7 (x,y,z). Bien entendu, pour une raison de simplification d’écriture, on a noté L;
au lieu de Li(x,y,z) (i = 1,2,3). Noter aussi que ces forme linéaires Li,L, et L3
qu’on vient de trouver ne sont pas les uniques formes linéaires en x, y, z telles que
QO(Ll/ LZ/ L3) = q,(x/ Y, Z)‘ u

Calcul de la signature d’une forme quadratique réelle par la méthode
des déterminants de Sylvester

Etant donnés n € N* et A = (aij), <i jen UTE matrice réelle carrée d’ordre
n, rappelons qu'un mineur principal de A est un déterminant d’une sous-
matrice carrée de A que l'on obtient en fixant les mémes indices (i.e.,
les mémes numéros) pour les lignes et les colonnes a extraire de A. Plus
explicitement, un mineur principal d’ordre k de A (ot k € {1,2,...,n}) est
un déterminant d’une sous-matrice de A de la forme (aij)i,jez ,ou I est un
sous-ensemble (ordonné) de cardinal k de 1’ensemble {1,2,...,n}. Nous
renvoyons le lecteur au cours de 1°* année d’"Algebre 2 pour réviser cette
notion dont I'intérét fondamental est le calcul du rang d"une matrice. Pour
ce qui va suivre, nous aurons besoin d’introduire un type bien particulier
de mineurs principaux d"une matrice carrée :

Définition 4.II1.— Soient n € N" et A = (a;)), <ijen € AMy(R). Pour
k € {1,2,...,n}, on appelle mineur principal dominant d’ordre k de A le
déterminant extrait de A suivant :

Dk := det (aij)lsi,jsk'
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On prend aussi par convention Dy = 1.

Pour calculer la signature d’une forme quadratique réelle, la méthode
de Sylvester utilise les mineurs principaux dominants de sa matrice as-
sociée (relativement a une base fixée du IR-espace vectoriel ambiant). Il
s’énonce comme suit :

TuEOREME 4.7 (SYLVESTER).— Soient n un entier strictement positif, E un
R-espace vectoriel de dimension n et %8 = (ey, ey, ...,e,) une base de E. Soient
aussi q une forme quadratique sur E et A = (ay),, .., la matrice associée a q
relativement a 9. Considérons les mineurs principaux dominants de A, qui sont :

Dy:=1 et Dj:=det (aij) pourk=1,2,...,n,

1<i,j<k

et supposons que Dy # 0 pour tout k € {1,2,...,n}. Considérons aussi s le
nombre de changements de signes dans la suite finie ordonnée Dy, Dy, ..., D,.
Alors, on a :

sgn(q) = (n —s,s).

Démonstration.— Nous allons construire par un procédé identique
a celui de Gram-Schmidt (que l'on verra au chapitre suivant) une base
¢ = (u1,uy,...,u,) de E qui soit orthogonale pour g et pour laquelle on ait
pour toutk € {1,2,...,n}:

Vect (uq, uy, ..., u;) = Vect (e, ey, ...,ex).

Pour ce faire, nous allons procéder par récurrence sur k; c’est-a-dire que
nous construirons les u; (1 < k < n) de proche en proche.

e Pour k = 1, nous prenons simplement u; = e.

e Soitk € {2,3,...,n}. Supposons que uj, uy, . . ., ux_ sont déja construits de
sorte qu'ils soient deux a deux g-orthogonaux et satisfassent :

Vect (uq, uy, ..., u_1) = Vect(er,ey,...,€1).

Nous devons construire alors un vecteur u; de E qui soit g-orthogonal a
chacun des u; (1 <i<k-1)ettel quel’onait :

Vect (uq,uy, ..., u;) = Vect (e, ey, ...,ex).

Nous nous proposons de chercher un tel u, de la forme :
k-1
ue=ec+ Y A, (4.5)
i=1
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ot les A; sont des réels a déterminer pour avoiruy L, w;, Yi€ {1,2,...,k—1}.
Cette forme de u; assure immédiatement que :

Vect (uq, uy, ..., u;) = Vect(ug, uy, ..., urq, ) = Vect(eq, ey, ..., €1, €

(en vertu de I'hypothese de récurrence). Il ne reste donc qu’a choisir les
A; convenablement pour avoir u; 1, u; pour tout i € {1,2,...,k - 1}. En
désignant par ¢ la forme polaire de g, on a pour tout j € {1,2,..., k- 1}:

u l,u = (p(uk,u]-) =0

k-1
— (p[ek+Z/\iui, 11]'] =0

i=1
k-1
— (ek, 11]') + Z /\l§0 (ui, llj) =0
i=1
— (ek, 11]') + /\](P (11]', 11]') =0

(puisque les u;, 1 < i < k-1, sont deux a deux g-orthogonaux d’apres notre
hypothese de récurrence). D’ot1 pour tout j € {1,2,...,k—1},ona:

u L, uy = @ (ek, u]-) +Aiq (u]-) =0. (4.6)

Cette relation (4.6) montre que la détermination des A; (1 < j < k—1) tel
que nous le souhaitons est possible (et unique) dés que g(u;) # 0 pour
1 < j < k- 1. Montrons que nous sommes effectivement dans cette si-
tuations. Pour ce faire, introduisons la restriction gx—; de la forme qua-
dratique g au sous-espace vectoriel E,_; := Vect(e, e, ..., e1) de E; soit
D1 = lyectieper,es)’ qui constitue donc une forme quadratique sur Ey_; =
Vect(ey, ey, ..., ex1) = Vect(uy, uy, ..., u—1). Nous constatons que la matrice
associée a gy relativement a la base (ey, e, ..., e,1) de Ex_; est (a;), <i jck17
qui est de déterminant Dy_; # 0. Donc g1 est non dégénérée. D’autre part,
la matrice associée a gy relativement a la base © (uy, uy, ..., ux_1) de Ex4
est diag (q(uy1), g(uy), . . ., q(ux-1)) (puisque les vecteurs u;, 1 < i < k-1, sont
deux a deux g-orthogonaux), qui est de déterminant g(u;)g(uy) - - - g(uy-1).
Mais puisque nous venons de voir que g;-; est non dégénérée, on a cer-
tainement q(uy)g(uy) - - - g(ux-1) # 0; ce qui assure que g(u;) # 0 pour tout
j€11,2,...,k—1}, comme nous l'avons prétendu. Par conséquent, on peut
prendre pour tout j € {1,2,...,k—-1}:

(6). (uy,up,...,ur) est effectivement une base de Ey_; car elle est génératrice minimale
de cet espace.
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_ (P(ek/ u])

I q(u;)

Ce qui permet d’avoir (en vertu de (4.6)) : ux L, u; pour tout j € {1,2,...,
k—1}. Cette récurrence ainsi achevée nous fournit une famille g-orthogonale
(uy, uy,...,u,) de E, satisfaisant :

Vect (uq, uy, ..., u;) = Vect (e, ey, ..., e) pour toutk € {1,2,...,n}.
En particulier, on a (en prenant k = n) :
Vect (uy,uy,...,u,) = Vect (e, e,,...,e,) = E.

Ainsi (uj, uy, . .., u,) est une famille génératrice de E; mais comme elle est
de surplus minimale (puisque dim E = n), elle constitue méme une base
de E. D’ou1 (uy, uy, .. ., u,) est une base g-orthogonale de E.

Reprenons maintenant nos notations de ci-haut en posant plus géné-
ralement pour toutk € {1,2,...,n}:

Ei := Vect(eq,ey,...,e) = Vect(uy,uy, ..., uy)
et

i := 4],

Constatons que pour toutk € {1, 2,...,n},la famille (u;, uy, . .., ux) constitue
une base de Ej, étant donné qu’elle est génératrice minimale de E;. Pour k €
{1,2,...,n}, les matrices associées a la forme quadratique gi relativement
auxbases (e;, ey, ..., ex) et (uy, uy, ..., u;) de Ex sont respectivement (a;;), <i j<k
et diag(g(u), g(uz), . .., q(ux)). Ces deux dernieres matrices de .#,(IR) sont
donc congruentes; ce qui s’exprime matriciellement par l'existence d'une
matrice P € GL,(IR) (qui n’est rien d’autre que la matrice de passage de
la base (e, ey, ..., e) de l'espace Ei vers la base (uj, uy, ..., ur) du méme
espace) pour laquelle on ait :

dlag (‘1(“1)/ q(uZ)/ ey Q(uk)) = th : (aij)lsi,jsk : Pk-

En prenant les déterminants des deux membres de cette derniere égalité,
on obtient que :

g(w)q(uz) - - - q(wy) = Dy - (det Py)

(pour tout k € {1,2,...,n}). Il résulte de cette derniere formule que 1'on a
pour toutk € {2,3,...,n}:
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q(ur)g(u) - - - q(wy)

q(u1)q(uz) - - - g(ug-1)

_ Di(detPy)’

© Dyy (det Pyy)?

B & ( det Py )2
D1 \detP,_,/ °

D’ot (en passant aux signes) :

sgn (q(ux)) = sgn([?Tk) (Vk € {2,3,...,n}).

g(ux) =

Mais puisque Dy = 1 et g(u;) = D;(det P1)* (d’apres ce qui précede) alors
cette derniére identité reste valable pour k = 1 aussi. On a donc pour tout
ke{l,2,...,n}:

sgn (q(uy)) = sgn (%) . 4.7)

Enfin, puisque les réels g(ux) (1 < k < n) sont tous non nuls (voir ce qui
précede) alors la signature de g est le couple (1 — s, s), avec s est le nombre
de réels g(ux) (1 < k < n) qui sont strictement négatifs. Mais d’apres (4.7),
s est aussi égale au nombre de changements de signes dans la suite réelle
ordonnée Dy, Dy, ..., D,. Ainsi s’achéve cette démonstration. ]

Nous déduisons du théoreme 4.7 un critere pratique sur la positive
définition d’une forme bilinéaire symétrique réelle (en dimension finie) :

CoroLLAIRE 4.8 (CRITERE DE SYLVESTER).— Soient n un entier strictement
positif, E un R-espace vectoriel de dimension n et 9 une base de E. Soit aussi
f une forme bilinéaire symétrique sur E et A = (a;;), <i jen la matrice qui lui est
associée relativement a . Alors f est définie positive si et seulement si tous les
mineurs principaux dominants de A sont strictement positifs; c’est-a-dire si et
seulement sil'on a :

det ((aij)lsi,jsk) >0 (Vke(1,2,...,n}).

Démonstration.— Soit g la forme quadratique associée a f. Posons
B =(e1,ey,...,e,)etpourtoutk € {l1,2,...,n}:

t%k = (el/ €, .. '/ek)/
Er:= Vect(eq,e,,...,€0),

fe= Sl

Ay = (aif)1si,jsk’
Dy := det Ay.
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Pour k € {1,2,...,n}, constater que f; est une forme bilinéaire symétrique
sur le R-sous-espace vectoriel E; de E et Ay estla matrice qui lui est associée
relativement a la base %, de E;.

¢ (=) Supposons que f est définie positive. Il en est de méme donc de
toutes ses restrictions f |Ek = fi (1 £ k < n). Ce qui entraine (a fortiori) que
les formes bilinéaires symétriques f; sur E; (1 < k < n) sont toutes non
dégénérées et que, par conséquent, leurs matrices associées Ay sont toutes
non singuliéres. Les déterminants de ces matrices Ay (qui sont les réels Dy)
sont donc tous non nuls. Ce dernier fait permet d’appliquer le théoreme
4.7 et d’obtenir que la signature de la forme quadratique g associée a f est
(n —s,s), ou s est le nombre de changements de signes dans la suite réelle
ordonnée 1, Dy, D,, ..., D,. Mais comme f est supposée définie positive, on
doit avoir (n —s,s) = (1,0) (en vertu du corollaire 4.5). D’ot1 'on tire que
s = 0. Mais cela signifie que les réels Dy (1 < k < n) sont tous strictement
positifs, comme il fallait le prouver.

¢ (&) Inversement, supposons que I'on a Dy > 0 pour tout k € {1,2,...,n}.
Le théoreme 4.7 est donc applicable a la forme quadratique g assosiée a f
et 'on obtient que sgn(q) = (n,0). Ce qui montre (en vertu du corollaire
4.5) que f est définie positive, comme il fallait le prouver. Le corollaire est
démontré. |

Exemple 4.V.— En utilisant la méthode des déterminants de Sylvester,
déterminer la signature de la forme quadratique réelle g de R*, donnée par :

x
=+ P+ + P +2xy+2xz+4yz+ 4yt +4zt (Y Z e RY).
t

~ N < =

La matrice associée a g relativement a la base canonique de R* est :

-1 1
1 1
0 2

Les mineurs principaux dominants de cette matrice sont donc:

1
2
1
2

—NNO

g 1011
Do=1,D1=det(—1)=—1,D2=det(1 1)=—2,D3=det 1 1 2|=5et
1 21

Dy = detA = -3.
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On voit alors que ces mineurs sont tous non nuls et que le nombre de changements
de signes dans la suite réelle ordonnée (Dy, D1, D>, D3, Dy) = (1,-1,-2,5,-3) ests = 3.
Ce qui entraine (d’apres le théoréme 4.7) que la signature de g est égale a:

sgn(q) = (dimR* —5,5) = (4-3,3) = . n

Remarque 4.IV.— On peut montrer que lorsqu'une forme quadratique
d’un R-espace vectoriel de dimension finie est non dégénérée, il est tou-
jours possible de déterminer sa signature par application du théoreme 4.7.
Plus précisément, si la représentation matricielle choisie pour une telle
forme quadratique g possede un certain mineur principal dominant nul
(ce qui rend le théoreme 4.7 inapplicable) alors il est possible (et facile)
de trouver une autre représentation matricielle de g qui a tous ses mi-
neurs principaux dominants non nuls. Traitons a titre d’exemple la forme
quadratique de R® définie par :

X
glly||:=2+4y* + 22 +4xy+2xz+2yz
z

La matrice associée a g relativement a la base canonique %, = (e;, e,, e3) de
R3 est :
1 21

A=12 4 1{.
111

Or le mineur principal dominant d’ordre 2 de A est nul; ce qui rend le
théoréme 4.7 inapplicable! Cependant, la matrice associée a g relativement
a la base ordonnée A = (e,, e3, e;) est :

4 1 2
B=(1 1 1},
211

et 'on constate que les mineurs principaux dominants de B sont Dy =
1,D; = 4,D, = 3 et D3 = —1 et sont tous non nuls! Le théoréeme 4.7
s’applique donc a B et 1’on obtient que sgn(g) = (2,1).
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Exercices

Exercice 4.1.
1. Soit g la forme quadratique de R® définie par :
X1

X2
X3

e R%|.

q(x) = x% + 2x§ + 5x§ + 2x1%xp — 4x2x3/ [VX =

(a) Réduire g par la méthode de Gauss.
(b) Déterminerlanouvelle base de IR? suivantlaquelle g est représentée
par une matrice diagonale D qu’on précisera.
(c) En déduire que g est non dégénérée. g est-elle positive? définie
positive?
2. Reprendre les mémes questions avec la forme quadratique g’ de R®
définie par :

X1
X2
X3

e R?|.

7' (X) = x1X2 + X1X3 + X2X3, [Vx =

Exercice 4.2 (Interrogation 2012-2013). Soit g : R® — R, définie par :

X1
X2
X3

e R%|.

g(x) = x] + 5x5 + 2x1%2 — 2x1X3 + 2X%3 [Vx =

1. Justifier rapidement le fait que g est une forme quadratique sur R°.

2. Déterminer la forme polaire associée a g puis la matrice associée a g
relativement a la base canonique de R>.

3. Réduire g par la méthode de Gauss.

4. En déduire le rang et la signature de q.
— Cette forme quadratique g est-elle positive ? justifier.

5. Déterminer une base de IR® qui soit orthogonale pour 4.
6. Soit ¢’ : R* - R la forme quadratique définie par :
X1

X2
X3

7)) =xix-x  (Yx=|x[eR).
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— Les deux formes quadratiques g et 4’ sont-elles équivalentes ? Jus-
tifier.

Exercice 4.3. Soient a un parametre réel et f la forme bilinéaire symétrique
de R?, donnée par :

fxy) = (a1 +x)(y1 + y2) + (X1 +x3)(Y1 + y3) + (x2 + x3)(y2 + Ya)
—a(xy +x2 + x3)(Y1 + Y2 + Y3)

(pour tous x = f(x1, %2, X3), ¥ = (41, y2, ¥3) € R?).
£3 Déterminer les valeurs de a pour lesquelles f est un produit scalaire sur
Exercice 4.4. Etudier!l’équivalence des deux formes quadratiques suivantes
sur C puis sur R :

q1(x) = X7+ 225 + 2210 + 22003

go(x) = —x]—4x5 — 9x3 + 4x1x0 + 10x7x3 + 12203,
pour tout x = {(x1, x2, x3) € K (ot K = C ou R).
Exercice 4.5. Soient E un R-espace vectoriel muni d"une forme bilinéaire

symétrique @ et F = (e, e, ...,¢e,) une famille de E, orthogonale pour ¢ et
constituée de vecteurs non isotropes.

— Montrer que .# est libre.

Exercice 4.6. Réduire chacune des deux formes quadratiques suivantes de
R" et en déduire le rang de chacune d’entre elles.

1Lgeo = Y (i+j-Txa; ,
1<i<n
1<j<n

2. g(x) = Z min(i, j)xix;
1<i<n
1<j<n

(Yx =(xy,...,x,) € R").

Pour la seconde forme quadratique, on peut commencer par étudier
les cas n = 1,2,3 avant de généraliser.

Exercice 4.7. En utilisant le critére de Sylvester (c’est-a-dire le corollaire
4.8), montrer que la forme bilinéaire symétrique sur R®, définie par :

X1 n
f[[xz], [yz]] =2x111 + 3Xx2Y2 + 5x3y5 + 2 (X1y2 + X2y1) + (X1y3 + X3Y1)
X3 Ys +3 (X2y3 + X3y2)

(Y (1, x2, x3), (y1, Y2, y3) € IR?) est définie positive.
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Exercice 4.8. Soient 7 un entier strictement positif et t un parametre réel.
Considérons la matrice réelle symétrique d’ordre 1, définie par :

1 t £
t 1t £ £ ... !
2t 1 t £ ... t2
Au(t) =1 : . . . . :
2ot 1t
(A <o R S | t
ool B Pt

et désignons par g,(t) la forme quadratique de IR" que représente A,(f)
relativement a la base canonique de R".

— En distinguant les valeurs de t, déterminer la signature de g,(t).
Utiliser le critere de Sylvester tant que c’est possible et traiter les cas
particuliers restants par la méthode de réduction de Gauss.

Exercice 4.9 (Matrice de Hilbert). Soient n un entier strictement positif et
S la matrice réelle symétrique d’ordre n définie par :

e%ﬂ = (;) .
1+]-= 1 1<i,j<n

— Montrer par deux méthodes différentes que .7# est définie positive :

1% méthode : Utiliser le critere de Sylvester (c’est-a-dire le corollaire 4.8).

2nde méthode : (pour plus tard). Montrer que .7 est une matrice de Gram
et utiliser les résultats du théoréme 6.5.

O3 2O

G ®
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Dans ce chapitre, on se limite uniquement aux espaces vectoriels réels.

5.1 Norme associée a un produit scalaire

Définitions 5.1.—

— On appelle espace préhilbertien réel (ou simplement espace préhilbertien
s’iln’y a pas d’ambiguité sur le corps R utilisé) tout R-espace vectoriel
muni d"un produit scalaire.

— Onappelle espace euclidien tout espace préhilbertien réel de dimension
finie.
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— Soient E un espace préhilbertien réel et (, )le produit scalaire associé.
On définit 'application :
l-1l: E — R*
x — x|l = Vx, x)

On montrera plus loin que || - || constitue une norme sur E, ce qui
justifie d’ailleurs sa notation. Cette norme || - || s’appelle la norme
associée au produit scalaire (, ) de E.

Sauf mention contraire, le produit scalaire d'un espace préhilbertien est
noté (, ) et sa norme associée est notée || - ||.

Dans ce qui va suivre, on donnera les propriétés fondamentales vérifiées
par 'application || - [|.

ProrosiTION 5.1 (INEGALITE DE CAUCHY-SCHWARZ).— Soit E un espace pré-
hilbertien. Alors, pour tous x,y € E, ona:

[, w1 < I Hlyll (5.1)

De plus, cette inégalité devient une égalité si et seulement si x et y sont colinéaires.

Appellation.— L'inégalité (5.1) est connue sous le nom de ['inégalité de
Cauchy-Schwarz ou simplement ['inégalité de Schwarz .

Démonstration de la proposition 5.1.— Soient x, y € E fixés. Si x = O,
I’énoncé de la proposition estimmédiat. Supposons pour la suite que x # O
et définissons pour tout A € R :

P(A):={Ax+y, Ax+y).

La positivité du produit scalaire montre qu'ona: P(1) > 0 (VA € R). D’autre
part, en utilisant la bilinéarité et la symétrie du produit scalaire, on a pour
tout A e R:

P(A) = (x, x>/\2+2(x, VWA+(y,y)
= |IxIPA% + 2{(x, y)A + ||Y||2/

ce qui montre que P est un polyndme de second degré® en A. Ainsi, le
fait que P est toujours positif (donc de signe constant) entraine que son

(1). Dansles pays de l'ex-union soviétique, 'inégalité de Schwarz est appelée : I'inégalité
de Bunyakovski-Schwarz.

(2). Le polyndme P est de second degré car le coefficient de A% dans P est (x, x), qui est
non nul en vertu de notre supposition «x # O ».
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discriminant réduit A’ = (x, y)2 — |IxIPllyll* est négatif; soit A’ < 0. Ce qui
donne immédiatement 'inégalité requise :

| ¢, ) < X - Lyl

— Maintenant, I'inégalité de Cauchy-Schwarz est une égalité équivaut a
dire que A’ = 0, ce qui équivaut a dire ¥ que P possede au moins une racine
réelle Ay (qui est nécessairement double). On a par suite :

P(Ag) ={Aox+y, Apx+y) =0.

Ce qui équivaut (en vertu de la définition du produit scalaire) a Agx+y = O,
exprimant le fait que x et y sont colinéaires. Ceci complete la preuve de la
proposition. [

ProrosiTiON 5.2 (INEGALITE DE MINKOWSKI).— Soit E un espace préhilber-
tien. Alors, pour tous x,y € E,ona :

lIx + yll < [IxI| + iyl (5.2)

Appellation.— L'inégalité (5.2) est connu sous le nom de I'inégalité de
Minkowski.

Démonstration de la proposition 5.2.— Soient x,y € E. En se servant
de la bilinéarité et de la symétrie du produit scalaire, on a :

Ix +yIP = (x+y, x+y) ={x, x)+2{x, y)+{y, y) = IXP+2{x, y)+]lyll.

Mais comme(x, y) < [{(x, y)| < [Ix||-lyll (en vertu de'inégalité de Cauchy-
Schwarz), il s’ensuit que :

Ix+ yI? < [P + 2111 - liyll + llyl* = (lixdl + [1yll)* -
D'ou:
lIx + yll < [IxI[ + [yl

comme il fallait le prouver. La proposition est démontrée. ]

CoroLLAIRE 5.3.— Soit E un espace préhilbertien. L'application ||-|| constitue
une norme sur E.

Démonstration.— Il s’agit de montrer que || - || satisfait les 3 axiomes
d’une norme sur un R-espace vectoriel, qui sont :

(3). L'implication directe est claire. Montrons l'implication inverse. Supposons que P
posséde au moins une racine réelle. Dans ce cas, le discriminant réduit A" de P est
forcément positif. Mais comme on sait aussi que A’ est négatif, alors A’ = 0. CQFD.
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(i) Vxe€eE: |x||=0et|x|]| =0 < x = 0.

(i) Vxe EetVA e R: |[Ax]|| = |A] - [|x]I.

(iii) Vx,y € E: [lx +yll < lIx|l + [lyll-
La satisfaction de l'axiome (i) résulte immédiatement de la définition et
de la positivité du produit scalaire. L’axiome (iii) n’est rien d’autre que
I'inégalité de Minkowski (5.2). Montrons que || - || satisfait 1’axiome (ii). En
se servant de la bilinéarité du produit scalaire, on a pour tout x € E et tout
AelR:

Xl = V(Ax, Ax) = VA2 (x, x) = A2 = VA2l = [A] - [Ix],

comme il fallait le prouver. Les axiomes (i), (ii) et (iii) sont ainsi tous
satisfaits par 1’application || - ||, ce qui montre que cette derniere constitue
bien une norme sur E. Le corollaire est démontré. [

Remarque 5.I.— Compte tenu du corollaire 5.3, on considére un espace
préhilbertien comme un cas particulier d"un R-espace vectoriel normé.

Définition 5.IL.— On appelle espace de Hilbert réel (ou simplement es-
pace de Hilbert s'il n’y a pas d’ambiguité sur le corps R utilisé) tout espace
préhilbertien réel complet ™.

Exemple 5.1.—
1. Montrer que tout espace euclidien est de Hilbert.

2. Montrer que le R-espace vectoriel E := ¢°([0, 1], R) muni du produit
scalaire (, ), défini par:

1
o= [ fwswix (hgen,
0
n’est pas de Hilbert.

1. I1 suffit d’utiliser le résultat de topologie générale selon lequel <« tout R-espace
vectoriel normé de dimension finie est de Banach >.

2. Considérons la suite (f;),., d’éléments de E, définie par:

0 sixe[0,1]
Fulx) =11 sixe[s+4,1] (¥n > 2,¥x € [0,1]).

1 : 11 1
n(x_z) Slxe[z,z-f‘;]

On montre aisément que (f,), est de Cauchy (pour la norme associée au produit
scalaire (, )) mais qu’elle n’est pas convergente °/(dans E). m

(4). Bien entendu, complet pour la norme associée a son produit scalaire.
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5.2 Orthogonalité dans un espace préhilbertien

Lesnotions d’orthogonalité, de famille orthogonale (resp. orthonormée),
de base orthogonale (resp. orthonormée) d'un R-espace vectoriel, muni
d’une forme bilinéaire symétrique, ont été déja définies et étudiées au cha-
pitre 3. Dans le cas (particulier) des espaces préhilbertiens, ces notions se
rapprochent mieux des notions géométriques < concretes > déja connues
sur R? et R®. Remarquer par exemple qu'une famille orthonormée d’un
espace préhilbertien est une famille de vecteurs deux a deux orthogonaux,
qui sont tous de norme égale a 1; ce qui est exactement la méme notion
connue en géométrie euclidienne classique. On doit comprendre donc que
les notions d’espace euclidien et préhilbertien que nous découvrons dans
ce polycopié ne sont que des généralisation abstraites (certes profondes)
des notions classiques de géométrie euclidienne plane. On dit d’ailleurs
que la géométrie de Hilbert n’est autre que la géométrie d’Euclide en di-
mension infinie!

5.2.1 Extension de certains théorémes classiques de géo-
métrie euclidienne

Nous commencons par étendre les théorémes classiques de Pythagore
et d’al-Kashi (en géométrie plane) aux espaces préhilbertiens.

TuEorREME 5.4 (LE THEOREME DE PYTHAGORE).— Soient E un espace préhil-
bertien et x et y deux vecteurs de E. Alors, on a :

2 2 2
xly = [x+yll" = lIxII + llyll".

Démonstration.— En utilisant la bilinéarité et la symétrie du produit
scalaire, on a :

lIx + vl (x+y,x+y)

(x, x)+2{x, y)+{y, y)
IXIP + Iyl +2¢{x, y).

D’ou1 'on déduit que :
xLly & (x,y)=0

= IIXIP + NIyl +2¢x, y) = IIxXI” + [IxI?

(5). Sil'on suppose que (f,), converge vers une certaine fonction f € E, alors, compte
tenu de sa continuité, f est forcément égale a 1 sur [0, 3] et égale a 0 sur [3, 1]; ce qui est

absurde vis a vis de la valeur de f en 1. Ceci conclut que la suite (), n’est pas convergente
dans E.
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2 2 2
= [x+yll" = [IxII” + [lyll".
Le théoréme est démontré. ]

Remarque 5.11.—

Pour retrouver le théoréme de Pytha-

gore classique sur un triangle (ABC)

de sommet A, il suffit de prendre

(dans le théoreme 5.4) pour E le plan

vectoriel euclidien portant le triangle B C

(ABC) et pour x et y les vecteurs :
- —

Le théoreme de Pythagore :
x = BAety = AC. Le triangle (ABC) est rectangle en A
ssi : AB*> + AC? = BC2.

L’écart angulaire non orienté de deux vecteurs d’un espace préhilbertien

Le cas E = R

Examinons d’abord le cas du plan eu-

clidien E = R?, L)mg)u de sa base ca-

nonique notée (i, j) et de son pro-

duit scalaire usuel noté (, ). Soient
X

X = [ety = 1) deux vec-
X2 Y2

teurs non nuls de E. On introduit les

deux angles orientés 0; := (i,X) et

0, (1 y) Lecart angulaire non L
orienté de X et y est langle (non > y=1 X .
orienté) qui sépare X ety ; c’est donc 1

I'angle 0 = |0, — 04] € [0, ] (voir la
figure ci-contre).

Pour déterminer 0, il suffit de déterminer son cosinus. Comme la fonc-
tion cosinus est paire, on a :

cos 0 = cos(61 — 0,) = cos O cos O, + sin O sin O,.

Mais puisque :

cos O, = 2 cos B, = % , sinf; = sin 6, = % ,
Xl Iyl || || Iyl

il s’ensuit que :
- =
i+ XY <X , Y>

=0 =1 =n o=
XAyl Iyl
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D’ou1 la précieuse formule :

- =
(X.¥)
0 = arccos | —5——=— (5.3)
X1 1Ty |l

qui permet de déterminer la mesure de 0.
De la formule (5.3) découle aussi la formule classique du produit sca-
laire :

(X,7) = IRI- ¥ cos 6|

Le cas général (extension).

Soit E un espace préhilbertien et soient x et y deux vecteurs non nuls de
E. En copiant sur (5.3), on définit I'écart angulaire non orienté de x et 'y, que

’on note @, par:

— &y )

X,y) := arccos . 54

o) (o o4
Noter que I'expression du membre de droite de (5.4) est bien définie car
ﬁ:T”?ﬁ € [-1,1] (en vertu de I'inégalité de Cauchy-Schwarz).

Lelecteur doit donc comprendre que c’estl’inégalité de Cauchy-Schwarz
qui a permis d’étendre la définition de 1’écart angulaire de deux vecteurs
aux espaces préhilbertiens quelconques.

Nous pouvons maintenant énoncer la généralisation du théoreme d’al-
Kashi a un espace préhilbertien quelconque.

TuforeME 5.5 (LE THEOREME D'AL-KasHI).— Soient E un espace préhilber-
tien et x et y deux vecteurs de E. Alors, on a :

IIx — yl2 = [IXIP + llyl? = 2lI]| - [lyll - cos (x, y)-

Démonstration.— En utilisant la bilinéarité et la symétrie du produit
scalaire, on a :

Ix-yl* = {(x-y,x-y)
= (G, 0+, y) —2{0x, y)

I + llylF* = 2l ||y||( SR )

|IxI] - [yl
= |IxI* + llyll* = 2lIxIl - llyll - cos (x, y) (d’apres (5.4)).
Le théoréme est démontré. ]
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Remarque 5.111.— A

Pour retrouver le théoreme d’al- 0
Kashi classique sur un triangle (ABC)
de sommet A, il suffit de prendre
(dans le théoreme 5.5) pour E le plan
vectoriel euclidien portant le triangle
(ABC) et pour x et y les vecteurs :

— —
x =ABety=AC.

B C

Le théoreme d’al-Kashi :
Dans le triangle (ABC), on a :
BC? = AB*+AC?-2AB-AC-cos 0.

5.2.2 Construction d'une famille orthonormée d’un espace
préhilbertien

Soit E un espace préhilbertien. La détermination d’une famille (resp.
base) orthonormée de E est tres utile dans plusieurs calculs géométriques
liés a E (produit scalaire, projection orthogonale sur un sous-espace vecto-
riel, distance a un sous-espace vectoriel, etc). En fait, la méthode de Gauss
(vue au chapitre 4) permet de construire de telles familles © ; cependant
cette démarche, plutot algébrique que géométrique, manque généralement
d’efficacité. Dans ce qui suit, nous découvrons une méthode géométrique
récursive permettant de réaliser plus facilement cette construction. Il s’agit
de la méthode connue sous le nom de procédé de Gram-Schmidt ou algorithme
de Gram-Schmidt.

L’'algorithme de Gram-Schmidt

Soient E un espace préhilbertien et .# = (ej,ey,...,e,) (n > 1) une
famille libre de E. L'algorithme de Gram-Schmidt permet d’orthonormaliser
la famille .#, c’est-a-dire de construire (a partir de .#) une nouvelle famille
libre ¥ = (uj, uy,...,u,) qui soit orthonormée et qui engendre le méme
sous-espace vectoriel de E que .#. La nature récursive de 1’algorithme fait

que 'on a plus généralement :

Vect(uy, uy, ..., ur) = Vect(ey, ey, ..., ) (Vke{1,2,...,n}).

(6). La réduction de Gauss de la forme quadratique associée au produit scalaire de E,
restreinte a un sous-espace de dimension finie F de E, fournit une base orthogonale de
F. 11 suffit de diviser chaque vecteur de cette base par sa norme pour obtenir une base
orthonormée de F.
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En prenant k = 11, on obtient en particulier Vect(¥4) = Vect(.#). On dit que
¢ est l'orthonormalisée de Gram-Schmidt de .% .

Remarque 5.IV.— Si E est de dimension finie, ’algorithme de Gram-
Schmidt construit, a partir d’une base quelconque de E, une base ortho-
normée de E.

Description de I’algorithme

On construit par récurrence sur k (1 < k < n) une famille ¥ = (uy, uy, ...,

u,) de E qui satisfait pour tout k :

(1) La famille (uy,uy, ..., u;) est orthonormée.

(2) Vect(uy, uy,...,ur) = Vect(ey, ey, ..., e).
e Pour k = 1 : Il suffit de prendre

[ el
u; = el

Les conditions (1) et (2) sont ainsi bien satisfaites pour k = 1.

e Soit k € {2,3,...,n} :Supposons quel’on a construit une famille (u;, uy, . . .,
uy_1) de E qui satisfait les propriétés souhaitées. On détermine un vecteur
uy de E, ayant la forme :

k-1
U = ey + Z A (avec ; e R,Vie (1,2,...,k=1)),  (5.5)
i=1

desorte quela famille (uy, uy, . . ., w1, uy) soit orthogonale. Puisque, d"apres
notre hypothése de récurrence, la famille (u;, uy, . .., ux_1) est orthonormée
(donc orthogonale), alors pour que la famille (uj, uy, ..., w1, ux) soit or-
thogonale il faut et il suffit que 1’on ait :

(G, u;) =0 (Vje{l,2,...,k=1)).

Compte tenu de I'orthonormalité de la famille (u;, uy, ..., ux-1), on a pour
toutje{l,2,..., k—1}:

ke
<ﬁk , 11]'> = <ek + Zl /\iui , 11]'>

i=1

k-1
= (ec w)+ 24w w)
i=1
(7). On peut prendre aussi w1 = —jc5;, mais ce ne serait pas l'algorithme de Gram-

Schmidt!
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k-1
(e, wi)+ Y Ay
i=1

<ek , u]> + A]
La condition <ﬁk , u]-> =0(Vjefl,2,...,k—1}) équivaut donc a:
Aj=—{ee, w)  (Vjef{l,2,.. k-1)).

En reportant ces valeurs (uniques) desréels A; (j = 1,2,...,k—1) dans (5.5),
on obtient la formule de Gram-Schmidt pour notre vecteur recherché u :

k-1
u; = ek_Z<ek/ u)u;|.
P

Il est important de signaler que ce vecteur u; ne peut étre nul. En ef-
fet, en supposant le contraire, on obtient que e, € Vect(u, uy, ..., ux1) =
Vect(ey, ey, ..., er1) (en vertu de I'hypothese de récurrence); ce qui contre-
dit I'indépendance linéaire des vecteurs ey, e, ..., e,.

Maintenant, puisque la famille (u;, u, . . ., ux_1) est orthonormée (d’apres
I’hypothese de récurrence) et la famille (uy, uy, . . ., w1, ux) est orthogonale
(par construction), alors en définissant ©

i
e )

on obtient une famille orthonormée (uy,uy,...,u;_1,u;) de E. Enfin, en
utilisant les définitions de uy et uy ainsi que ’hypothese de récurrence
Vect(uy, uy, ..., ux1) = Vect(ey, e, ..., €_1),0na:

uy :=

Vect (ug,uy,...,ux) = Vect(uy,uy,..., w1, uy)
= Vect(uy, uy, ..., w1, €)
= Vect(ei, ey, ..., €1,€).
Ainsi la famille (u;, uy, . . ., uy) satisfait bien les deux conditions requises (1)
et (2). Ce qui permet de réitérer le procédé.

La derniere étape du procédé aboutit a une famille 4 = (uj, uy, ..., u,) de
E qui est orthonormée et engendre le méme sous-espace vectoriel de E que
la famille considérée initialement .# = (ey, e,,...,e,). En particulier, si .%
est une base de E alors ¢ sera une base orthonormée de E.

(8). On peut prendre aussi ux = ﬂrgﬁ' mais ce ne serait pas l'algorithme de Gram-
Schmidt!
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Remarques 5.V.—

1. Dans la situation de l'algorithme de Gram-Schmidt décrit ci-dessus,
on peut montrer que l'on a pour toutk € {1,2,...,n}:

(ek , uk) > 0.

On montre de plus qu’il existe une unique famille orthonormée
(v, vy, ...,Vy) de E satisfaisant aux deux conditions suivantes :

e Vect(vy, vy, ..., vi) = Vect(ey, ey, ...,er) (Yke(l,2,...,n}),
° (ek,vk>>0 (Vk€{1,2,...,1’l}).

Cette famille est précisément I’orthonormalisée de Gram-Schmidt de
la famille libre (eq, e, ..., e,) de E. Voir 'exercice 5.15.

2. Nous verrons dans le prochain chapitre que la quantité :

k-1

Z (ex, wu;
1

i=

(rencontrée dans la formule de Gram-Schmidt ci-dessus) représente
la projection orthogonale du vecteur e, sur le sous-espace vectoriel
Vect(uy, uy, ..., ux_1) = Vect(ey, ey,...,e,1) de E (c’est-a-dire le vec-
teur de ce sous-espace qui soit le plus proche ) de e;). Ainsi vu, le
procédé de Gram-Schmidt peut étre considéré comme un procédé
purement géométrique. L’illustration géométrique du procédé de
Gram-Schmidt sera donnée au prochain chapitre.

Exemple 5.II.— On munit le R-espace vectoriel R® de sa structure ca-
nonique d’espace euclidien (c’est-a-dire de son produit scalaire usuel).

1 1 1
1. Vérifier que les vecteurs e; =|0|, e, = [0| et e3 =1 | constituent une
1 2 1
base de IR®.
2. Déterminer l’orthonormalisée de Gram-Schmidt de la famille
(e1, e, €3).

11

1 11
1. On a det(ey, e5, €3) = (i) g % =(-D| 2‘ =(-1)-1=-1+# 0 (on a développé

le déterminant d’ordre 3 suivant sa deuxiéme ligne). Ce qui montre que la famille
(e1, e, e3) est libre. Mais puisque cette famille contient 3 = dimRR® vecteurs alors elle

(9). Au sens de la distance associée a la norme || - || de E.
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constitue une base de R®. C.Q.ED.
2. Désignons par (uj, u, uz) I’orthonormalisée de Gram-Schmidt de la famille libre
(e1,e5,e3) de IR3. D’apres 1’algorithme de Gram-Schmidt, on a:

1 _

lleall”

Mais |le1]] = v/{e1, €1)ys = V2. D’otiu; = %Eel; soit

Par suite,on a:
— ur
w =e —(e, Uy et up=—.
[[uz|]

Mais(ez,ul)uszl'%ﬁLO-0+2-%=\/i2

1 1 -1
- 3 3 2
—ey— —u; =|0|=21{0 0
mTETRY [2) 2(1 [

.D'ou:

Il s’ensuit que :

_ -1
Ce qui entraine que u; = ﬁ = %[ 0 ) ; soit
1

(=

N

|
sl

N
|
—o L
N

Par suite,on a :

- U3
uz = e3 —(e3, W)yt —(e3, up),supy et uz= Tl
3

Mais (e3, u1)ys =1+ 35 +1:0+1- 5 = V2 et (e3, Up)ys =1+ (=75) +1-0+1- 55 =0.
Dot :

o () )
g

Il s’ensuit que :

ol = 1] =
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_ 0
Ce qui entraine que u3 = ﬁ = (1); soit
0

X

Conclusion : L’orthonormalisée de Gram-Schmidt de la famille (e, ey, e3) est la fa-
mille (uy, up, u3z), avec:

1 (g (Y ?
ul_@[l) / uz_@[l) . u3_(0)'

Notons enfin que puisque la famille (e, e;, e3) est une base de RR? alors la famille
(u1, up, uz) est une base orthonormée de R>. m
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Exercices

Exercice 5.1. Soient E un espace euclidien et F et G deux sous-espaces
vectoriels de E.

1. Montrer les deux formules suivantes :
(F+G)" =F-nGH,
(FNG)* =F*+ +G*.

2. En déduire que si F et G sont supplémentaires dans E alors il en est
de méme pour F* et G*.

Exercice 5.2.

1. Montrer que pour tout (x1,xz,...,x,) € R",ona:
(6 + X+ +x,) < n(x§+x§+---+xi).

2. Soient x, y et z trois réels tels que : x> + 2y* + 3z> < 1. Montrer que 'on
a:

(x+y+z)2§%.

3. Soient x1,xy,...,x, des nombres réels strictement positifs tels que :
n

Z x; = 1. Montrer que :

i=1

— Etudier le cas d’égalité.

4. Soient f et ¢ deux fonctions réelles continues sur [0, 1]. Montrer que

l'ona: ) ) 1 1
d 24 2 gx.
( [ g x) < [ s [ gor

— Etudier le cas d’égalité.
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Exercice 5.3.

1. Soit E un espace préhilbertien. Montrer I'égalité du parallélogramme :
e+ yIE +1lx = ylI* = 231l + Iyl (Yx,y € B).
2. En déduire que la norme ||.||, définie sur IR? par :
d
Yy
n’est pas une norme euclidienne (c’est-a-dire qu’elle ne provient pas
d’un produit scalaire).

= max( [y) (¥ (;) € R?)

[o¢]

Exercice 5.4. Soient E un espace euclidien et (e;);.;., une famille de vec-
teurs unitaires 'Y de E tels que :

VxeE: |XP = Z (x,e)%.
i=1

— Montrer que (e;),.,., constitue une base orthonormée de E.

Exercice 5.5. Soient n un entier strictement positif et E un espace euclidien
de dimension n. Soient aussi (ey, e, ..., e,) une base orthonormée de E et
(x1,Xa, . ..,X,) une famille (ordonnée) de vecteurs de E, satisfaisant :

n
2
ZHM—%H<1
P

— Montrer que (x1, X, . . ., X,) constitue une base de E.

Exercice 5.6. Soient E un espace euclidien et (e, e, ...,e,) (n € IN) une
famille de vecteurs de E, satisfaisant aux deux propriétés suivantes :

o <ei , e]-> <Opourtousi,je{l,2,..., njtelsquei#j.
e dx € Etel que(x, e;) >0 pourtoutiec{l,2,...,n}.
— Montrer alors que la famille (ey, ey, .. ., e,) est libre.
Exercice 5.7. Soit E un espace préhilbertien. On appelle <isométrie > de E,

toute application de E dans E qui conserve les distances (c’est-a-dire toute
application f : E — E, vérifiant : d(f(x), f(y)) = d(x,y), Vx,y € E).

(10). Un vecteur unitaire est un vecteur de norme 1.
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1. Montrer que toute isométrie f de E, vérifiant f(0) = 0, conserve aussi
les normes et les produits scalaires.

2. Endéduire que toute isométrie f de E, vérifiant f(0) = 0, est forcément
un automorphisme de E.

Exercice 5.8. Soient E un espace euclidien de dimension n (n € IN*) et
(€i)1<i<, une base orthonormée de E. Soit aussi f un automorphisme de E.
On suppose que f conserve l'orthogonalité; c’est-a-dire que f vérifie la
propriété :

Vx,y € E: xLy = f(x)L f(y).

1. Montrer que la famille (f(e;)),.;., constitue une base orthogonale de
E.

2. Montrer que pour tous i,j € {1,2,...,n},ona:

(Fle) + flep) L (fle) - flep).

3. En déduire que les vecteurs f(e;) (1 < i < n) sont tous de méme

norme. Désignons par k cette norme commune.

4. Montrer que pour toutx € E,ona:
|£Goll = K.
(On dit que f est une similitude de rapport k).

Exercice 5.9. On munit R° de sa structure canonique d’espace euclidien.
Soit F le sous-espace vectoriel de R° engendré par les deux vecteurs :

u=1%1,21,1,1) et v="'(1,-1,1,0,3).

— Déterminer une base orthonormée pour F et une base orthonormée pour
F+.

Exercice 5.10. On munit R[x] du produit scalaire {, ) défini par:
1
Q= [ POQWdr  (RQeRED.
0

— Déterminer une base orthonormée de R;[x] pour ce produit scalaire.

Exercice 5.11 (Interrogation 2012-2013). On note par E le R-espace vecto-
riel €1([0,1],R). Soit (, ) : E> — R I'application définie par :

1
,g) = fo Fg 0 dx+ FO)g0) (Vg€ E).
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1. Montrer que {, ) constitue un produit scalaire sur E.

2. Déterminer 'orthonormalisée de Gram-Schmidt de la famille libre
(P(), Pl, Pz), avec Po(X) =X - 1, Pl(X) =xet PZ(X) = x2.

Exercice 5.12 (Examen 2012-2013).
Pour ce qui suit, on munit le R-espace vectoriel R;[X] de I'application
(, ) R3[X] X R3[X] — R, définie par :

(P, Q) = P=1Q(=1)+P(0)Q(0)+P(M)Q(1)+F(0)Q'(0)  (VP,Q € Rs[X]).

1. Montrer que {, ) constitue un produit scalaire sur R3[X].

2. Déterminer une base orthonormée du sous-espace vectoriel Ry[X]
pour ce produit scalaire.

Exercice 5.13 (Rattrapage 2012-2013).
Pour ce qui suit, on munit le R-espace vectoriel R;[X] de I'application
(, ) Ry[X] X Ry[X] — R, définie par :

(P, Q) = P(HQ(M) + P(1)Q'(1) + P"(1HQ"(1) (VP, Q € Ry[X]).

1. Montrer que (, ) constitue un produit scalaire sur R,[X].

2. Déterminer une base orthonormée de R;[X] pour ce produit scalaire.

Exercice 5.14. Soient a et b deux nombres réels tels que a4 < b et w une
fonction continue et strictement positive sur l'intervalle [a, b]. Considérons
I'application (, ) : R[X] X R[X] — R, définie par:

b
(P, Q):= f P(x)Q(x)w(x) dx (VP,Q € R[X]).

1. Montrer que (, ) constitue un produit scalaire sur IR[X].

2. Montrer qu'’il existe une suite polynomiale (P, ),,cn, orthonormée pour
(, ) et telle que degP, = n pour tout n € IN. Pour toute la suite, on
fixe une telle suite polynomiale (P,),N-

3. Montrer que la suite polynomiale (P,),\ satisfait une relation récu-
rrente de la forme 'V :

Pn+2(X) = (anX + ﬁn)PnH (X) + Vnpn(X) (Vn € N)/

avec (@) ens (Bn) en €t (Vi) ,en sONt des suites réelles, (a;,),, étant stric-
tement positive et (), étant strictement négative.

(11). Cette formule s’appelle en anglais « the three-term recurrence relation ».
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Pour n € N donné, montrer que le polynéme X P,,,;(X) s’exprime
comme combinaison linéaire (& coefficients réels) des polyndmes
Py, P, ..., Py, Py, Pyio, puis que les coefficients de cette combinai-
son linéaire sont nuls sauf peut étre ceux de P,, Py41 et Py,.0.

4. Montrer que pour tout n € IN, le polynébme P, est simplement

scindé '? sur R et que ses zéros appartiennent tous a l'intervalle
la, b.
Pour n € IN donné, raisonner sur le produit scalaire de P, avec
le polyndéme [];(X — x;), o1 les x; sont les zéros réels deux a deux
distincts de P,, appartenant a l'intervalle ]a, b[ et ayant pour ordres
de multiplicité des nombres impairs.

Exercice 5.15. Soient n un entier strictement positif et E un espace pré-
hilbertien réel de dimension au moins égale an. Soientaussi.# = (e, ey, ...,
e,) une famille libre de E et 4 = (uy, uy,...,u,) son orthonormalisée de
Gram-Schmidt.

1. Montrer que 'on a pour toutk € {1,2,...,n}:
(er, ) = [[w| >0

(voir la description del’algorithme de Gram-Schmidt pour la définition
de ﬁk)

2. Montrer qu'il existe une unique famille (v;, vy, ..., v,) de vecteurs de
E qui satisfait les trois propriétés suivantes :

e (Vq,Vy,...,V,) est orthonormée,

e Vect(vy,Vvy,...,vg) = Vect(er, ey, ...,e) (Vkell,2,...,n}),

o (e, viy>0 (Vke{1,2,...,n}).
(Bien entendu, cette famille n’est autre que 1’orthonormalisée de
Gram-Schmidt de .%).
Supposer l'existence de deux familles de vecteurs de E satisfai-

sant ces trois propriétés et exprimer les vecteurs de 1'une de ces deux
familles comme combinaisons linéaires des vecteurs de l'autre.

Exercice 5.16 (Décomposition de Cholesky).
Soient n un entier strictement positif et A une matrice symétrique définie
positive de .Z,(R).

(12). C’est-a-dire «scindé a racines simples ».
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1. Montrer I'existence d'une matrice triangulaire supérieure T de .#,(RR),
a coefficients diagonaux positifs, fournissant la décomposition (dite
de Cholesky) suivante de la matrice A :

A='TT.

Munir le R-espace vectoriel R” du produit scalaire (, ) dont la
matrice associée relativement a sa base canonique ¢ est A. Ensuite,
considérer I’orthonormalisée de Gram-Schmidt ¢ de ¢ relativement
a ce produit scalaire (¢ constituera donc une nouvelle base de R").
Enfin, écrire la formule de changement de base pour la représentation
matricielle de la forme bilinéaire symétrique (, ) de R" relativement
aux deux bases ¢ et ¢ et en tirer le résultat requis. Pour établir la
positivité des coefficients diagonaux de la matrice T (ainsi obtenue),
vous pouvez vous appuyer sur le résultat du point 1. de l'exercice
5.15.

2. Montrer "unicité d"une telle matrice T.
Supposer qu’il existe deux matrices triangulaires supérieures a
coefficients diagonaux positifs T et S satisfaisant A = 'TT = SS
et montrer que la matrice D := ST™! est forcément diagonale a co-
efficients diagonaux positifs. En constatant de plus que ‘DD = I,
conclure que D =1, puisque T = S.

G ®
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Chapitre 6

Projections orthogonales dans un
espace préhilbertien réel
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6.1 Projection sur un sous-espace parallelement
a un autre sous-espace

Soient E un IR-espace vectoriel et F et G deux sous-espaces vectoriels
supplémentaires de E (i.e., F® G = E).

Définition 6.1.— Onappelle projection (ou projecteur) sur F parallelement
aGlapplicationp : E — E quiassocie a tout vecteur x de E, se décomposant
de maniére unique comme x = x; + X, (avec x; € F et x; € G), le vecteur x;
de F.

— Il est facile de voir que p est linéaire; donc p constitue un endomor-
phisme de E.
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Illustration géométrique.

Quelques propriétésimmédiates.— La projection p sur F parallelement
a G satisfait les propriétés suivantes :

Imp=F,
Kerp =G,
P =r

La derniére propriété constitue en fait une caractérisation des projec-
tions, comme le confirme la proposition suivante :

ProrosiTioN 6.1.— Un endomorphisme f de E est une projection si et seule-
ment s'il vérifie f> = f. De plus, dans un tel cas, f est précisément la projection
sur Imf parallelement a Ker f.

Démonstration.— Soit f un endomorphisme de E. Si f est une pro-
jection, on a bien (d’apres les propriétés ci-dessus) : f> = f. Inversement,
supposons que f? = f et montrons que f est une projection sur un cer-
tain sous-espace vectoriel F de E parallelement a un certain autre sous-
espace vectoriel G de E (supplémentaire a F). Nous allons montrer cela
précisément pour F = Im f et G = Ker f. Montrons d’abord que Im f et
Ker f sont supplémentaires dans E (i.e., Im f®Ker f = E); ce qui équivaut a
montrer que Im f NKer f = {0} et Im f + Ker f = E. Comme les inclusions
{0e} c ImfNKerfetImf+ Kerf C E sont triviales (car Im f et Ker f
sont des sous-espaces vectoriels de E), il s’agit juste de montrer les deux
inclusions : Im f NKer f C {0g} et E C Im f + Ker f.

e Montrons que Im f N Ker f C {0g}. Soit x € Im f N Ker f. Le fait que
x € Im f entraine 1'existence d’'un u € E tel que x = f(u). D’autre part, le
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fait que x € Ker f entraine quel’on a f(x) = 0. En combinant et en utilisant
le fait que f> = f,ona:

x = f(u) = f2(u) = f (f(w)) = f(x) = Oc.

Autrement dit x € {0¢}. D’ot1 l'inclusion Im f N Ker f C {0g}.

e Montrons maintenant l'inclusion E C Im f + Ker f. Soit x € E quelconque
et posons x; = f(x) et xo = x— f(x). On a bien x = x; + xp, X; € Im f
et f(x2) = f(x— f(x)) = f(x) — f2(x) = O (car f est linéaire et f> = f),
entrainantquex; € Ker f.D’otix € Im f+Ker f.L'inclusion E C Im f+Ker f
en résulte.

Le fait que Ker f et Im f sont supplémentaires dans E est ainsi confirmé.
De plus, la décomposition unique d’un vecteur x de E sous la forme x =
X1 + X2, avec x; € Im f et x, € Ker f, est précisément donnée par x; = f(x)
et x, = x — f(x). L'endomorphisme f (i.e., la correspondance x — f(x) = x)
est donc identique a la projection sur Im f parallelement a Ker f. La preuve
de la proposition est complete. ]

6.2 Projections orthogonales

Soit E un espace préhilbertien réel dont le produit scalaire associé est
désigné par (, ) etlanorme sous-jacente par ||-||. Soit aussi F un sous-espace
vectoriel de dimension finie de E.

ProrosiTtioN 6.2.— Ona:
F®Ft =E.

Démonstration.— Il s’agit de montrer que I'on a : F N F* = {0g} et

F+F+ = E. Comme les inclusions {0z} € FNF* et F+ F+ C E sont évidentes,
il s’agit en fait de montrer les deux inclusions F N F*- C {0z} et E C F + F*.
e Montrons d’abord que F N F+ C {0g}. Pour tout x € FNF*, onax L x;
soit (x , x) = 0. Autrement dit, on a ||x|[* = 0; ce qui entraine que [|x|| = 0 et
puis que x = 0g. L'inclusion F N F* C {0g} en résulte.
e Montrons maintenant I'inclusion E C F + F*. Considérons pour cela une
base orthonormée (ey, ey, .. ., €) (k € IN) de F (I’existence d"une telle base est
assurée par le procédé de Gram-Schmidt). Etant donné x € E (arbitraire),
définissons

k
x’ ::Z(x, e;)e; €F.

i=1
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Puisque la famille (e;);.;.; est orthonormée, on a pour tout j € {1,2,...,k} :
k
<X’ ’ ej> Z (x, e;) <ei ’ e]’>

i=1
k

Z (x, €0
i=1

= <X , e]> .

D’ou1 l'on tire que pour tout j € {1,2,...,k},ona:

<x—x’, e]->=0.

Le vecteur (x —x’) est donc orthogonal a tous les vecteurs ey, ey, ..., ey de la
base considérée pour F. Ce qui entraine que (x — x’) est orthogonal a tous
les vecteurs de F; autrement dit (x — x’) € F*. Le vecteur x se décompose
alorsen: x = x' + (x —x’), avec X’ € F et (x — Xx’) € F*; ce qui entraine que
x € F + F+. L'inclusion E C F + F* en découle.

En conclusion, on a F & F* = E, comme il fallait le prouver. ]

Exemple 6.1.— Dans le cas ou E est euclidien (i.e., de dimension finie),
montrer que 'ona: F** = F.

Supposons que E est euclidien, c’est-a-dire de dimension finie. D’apreés la proposi-
tion 6.2, on a a la fois F @ F* = E et F* @ F* = E. Par suite, puisque la dimension
d’une somme directe de deux sous-espaces vectoriels de E est égale a 1a somme des
dimensions de ces sous-espaces, il s’ensuit en prenant les dimensions dans les deux
égalités précédentes que : dimF + dimF*+ = dimE = dimF* + dimF*+. D’ou1 'on tire
que dimF = dimF**. Enfin, puisque 'on sait que F C F** (voir le point 4 de la
proposition 3.3), il en résulte que F** = F, comme il fallait le prouver. m

Appellations 6.1.—

1. Le sous-espace vectoriel F*- de E s’appelle le supplémentaire orthogonal
de F.

2. La projection sur F parallelement a son supplémentaire orthogonal
F* s’appelle la projection orthogonale sur F.

Notation 6.I.— La projection orthogonale sur F se note mr (ou quel-
quefois pr).
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Illustration géométrique.

FJ_

F

L’expression explicite de la projection orthogonale sur F d"un vecteur
x de E, en adoptant préalablement une base orthonormée pour F, est tirée
directement de la démonstration (¥ de la proposition 6.2. Elle est donnée
par le théoreme suivant :

THEOREME 6.3.— Soit B = (e1,ey,...,€) (ot k € IN) une base ortho-
normée de F. Alors on a pour tout x € E :

k
TE(X) = Z (x, e)e. m
i1

6.3 Distance d’un point par rapport a un sous-
espace vectoriel de dimension finie d’un es-
pace préhilbertien

Soit E un espace préhilbertien dontle produit scalaire associé est désigné
par (, ) et la norme et la distance sous-jacentes sont respectivement dési-
gnées par ||-|| et d. Soit aussi F un sous-espace vectoriel de dimension finie
de E. Rappelons d’abord la définition topologique * de la distance d’un
point de E par rapport a F.

(1). Dans le contexte de la démonstration de la proposition 6.2, on a : 7p(x) = X' =

Y (x, ee;
(2). Métrique plus exactement.
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Définition 6.I.— La distance d’un vecteur x de E par rapport a F,
notée d(x, F), est définie par :

d(x, F) := 1yr€1[§d(x,y) = 1yr€1£||x - vll.
— Noter que cet infinimum existe (et appartient a R") car la partie

{Ix=yll, y € F} de R est visiblement non vide et minorée par 0 (on utilise
I’axiome de la borne inférieure de Bolzano).

Illustration géométrique.

°

v, Yo yio Y F

On verra dans le théoréme qui suit que la projection orthogonale sur F
d’un point x de E est le vecteur de F le plus proche de x; ce qui permet de
calculer concretement d(x, F).

TuforEME 6.4.— Pour tout x € E, il existe un unique yo € F tel que :
d(x, F) = d(x, yo).
De plus, on a précisément y, = mp(x), de sorte que I'on ait :
d(x, F) =[x = 13l

Démonstration.— Pour touty € F,ona:
e =l = llox = me60) + G0 =

2
= IIx = T (IIF + [|mr(x) - |

(d’apres le théoreme de Pythagore;iciona: (x—mp(x)) € F*et(mp(x)—y) € F,
donc (x — mtp(x)) L (1p(x) —y)). Il résulte de cela que :

. 2 . 2

inf ||x — y” = ||x — e(X)|* + inf ||np(x) — y” .

yeF yeF
Mais comme l'infinimum infycr [|[7tp(x) —y||2 est visiblement atteint une
seule fois en yyo = mp(x) et est égale a 0 alors l'infinimum infyer [[x — y||2
est, lui aussi, atteint une seule fois en le méme y, = mp(x) et est égale a
[|x — TCF(X)HZ. D’ott infyer [[x —yl| = d(x, F) est également atteint une seule
fois en yy = mp(x) et vaut ||x — mp(x)||. Le théoreme est démontré. [
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Matrice et déterminant de Gram

Pour calculer la distance d"un vecteur x de E au sous-espace vectoriel de
dimension finie F de E, I'utilisation de la formule du théoréme 6.4 nécessite
de calculer d’abord la projection orthogonale de x sur F; ce qui nécessite de
déterminer préalablement une base orthonormée © pour F. Nous verrons
dans ce qui suit que méme une base arbitraire de F permet de calculer assez
facilement d(x, F), et ce via les déterminants de Gram.

Définition 6.IIl.— Soientn un entier strictement positif et (x;, Xz, . .., X,,)
une famille ordonnée de vecteurs de E.
— On appelle la matrice de Gram associée a la famille (x;,xy,...,x,) la
matrice réelle carrée d’ordre n définie par :

Gram(xy,Xo, ..., X;,) := (<xi , x]->)1si’],£n.

— On appelle le déterminant de Gram associé a la famille (x1, x2, ..., Xy),
que l'on note G(x1, Xy, . . ., X,), le déterminant de la matrice de Gram associé
a cette méme famille; soit

G(x1,Xp,...,X,) ;= detGram(xy, X, . . ., X;,).

Les principaux résultats concernant la matrice et le déterminant de
Gram sont rassemblés dans le théoréme suivant :

TuforEME 6.5.— Soient n un entier strictement positif et (xq,Xa, . . ., X,) une
famille ordonnée de vecteurs de E. Les propriétés suivantes sont alors satisfaites :

1. La matrice Gram(xy, X, . .., X,) est symétrique positive. Elle est de plus
définie positive si et seulement si la famille de vecteurs (X1,Xa, ..., Xy) est
libre.

2. OnargGram(xy, Xy, ..., X,) = dimVect(xq, X2, . .., X,).
3. OnaG(xq, Xy, ..., X,) 2 0. De plus, G(x1, X, ..., X,) > 0 si et seulement si
la famille de vecteurs (x1, Xy, . .., X,) est libre.

4. Le déterminant G(xy, X, . . ., Xy) est invariant par permutation ™ des vec-
teurs xi,Xa, ..., X, et invariant également lorsqu’un certain vecteur Xx;
(1 <i < n) est remplacé par une somme de x; et d’une combinaison linéaire
des autres vecteurs x; (1 < j <mn, j#1i).

(3). On utilise a cet effet I'algorithme de Gram-Schmidt.
(4). Il est alors plus approprié de parler du déterminant de Gram d’une famille finie de
vecteurs de E plut6t que d’une famille finie <« ordonnée > de vecteurs de E.

—91 —
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5. Supposons que dimF = n et soit (uj, uy, ..., u,) une base arbitraire de F.
Alors pour tout x € E,ona:

d(x F) = \/G(x, ug,up,...,uy,)

G(uy,uy, ..., uy)

(appelée la formule de Gram).

Démonstration.—
1. La symétrie de la matrice Gram(xy, Xy, . . ., X,) résulte simplement de la
symétrie du produit scalaire de E. Montrons maintenant que la matrice
Gram(xy, Xy, . .., X,) est positive. Ce qui revient a montrer que 'on a pour
A A

A A
tout A = ,2 € R" : 'AGram(xy, x5, ...,%,) A > 0. Soit A = ,2 €eR".Ona:

Au An

'AGram(x;, Xy, . .., X,) A
(X1, xX1) (X1, X2) ... X1, Xp)\(M
(X2, xX1) (X2, X2) ... (X2, Xp) || A2
== (Al,/\z,...,An) . . . .
Xn, X1) X, X2) oo (X, X))\ Ay,
= (</\1X1 +ApXp + o+ ApXy, X1), {(Aixs + Aoxo + -+ AXy, X2),
Ay
Ay

v, A+ Aaxo + -+ A, xn>)
An
= </\1X1 + /\2X2 + -+ /\nxn , /\1X1 + /\2X2 + -+ /\nxn)
= IAixg + Aaxa + - + AuxalP >0,

comme il fallait le prouver. De plus, la matrice Gram(xy, x,...,X;) est

M
2

définie positive si et seulement si I'on a pour tout A =| . | € R" \ {Og:} :
An

'AGram(xy, Xp,...,X,) A > 0; c’est-a-dire (d’apres ce qui précede) pour

A

Ay ) )
tout A = | . | € R"\ {Or:} : [[A1x1 + Axxo + -+ - + A, x,][7 > 0, autrement dit

An

—9__
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Aixy + Apxp + -+ + Ayx, # 0. D’ott Gram(xy, X, . . ., X,,) est définie positive
si et seulement si la famille (x1, Xy, . . ., X,;) est libre. Ceci complete la preuve
du point 1. du théoreme.

2. Posons H := Vect(xy, X, . . ., X,) et considérons 1’application linéaire :

fiH — R
<X1 s X>
<X2 s X>
X .
(X ., X)

Kerf ={xe H: f(x) = O}

xeH: (x;, x) =0pourtouti=1,2,...,n}
x€H: xLx;pourtouti=1,2,...,n}
={xeH: xe€{xy,xz..., % }"}

={xeH: xe H'}

= HNH* = {0g).

Ce qui montre que f est injective. Il résulte de cela que dimf(H) = dimH.
Mais puisque le sous-espace vectoriel f(H) de R" est engendré par les vec-
teurs f(x1), f(x2),..., f(x,) de R", qui sont exactement les vecteurs colonnes
de la matrice Gram(xy, xy, ..., X;), on a dimf(H) = rg Gram(xy, X, ..., Xy).
Ce qui conclut au résultat requis.

3. Si la famille (x;, x,, . . ., X,,) est liée alors on a (d’apres le résultat du point
2., d¢ja démontré) : rg Gram(xy, X, ..., X,) = dimVect(xq, xp,...,X,) < 1.
Ce qui entraine que la matrice carrée Gram(xy, xy,...,X,) est singuliére,
et donc son déterminant G(xy, Xy, ...,X,) est nul. Par contre, si la famille
(x1,X2,...,Xy) est libre alors (d’apres le résultat du point 1., déja démontré)
la matrice Gram(xj,xy,...,X,) est (symétrique) définie positive; ce qui
entraine (d’apres le critere de Sylvester du corollaire 4.8) que tous ses
mineurs principaux dominants sont strictement positifs; en particulier,
son déterminant G(xy, Xy, . . ., X,) est strictement positif. Ce qui complete la
preuve du point 3. du théoreme.

4. Si la famille (x1,Xy, . .., X,) est liée, le résultat requis découle du résultat
du point précédent. Supposons maintenant que la famille (x;, x,, .. ., X,,) est
libre. Elle constitue donc une base du sous-espace vectoriel de E qui l'en-
gendre, a savoir H := Vect(xy, X, . . ., X,,). Remarquons alors que la matrice
Gram(xy, Xy, . . ., X,) N'est autre que la matrice associée a la forme bilinéaire
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symétrique (, )y de H relativement a la base (x;, x,, ..., X,) de H. De plus,
si (Y1,¥2 --.,Yx) est une autre base de H et P est la matrice de passage
de (x1,X2,...,Xy) vers (y1,yz2,-..,yn) alors la matrice associée a la méme
forme bilinéaire symétrique ¢, )y de H relativement a la nouvelle base
(Y1,¥2,--.,¥n) est d’'une part égale a Gram(y1,y»,...,y.) et d’autre part
égale a 'P Gram(xy, Xy, . . ., X,)P (en vertu de la formule de changement de
base relative aux formes bilinéaires). Il résulte par comparaison quel’'on a:

Gram(yy,yz, - -.,yn) = 'P Gram(xy, X, . . ., X,,)P.

En prenant les déterminants des deux membres de cette derniere identité
et en se rappelant que det'P = det P, il en résulte que :

G(y1, ¥2,---,¥n) = G(xq, X2, . .., Xp) (detP)2 .

Cette derniére est une identité générale incluant les deux cas du point 4. du
théoreme. En effet, si (y1,y2,...,yx) est une permutation de (xy, Xz, ..., Xy)
alors det P est égale a la signature de cette permutation, donc égale a +1;
ce qui fait que (det P)* = 1. D’ot1 I'on tire pour ce cas que G(yy, V2, . .., V») =
G(x1, X2, ...,X,), comme il fallait le prouver. D’autre part, sil existe i €
{1,2,...,n} tel que

X; pour j # i
yi= xi+Zoz]-x]- pourj=1i (Vjef{l,2,...,n})
1<j<n
j#i

(oulesa; (1 < j < n,j# i)sontdes nombres réels) alors on vérifie facilement
(en décomposant P par blocs par exemple) que detP = 1; ce qui conclut
aussi pour ce cas a la formule requise G(y1,y2, ..., ¥n) = G(X1, X2, . .., Xp).
5. Soit x € E. Comme la projection orthogonale 7tx(x) de x sur F appartient a
F alors mtp(x) est une combinaison linéaire des vecteurs uj, uy, . .., u,. Ce qui
entraine d’aprés le résultat du point 4. précédent que l'on a
G(x,u,uy,...,u,) = G(x—mp(x),uy, uy, ..., u,). Mais puisque x — mp(x) €
F+,ona(x—mp(x), ;) =0pourtouti€{l,2,...,n}. Dot

G(x/ullu.'Z/' . '/un) = G(X - nF(x)/ulluZI' . '/un)

— 94—
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IIx = te()I* 0 0 .. 0
0
= Gram (ug, uy, ..., u,)

= 0

0

= |Ix — mp(x)|[* det Gram (uy, uy, . . ., uy,)

= d(x, F)’G (uy, uy, . .., u,)

(en vertu du théoreme 6.4). Ce qui donne la formule requise :

d(x,F) = \/G(x, u,uy, ..., u,)

G(uy,uy,...,u,)

Ainsi se complete cette démonstration. ]

Remarques 6.1.—

1. Faisons remarquer que le cas particulier correspondant a n = 2
du point 3. du théoreme 6.5 n’est autre que l'inégalité de Cauchy-

Schwarz!

2. On peut montrer que toute matrice réelle carrée symétrique positive
est une matrice de Gram d’une certaine famille finie de vecteurs de

E.

6.4 Interprétation géométrique de 1’algorithme
de Gram-Schmidt

Soient n un entier strictement positif et E un espace préhilbertien réel
de dimension au moins égale a n. Soient aussi .# = (ej,e,,...,e,) une
famille libre de E et 4 = (uy,uy,...,u,) son orthonormalisée de Gram-
Schmidt. Posons pour tout k € {1,2,...,n} : Ex := Vect(e,ey,...,€) =
Vect(uy, uy, ..., ur). En vertu du théoreme 6.3, les formules vues au chapitre
précédent, lesquelles expriment les vecteurs u; (1 < i < n) en fonction des
vecteurs e; (1 < i < n), seréécrivent en utilisant les projections orthogonales

comme ceci :

u;

Uy

u, =

(pour 2 < k < n).
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Lorsque E est de dimension finie, la formule de uy (2 < k < n) s’écrit aussi
u = g (er); ce qui montre que uy est le vecteur de E; | le plus proche de
e, (en vertu du théoreme 6.4).

lustration géométrique pour E =R3etn =3

—_

. % u3

us
S
up n ’1'1‘2
...................... ’ez
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Exercices

Exercice 6.1. Soient E un R-espace vectoriel et p et g deux projections de E.

1. Montrer les deux équivalences suivantes :

Imp=Img&pog=q et gop=p,
Kerp =Kerg &= pog=p et gop=q.

2. En déduire que si py,po, ..., pn (n € IN*) sont des projections de E sur
un méme sous-espace F de E et a3, ay, ..., a, sont des réels tels que
a1 +ay+ -+ a, =1alors (a1p1 + azps + - - - + a,p,) est une projection
de E sur F.

Exercice 6.2. Pour ce qui suit, le R-espace vectoriel R* est muni de son
produit scalaire usuel. Considérons le plan vectoriel H de R* engendré par
les deux vecteurs

— Déterminer la matrice associée a my (la projection orthogonale sur H)
relativement a la base canonique de R*.

Exercice 6.3. Soit p 'endomorphisme du RR-espace vectoriel R®> dont la
matrice associée relativement a la base canonique de celui-ci est :

(2 -1 -1
A==-1 2 -1f.
-1 -1 2
1. Montrer que p est une projection orthogonale de IR® pour son produit

scalaire usuel.

2. Montrer que p est également une projection orthogonale de R® pour
le produit scalaire considéré a I’exercice 1.2.

3. Construire un produit scalaire sur R® pour lequel p ne soit pas une
projection orthogonale.

—97 __
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Exercice 6.4. Calculer de deux fagons différentes la quantité

a,b,ceR

1
inf f (X3 +ax® + bx + 0)2 dx.
0

Transformer le probléme en un calcul de distance d’un vecteur par rap-
port & un sous-espace vectoriel d'un espace euclidien approprié. Ensuite,
calculer cette distance par les deux fagons suivantes :

1% fagon : Utiliser le théoreme 6.4 (vous devez donc déterminer préala-
blement une base orthonormée de 'espace euclidien considéré).

2¢me facon : Utiliser la formule de Gram du théoreme 6.5.

Exercice 6.5 (Examen 2014-2015). On munit le R-espace vectoriel R[x] de
I'application {, ) : R[x]* — RR, définie par :

1
(P, Q):=P1)Q() - f(; P’ (x)Q'(x) log x dx (VP,Q € R[x]).

1. Montrer que {, ) constitue un produit scalaire de R[x].
2. Etablir la formule :

1
; 3 1
fo x"logxdx = T 17 (Vn € IN).

3. En utilisant le procédé de Gram-Schmidt, déterminer une base de
R;[x] qui soit orthonormée pour le produit scalaire ci-dessus.

4. Calculer '
inf {(a +b—-1) - f (2x —a)® logxdx} :
0

a,beR

Exercice 6.6. On munitle R-espace vectoriel E := ¢ ([-1, 1], R) du produit
scalaire (, ) défini par :

1
(. g)= f fwgwdr (g )

Par ailleurs, on définit les polynomes de Legendre par :

1 4 n
() = 5o (x*-1) (¥n € N).

1. Calculer Py, Py, P, et Ps.
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2. Montrer que la suite (P,), oy est orthogonale pour le produit scalaire
(, ) ainsi défini.
Utiliser des intégrations par parties successives.

3. Montrer que I’'on a pour toutn € N :

2
2n+1

(ot ||-|| est la norme associée au produit scalaire (, )).
Méme indication que précédemment.

IPull =

(de

4. Déterminer la projection orthogonale de la fonction x 2l

E) sur le sous-espace vectoriel R3[X] de E.
Exercice 6.7. Soient E un espace euclidien et p une projection de E satisfai-
sant :

ool < lixi - (vx € E).

— Montrer que p est nécessairement une projection orthogonale de E.
Etant donnés u € Kerp et v € Imp, raisonner sur le polynéme réel de
second degré L en A suivant :

L(A) = Au + vIP = [p(Au + 9|

Exercice 6.8. Soient E un espace euclidien et f une forme linéaire sur E.
Montrer qu’il existe un unique a € E pour lequel on ait :

f(x) =<(x, a) (Yx € E).
Le cas f = 0. est trivial. Pour f # 04, considérer un générateur h
du supplémentaire orthogonal de Kerf et comparer f(x) a (x, h) (x € E).

N. B : Le résultat de cet exercice est plus généralement vrai lorsque E est un
espace de Hilbert (réel ou complexe) et f est une forme linéaire continue
sur E (c’est le théoreme de représentation de Riesz).

Exercice 6.9 (Inégalité de Bessel).
Soient E un espace préhilbertien réel et (ej, ey, ..., e,) (n € N*) une famille
orthonormée de E.

1. Montrer que pour toutx € E,on a:

n

Y (x, e < I

k=1
(Cette inégalité est connue sous le nom de I'inégalité de Bessel).

Posons F := Vect(ey, ey, ...,e,). Il suffit d’écrire x sous la forme
x = mp(x) + (x — 1tp(x)) et d’appliquer le théoréme de Pythagore.
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2. Montrer que l'inégalité de Bessel ci-dessus devient une égalité si et
seulement si x € Vect(ey, ey, ..., e,).

Exercice 6.10. Soit E un espace euclidien.

1. Etant donné x; un vecteur non nul de E, montrer que la projection
orthogonale d"un vecteur x de E sur la droite vectorielle D engendrée
par xo est donnée par :

_ & xo)

2
[Ixoll

Tip(X) Xo-

2. Etant donné H un hyperplan de E et u un vecteur non nul de E
orthogonal a H, montrer que la projection orthogonale d"un vecteur
x de E sur H est donnée par :

ig(x) = x —

et que la distance de x a H est donnée par :

[(x, wl

40 H) =

3. Supposons que E = (R, (, )s) (011 1 est un entier strictement positif)
et considérons H I'’hyperplan de R" d’équation a;x; +axx, +- - - +a,x, =
0 (ou ay,ay,...,a, sont des réels non tous nuls). En appliquant le
second résultat du point 2. précédent, montrer que la distance d'un

X1

X2

vecteur x = | . | de E par rapport a H est donnée par :
Xn

la1x1 + arxy + - -+ + a,x,

2 2 2
\/a1+a2+ + a2

d(x, H) =

Exercice 6.11. Soient E un espace préhilbertien réel et F un sous-espace
vectoriel de E de dimension finie k (k € IN*). Soit de plus (ey, ey, ..., ) une
base orthonormée de F. Etant donné x € E, désignons par 0; (1 < i < k)
I’angle non orienté entre x et e; et par 0 1’angle non orienté entre x et F
(c’est-a-dire I’angle non orienté entre x et sa projection orthogonale sur F).
— Montrer alors que I'on a :

k
cos? 0 = E cos? 0.

i=1
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Exercice 6.12. Soit n un entier strictement positif. On munit le R-espace
vectoriel .#,(R) de son produit scalaire usuel et on désigne par S,(IR) et
A, (R) les sous-espaces vectoriels de .#,(IR), constitués respectivement des
matrices symétriques et des matrices antisymétriques de ., (R).

1. Montrer que I'on a S,(R)* = A,(R).
Une expression adéquate du produit scalaire usuel de .#,(IR) est
fournie par l'exercice 1.6.

2. En déduire 'expression de la projection orthogonale d'une matrice
A de #,(R) sur S,,(R).

3. Calculer (en fonction de n) la distance de la matrice

1 1 ... ... 1

1 1 ... 1

A= :
0) 1

1

(de .#,(IR)) par rapport au sous-espace vectoriel S, (R) de .#,(IR).

Exercice 6.13. Soient 7 un entier > 2 et E un espace euclidien de dimension
n.Soient aussi (e, e, . . ., ,) une base orthonormée de E et F un sous-espace
vectoriel de E d’une certaine dimension k (0 < k < n).

1. Montrer la formule :
Zd(ei,F)z —n—k
i=1

2. En déduire l'existence d'uni € {1, 2,...,n} tel que :

d(ei,F) > \’1 - E
n

Exercice 6.14. Soit p une projection orthogonale d'un espace euclidien E.
Montrer que p vérifie la propriété :

(PX), y) =, ply)  (Fxy€E).
(On dit que p est autoadjoint).

Exercice 6.15. Soient p et g4 deux projections orthogonales d"un espace eu-
clidien E. Montrer 1’équivalence des propriétés suivantes :

— 101 —
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(i) (p +q) est une projection orthogonale.
(i) Yxe E: (p(x), q(x)) = 0.
(iii) p o g = Opnacr)-
(iv) VxeImp,Vy e Img: (x, y) =0.
Exercice 6.16. Soient n un entier strictement positif, E un R-espace vecto-
riel de dimension 7 et p une projection de E.

1. Montrer que p est diagonalisable et préciser ses éventuelles valeurs
propres.

2. En déduire quergp = trp.

3. Supposons maintenant que E est euclidien et soit (ej, e;,...,e,) une
base orthonormée de E.

(a) Montrer que si p est une projection orthogonale de E alors on a :
- 2
rgp =Y [peell -
i=1

(b) Montrer quesi Y1, ”p(ei)”2 = 1 alors p est une projection ortho-
gonale de E de rang 1.

G ®
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Chapitre 7

Endomorphismes adjoint,
autoadjoint, orthogonal et normal
d’un espace préhilbertien réel
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Pour tout ce chapitre, on fixe E un espace préhilbertien réel et on désigne
par (, ) le produit scalaire ambiant.

7.1 Adjoint d’'un endomorphisme

Définition 7.1.— Soit f un endomorphisme de E. On appelle adjoint de
f tout endomorphisme g de E, vérifiant la propriété :

(fO), y) =<(x, gy)) (Vx,y € E).

— L’endomorphisme adjoint d"un endomorphisme donné permet donc de
faire passer celui-ci de la partie de gauche vers la partie de droite d'un
produit scalaire.
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Traitons maintenant les questions d’existence et d’unicité de 1’endo-
morphisme adjoint d"'un endomorphisme donné. Pour 1’existence, nous
nous limitons au cas olt dimE est finie (i.e., au cas d'un espace euclidien)
et nous présentons le cas plus général juste sous forme d’'information au
lecteur.

ProrosITION 7.1 (UNICITE DE L'ENDOMORPHISME ADJOINT).— Soit f un en-
domorphisme de E. Si f posseéde un adjoint alors cet adjoint est forcément unique.

Démonstration.— Supposons que f possede deux adjoints g et h et
montrons que g = & (égalité dans End(E)). Par définition méme de 1’endo-
morphisme adjoint, on a pour tous x,y € E :

(fX), y) =<, 8(y)) et (f(x),y)=(x, hy)).

On déduit de cela que pour tous x,y € E,on a:

(x, gy)) =(x, Wy))-

Ce qui revient a dire (compte tenu de la bilinéarité du produit scalaire) que
I'on a pour tous x,y € E :

(x, gly) —h(y)) = 0.
D’ott I'on tire que :
g(y) — h(y) € E* (Vy € E).
Or E* = {0g}; d’otur:
g(y) — h(y) = 0¢ (Vy € E).

Ce qui conclut que g(y) = h(y) (Vy € E); c’est-a-dire que ¢ = h, comme il
fallait le prouver. ]

L'unicité de 'endomorphisme adjoint d’un endomorphisme donné de
E nous autorise a lui affecter une notation propre.

Notation 7.I.— L'endomorphisme adjoint d"'un endomorphisme donné
f de E (lorsqu’il existe) est noté f*.

La proposition suivante présente quelques propriétés presque immé-
diates des endomorphismes adjoints et de leurs liaisons (compatibilités)
avec 'addition des endomorphismes, la multiplication d’un scalaire par
un endomorphisme, la composition des endomorphismes, etc.
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ProrosITION 7.2.— Soient f et g deux endomorphismes de E qui possedent
des adjoints (i.e., f* et " existent) et A un nombre réel. Alors les endomorphismes
Idg, f+ g, Af, fog, f! (lorsque f est bijectif) et f* de E possedent tous des
adjoints et on a précisément :

(i) (Idg)” = Idg,
(i) (f+8)=f+g"
(iii) (Af)" = Af"
(iv) (fogy=gof,
(v) (f‘l)* = (f*)" (lorsque f est bijectif),
vi) (f) = f.

Démonstration.—

e Montrons (i). Pour tous x,y € E,ona:

(Ide(), y) = {x, y) = (x, Ide(y)) -

Ce qui montre que 'endomorphisme identité Idg de E possede un adjoint
qui n’est autre que lui-méme; soit (Idg)" = Idg.

e Montrons (ii). Pour tous x,y € E, on a (en utilisant les propriétés d’un
produit scalaire et la définition de 1’adjoint d"un endomorphisme) :

(f+8X), y) = (f() +8X), y)

={f6), y) + {8, y)

=, fy)+x, §O)

=0 f ) +86n

=G ()
Ce qui montre que I'endomorphisme (f + g) de E possede un adjoint et l'on
a précisément (f + g)' = f* + ¢".
e Montrons (iii). Pour tous x,y € E,on a :

(AN, y) =Af(x), y)
=A{f(0), y)
= Ax, f(y))
={x, Af'(y))
=(x, (Af)y))-

Ce qui montre que I'endomorphisme (A f) de E possede un adjoint et 'on
a précisément (Af)" = Af".
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e Montrons (iv). Pour tous x,y € E, ona:

((fex), y)=(f(gx) ,y)
= (8, f'(y)
={x, & (f M)
={x, (§ o f)y)-

Ce qui montre que I'endomorphisme (f o g) de E possede un adjoint et'on
a précisément (f o g)* = g" o f".

e Montrons (v). Supposons que f est bijectif de sorte que f~! existe. On a
alors pour tous x,y € E :

(Fx, y) ="', F(H®))
={f(f'™), (f'®)
= (x, (')

Ce qui montre que 'endomorphisme f~! de E posséde un adjoint qui est
précisément (f*)71; soit (f1)* = (7).
e Montrons enfin (vi). Pour tous x,y € E, on a:

f,y)=(y, f()
={f(y), x)
=(x, f(y))-

Ce qui montre que 'endomorphisme f* de E possede un adjoint qui est
précisément f; soit (f*)" = f.
La proposition est démontrée. [

ProrosiTiON 7.3 (SUR L'EXISTENCE DE L'ENDOMORPHISME ADJOINT).—
Supposons que E est euclidien (i.e., dimE < +00). Alors tout endomorphisme de E
possede un endomorphisme adjoint. Plus précisément, si f est un endomorphisme
de E et A est la matrice associée a f relativement a une base orthonormée % de
E alors la matrice associée i f* relativement a la méme base 9B de E est 'A.

Démonstration.— Posons n := dimE et soit Z = (ey,e,,...,€e,) une
base orthonormée de E (le procédé de Gram-Schmidt par exemple assure
'existence de %). La matrice représentant le produit scalaire {, ) de E (en
tant que forme bilinéaire sur E) relativement a % est donc .. Etant donné
maintenant f un endomorphisme de E, désignons par A la matrice associée
a f relativement a # et par gl'endomorphisme de E dont la matrice associée
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relativement a Z est 'A. Nous allons montrer que g est ’adjoint de f. Pour
tous x,y € E, de coordonnées respectives X, Y € R" relativement a %, on
a (puisque, relativement a %, le vecteur f(x) de E est représenté par les
coordonnées AX, le vecteur g(y) de E est représenté par les coordonnées
AY etle produit scalaire (, ) de E est représenté par la matrice identité I,)) :

(f&), y) ="(AX) LY

='X'AY

='X -1, (‘AY)

= {x, 8y)-
Ce qui montre que g est effectivement ’adjoint de f (i.e., g = f*), comme il
fallait le prouver. |

Remarque 7.1.— L'existence de 1’adjoint d'un endomorphisme donné
f peut étre démontrée dans le cadre plus général ot1 'on suppose que E est
de Hilbert (i.e., complet) et f est continu. Le résultat de la proposition 7.3
en devient du coup un cas particulier (puisque tout espace vectoriel normé
de dimension finie est complet et tout endomorphisme d’un tel espace est
continu).

7.2 Endomorphismes autoadjoints

Définition 7.I1.— Un endomorphisme f de E est dit autoadjoint (ou
symétrique) s'il est ’adjoint de lui-méme, c’est-a-dire si f* = f. De maniere
équivalente, f est autoadjoint si pour tous x,y € E,on a:

(fO), y) =<{x, f(y)-

La caractérisation matricielle d"'un endomorphisme autoadjoint d"un es-
pace euclidien, relativement a une base orthonormée de celui-ci, se déduit
immédiatement de la proposition 7.3. On a la

ProrosiTION 7.4.— Supposons que E est euclidien de dimension n (n € IN")
et soit # = (e1,ey,...,e,) une base orthonormée de E. Soient aussi f un
endomorphisme de E et A la matrice associée a f relativement a 8. Alors f est
autoadjoint si et seulement si A est symétrique (i.e.,'A = A). ]

Parmi les exemples d’endomorphismes autoadjoints d"un espace eucli-
dien, on cite :
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(i) les projections orthogonales,
(ii) les symétries orthogonales

(voir plus loin). On a d’abord le théoréme suivant :

TuforEME 7.5.— Supposons que E est euclidien et soit p une projection de
E. Alors p est une projection orthogonale si et seulement si p est autoadjointe.

Démonstration.—
e (=) Supposons que p est une projection orthogonale de E. En posant
F:=Imp, onadonc F* = Kerp, F® F- = E et p = my. Pour tous x,y € E,
écrivons :

X1 + X (avec x; € Fetx, € F")
V1 +y2 (avecy; € Fety, € FY),

X =
et _
y_

de sorte que 'on ait : p(x) = mp(x) = x3 et p(y) = 1te(y) = y1. On a alors :

(P(x), y) = (1, y1+y2)
=(x1, y1) +{x1, y2)
={(x1, y1)+{(x2, y1) (car (x1, y2) ={(x2, y1) =0, étant
donné que x;,x; € Fetyy,y, € FF)
={(x1+ X2, Y1)
=(x, p(y))-

Ce qui montre que p est autoadjoint, comme il fallait le prouver.

e (&) Supposons que le projecteur p est autoadjoint et posons F := Imp et
G = Ker p, de sorte que p soit précisément le projecteur sur F parallelement
a G. Montrer que p est une projection orthogonale revient alors a montrer
que G = F+. Comme G et F* sont de méme dimension (car ils ont un
méme supplémentaire dans E, qui est F) alors il suffit de montrer que l'on
a G C F*, c'est-a-dire que tout vecteur de G est orthogonal a tout vecteur
de F. Montrons ce dernier fait. Pour tousx € G,y € F,on a:

(x,y) =, p(y)

=({px),y) (car p est supposé autoadjoint)
=(0g, y) (carx € G)
=0,

confirmant le fait requis. En remontant, on obtient que p est bien une
projection orthogonale de E.
Ainsi se complete cette démonstration. ]
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Exemple 7.1.— Soit f I'endomorphisme de R? dont la matrice associée
relativement a la base canonique de R? est :

V2

A= 3
> |
3

wlﬁ| W=

— Montrer que f est une projection orthogonale de R? (muni de son produit
scalaire usuel bien entendu).

1 2 A2 1 2
3 3 3| 3 3 1= A
3 3 3 3

d’ou f? = f, confirmant que f est bien une projection de IR?. D’autre part, puisque
la base canonique de R? est orthonormée (relativement au produit scalaire usuel
de R?) et que f est représenté par une matrice symétrique relativement a cette
base (constater que A est symétrique) alors (en vertu de la proposition 7.4) f est
autoadjoint. En conséquence, f est un projecteur autoadjoint de IR?; ce qui entraine
(en vertu du Théoréme 7.5) que f est une projection orthogonale de R%. m

On constate que 'on a:

N

m|§| W=

Dans ce qui suit, on définit une symétrie d'un RR-espace vectoriel.

Définition 7.IIL.— Soit & un R-espace vectoriel. On appelle symétrie de
& tout endomorphisme s de & s’écrivant sous la forme :

s=2p—1Idg,
ol p est un projecteur de &.

Illustration géométrique :

F
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Cas particulier : Lorsque & est préhilbertien et p est une projection or-
thogonale de &, on dira que s = 2p — Ids est une symétrie orthogonale de
&.

Illustration géométrique :

FJ_

e Ttr(X) F
¥

ES(X)

Exemple 7.11.—

1. Montrer quun endomorphisme s d’un R-espace vectoriel & est une
symétrie si et seulement si :

52 = Idg

2. Montrer qu'un endomorphisme s d'un espace euclidien & est une
symétrie orthogonale si et seulement si :

(i) s*=Ids et (ii) s estautoadjoint.
1. Soient & un R-espace vectoriel et s un endomorphisme de &. Considérons p

I'endomorphisme de & défini par p := 1(s + Ids), de sorte que I'on ait s = 2p — Ids.
On a alors:

s est une symétrie de & < p est un projecteur de &
2
—=p- =p

— i(S+Ingﬂ)2 = % (s +Ids)

= zli (s2 + 25+ Idg) = % (s+1Idg) (on ale droit d’utiliser la formule du

bindéme car les endomorphismes s et Ids
de & commutent)

— > =1dg,
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comme il fallait le prouver.
Une symétrie d'un R-espace vectoriel n’est rien d’autre donc qu’un endomor-
phisme involutif de cet espace.

2. Soient & un espace euclidien et s un endomorphisme de &. Considérons p 1’endo-
morphisme de & défini par p := 1(s + Ids), de sorte que ’on aits = 2p —Ids. On a
alors :

s est une symétrie orthogonale de & < p est une projection orthogonale de &
& p est une projection de & et p est autoadjoint (en vertu du théoréme 7.5)
& s est une symétrie de & et s est autoadjoint

(car on a équivalence entre «p est autoadjoint > et <s est autoadjoint >, vu que p et
s s’expriment chacun comme combinaison linéaire de 1’autre et 'endomorphisme
identité Id s, lequel est autoadjoint). D’ot1 1’on tire (en vertu du résultat du premier
point) que:

s est une symétrie orthogonale de & < s> = Ids et s est autoadjoint,

comme il fallait le prouver. m

7.3 Endomorphismes antisymétriques

Définition 7.IV.— Un endomorphisme f de E est dit antisymétrique sil
est 'opposé de son adjoint, c’est-a-dire si f* = —f. De maniere équivalente,
f est antisymétrique si pour tous x,y € E,on a:

(fO), y)=—<(x, f(y))-

Définition 7.V.— Etant donné n un entier strictement positif, une ma-
trice A de ., (R) est dite antisymétrique si elle satisfaitla propriété:'A = —A.

La caractérisation matricielle d’'un endomorphisme antisymétrique dun
espace euclidien, relativement a une base orthonormée de celui-ci, se
déduit immédiatement de la proposition 7.3. On a la

ProrosiTION 7.6.— Supposons que E est euclidien de dimension n (n € IN”)
et soit # = (e1,ey,...,e,) une base orthonormée de E. Soient aussi f un
endomorphisme de E et A la matrice associée a f relativement a 8. Alors f est
antisymétrique si et seulement si A est antisymétrique. |

7.4 Endomorphismes orthogonaux

Définition 7.VL.— Un endomorphisme f de E est dit orthogonal s’il
conserve les produits scalairs; c’est-a-dire s’il vérifie la propriété :

(fO9, fy) =<{x, y) (Vx,y € E).
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— Puisque la norme et la distance de E sont définies a partir du produit
scalair ambiant de E, il résulte de la définition ci-dessus qu'un endomor-
phisme orthogonal de E conserve aussi les normes et les distances. Un
endomorphisme orthogonal d'un espace préhilbertien est donc un cas par-
ticulier d"une isométrie d'un espace métrique.

Notation 7.II.— L'ensemble des endomorphismes orthogonaux de E
se note O(E).

Les résultats qui vont suivre fournissent les propriétés essentielles des
endomorphismes orthogonaux d"un espace préhilbertien, en mettant 1’ac-
cent sur le cas d"un espace euclidien.

ProrosITION 7.7.— Soit f un endomorphisme de E. Les deux propriétés sui-
vantes sont équivalentes :
(i) f est un endomorphisme orthogonal,

(ii) f conserve les normes; c’est-a-dire que l'on a :

I F60| = Il (¥x € E).

Démonstration.—
e (i) = (ii). Supposons que f est orthogonal. Alors on a pour tout x € E :

ool = ¢, £
={x, x) (car f est orthogonal)

2
= [IxII*,

ce qui entraine que :
IF60] = IixIl,
comme il fallait le prouver.
e (ii) = (i). Supposons que f conserve les normes. Alors on a pour tous

x,y € E:
0, f) =5 (1700 + FOIF = Il = @) (en vertu de 1)

(Irec+ 9 = el - £ l)

NI— NI

(“x + y“2 —|Ix|]* = “y”Z) (en vertu de I'hypothese :
« f conserve les normes >)
=(x,y) (en vertu de (3.1)).

— 112 —



B. Farar Chap 7. Endomorphismes particuliers d'un espace préhilbertien

Ce qui montre que I'endomorphisme f est orthogonal, comme il fallait le
prouver.
La proposition est démontrée. [

ProrosITION 7.8.— Supposons que E est euclidien et soit f un endomor-
phisme de E. Si f est orthogonal alors il transforme toute base orthonormée de
E en une base orthonormée de E. Inversement, si f transforme une certaine base
orthonormeée de E en une autre base orthonormée de E alors f est orthogonal.

Démonstration.—
e Supposons que f est orthogonal et soit Z = (e, e, ..., e,) (oun := dimE)
une base orthonormée de E. Pour tous i,j € {1,2,...,n},ona:

< fe), f (e]‘)> = <ei , e]-> (puisque f est orthogonal)

= bjj (puisque # est orthonormée).

Ce qui montre que f(#) := (f(e1), f(e2),..., f(e,)) est une famille ortho-
normée de E. Mais ceci entraine que f(%) est libre (voir l'exercice 3.7) et
constitue donc une famille libre maximale de E; d’ou f(%) est une base de
E. Par conséquent f(%) est une base orthonormée de E, comme il fallait le
prouver.

e Inversement, supposons que f transforme une certaine base orthonormée
% = (e1,ey,...,e,) de E en une base orthonormée f(#) = (f(e1), f(e2),...,
f(e,))de E.Pourtousx = aje;+azer+---+a,e,, y = fre1+prex+:--+p,e, € E
(avec oy, az, ..., an,P1,P2,--.,Pn €R),ona:
(x,y)=(a1e1+---+aye,, prer + -+ Puey)

= Z B <ei , e j> (en utilisant la bilinéarité du produit scalaire)

1<i,j<n

n
= Z aipi (puisque # est orthonormée).
i=1

De méme, on a :
(fO), f(y)) =(f(aier +--+ane,) , f(Brer+ -+ puen))

={a1f(e1) +---+auf(e,), Prf(er) +---+ Puf(ey)) (puisque f estlinéaire)
Z a;f; < f(e), f(e ])> (en utilisant la bilinéarité du produit scalaire)

1<i,j<n

n

Z a;Pi (puisque (%) est orthonormée).
i=1
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En comparant les deux résultats, on voit bien que 'on a : (f(x), f(y)) =
(x, y) (¥x,y € E). Ce qui montre que f est orthogonal, comme il fallait le
prouver. Ainsi se complete notre démonstration. [

PROPOSITION 7.9 (CARACTERISATION MATRICIELLE).— Supposons que E est
euclidien et soit % une base orthonormée de E (o1t n € IN). Soient aussi f un
endomorphisme de E et A la matrice associée a f relativement a 8. Alors f est
orthogonal si et seulement si l'on a :'AA = 1,,.

Démonstration.— Pour tous x,y € E, désignons par X, Y € R" les coor-
données respectives de x et y relativement a labase % de E ; les coordonnées
respectives de f(x) et f(y) relativement a % sont donc AX et AY. Comme la
base # de E est orthonormée alors la matrice associée au produit scalaire
(, )deE (entant que forme bilinéaire sur E) relativement a % est la matrice
identité I,,. On a par conséquent :

f est orthogonal &L (f(x), fiy) =<(x,y) (Vx,y € E)
= '"(AX)L,-(AY)='X"1,- Y (VX, Y eR")
= X 'AA- Y ='X"1,-Y (VX,YeR")
—'AA =1, (en vertu de la remarque 2.1).
Ce qui démontre la proposition. ]

Définition 7.VII.— Soit n € IN*. Une matrice A de .#,(R) est dite or-
thogonale si elle représente un endomorphisme orthogonal d'un espace
euclidien relativement a une base orthonormée de celui-ci. De maniére
équivalente (compte tenu de la proposition 7.9), A € .#,(IR) est dite ortho-
gonale si elle satisfait ‘AA =1,.

Les matrices orthogonales peuvent étre caractérisées aussi par leurs
vecteurs lignes ou colonnes. On a la

ProrositioN 7.10.— Soit n € IN*. Une matrice A de .#,(R) est orthogo-
nale si et seulement si ses vecteurs colonnes (resp. lignes) constituent une base
orthonormée de (R", {, ),s)-

Démonstration.— Soit A € .#,(R) et désignons par ey, ey, ..., e, les

vecteurs colonnes de A. On a alors :

tel

te,
A=(eey...le)) et ‘A=|—o1I|;
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ce qui donne :

fAA = — (eiley]. .. le,) = (<ei ’ ej>us)lsi,j§n'

D’oui :
A est orthogonale < 'AA =1,

(=>(<ei,e]->) =1,
us/1<i,j<n

& (€i);<i<, est une base orthonormée de (R”, (, )ys)-

Ce qui confirme I"énoncé de la proposition en ce qui concerne les vecteurs
colonnes de A. L'énoncé de la proposition en ce qui concerne les vecteurs
lignes de A se déduit immédiatement de la série d’équivalences suivante :

A est orthogonale < 'AA =1,
='A=A"
= A'A =1,
& 'A est orthogonale.

La proposition est démontrée. [

Remarque 7.I1.— On peut démontrer la proposition 7.10 d"une autre
facon en associant a la matrice considérée A de .#,(IR) I'endomorphisme
f de R" qu’elle représente relativement a la base canonique de R”, puis en
utilisant la proposition 7.8 pour f.

CoroLLAIRE 7.11.— Supposons que E est euclidien. Alors un endomorphisme
de E est orthogonal si et seulement s'il est I'inverse de son adjoint (i.e., f* = 7).

Démonstration.— Cela résulte immédiatement en combinant les ré-
sultats des deux propositions 7.9 et 7.3. ]

ProrosiTION 7.12.— La composition de deux endomorphismes orthogonaux
de E reste un endomorphisme orthogonal de E et I'inverse de tout endomorphisme
orthogonal de E (lorsqu’il existe V) est orthogonal.

(1). L'existence est garantie dans le cas o1 E est euclidien (en vertu du corollaire 7.11).
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Démonstration.— Soient f et ¢ deux endomorphismes orthogonaux
de E. Montrons d’abord que 1'endomorphisme composé (f o g) est ortho-
gonal. On a pour tous x,y € E :

(fog)), (fogy) =(f(gx) , f(g®))
=(g(¥), gy)) (puisque f est orthogonal)
=(x,y) (puisque g est orthogonal).

Ce qui montre que (fog) est orthogonal. Montrons maintenant quel'inverse
de f (lorsqu’il existe) est orthogonal. En supposant ! existe, on a pour
tousx,y € E:

(F1®, F0) = (F(770) , F(F')))  (puisque f est orthogonal
={x,y)-

Ce qui montre que f~! est orthogonal. Ainsi se compleéte cette démonstra-
tion. [

On tire immédiatement de la proposition 7.12 I'important corollaire
suivant :

CoROLLAIRE 7.13.— Supposons que E est euclidien. Alors I'ensemble des
endomorphismes orthogonaux de E muni de la loi de composition des endomor-
phismes constitue un groupe, qui est en fait un sous-groupe du groupe linéaire
GL(E). |

Définitions et notations 7.VIII.—

1. Supposons que E est euclidien. L'ensemble des endomorphismes or-
thogonaux de E muni de la loi de composition des endomorphismes
(qui est un groupe d’apres le corollaire 7.13) s’appelle le groupe ortho-
gonal de E et se note O(E).

2. Soit n € IN". L'ensemble des matrices orthogonales de .#,(R) (qui
constitue un sous-groupe du groupe linéaire GL,(IR)) s’appelle le
groupe orthogonal de degré n sur R et se note O, (R).

Remarque 7.III.— Supposons que E est euclidien et soit f un endo-
morphisme orthogonal de E. Puisque f conserve les produits scalaires et
.y

]
autrement dit, f conserve les angles non orientés. En supposant qu’on

dispose de la notion d’angles orientés, deux situations seulement sont
possibles :

les normes alors il conserve aussi les quantités cos(x,y) (x,y € E);
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e ou bien f conserve les angles orientés,

e ou bien f tranforme tout angle orienté O(mod2m) en
(—6) (mod 27).

Dans le premier cas, on dira que f est un endomorphisme orthogonal direct
et dans le second cas, on dira que f est un endomorphisme orthogonal
indirect (ou gauche). On verra de suite ces deux notions sous une forme
plus commode.

ProrosiTION 7.14.— Supposons que E est euclidien et soit f un endomor-
phisme orthogonal de E. Alors on a :

detf = +1.

Démonstration.— Posonsn := dimE et soient % une base orthonormée
de E et A la matrice représentant f relativement a %. D’apres la proposition
79, on a:'AA = I,. Ce qui entraine que det('AA) = det(l,) = 1. Mais
det("AA) = det(*A)det(A) = (detA)? (puisque I'on sait que det('A) = detA).
D’out (detA)> = 1; ce qui donne detA = +1. Autrement dit detf = +1,
comme il fallait le prouver. ]

Définitions et notations 7.IX.— Supposons que E est euclidien.

1. Un endomorphisme orthogonal f de E est dit direct si detf = 1; il est
dit indirect (ou gauche) dans le cas contraire, c’est-a-dire (compte tenu
de la proposition 7.14) dans le cas ot detf = —1.

2. L'ensemble des endomorphismes orthogonaux directs de E constitue
un sous-groupe du groupe orthognal O(E) de E; on "appelle le groupe
spécial orthogonal de E et on le note SO(E).

3. Etant donné n € IN*, I’ensemble des matrices orthogonales de déter-
minant 1 de .#,(IR) constitue un sous-groupe de O,(R); on 'appelle
le groupe spécial orthogonal de degré n sur R et on le désigne par SO, (RR).
— Pour n € {2,3}, le groupe SO,(R) est parfois appelé le groupe des
rotations vectorielles (symbolisant la nature géométrique des endo-
morphismes orthogonaux directs du plan euclidien ou de l'espace
euclidien a 3 dimensions).

Exemple 7.III.— Supposons que E est euclidien et soit f un endomor-
phisme orthogonal de E. Montrer que les seules valeurs propres réelles
possibles pour f sont 1 et —1.
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Soit A une valeur propre réelle de f. Il existe donc v € E \ {0} tel que f(v) =
Av. En passant aux normes, il vient que Hf(v)” = |[Av]| = |A] - |[v]l. Mais puisque
I’endomorphisme f conserve les normes (car il est orthogonal), on a || f(v)|| = |v]I.

D’ot1 I’on tire que ||v|| = |A] - |[v]|; ce qui entraine (puisque [|V]| # 0, vu que v # 0g) que
Al =1 et conclutque A = +1. m

Remarque 7.IV.— FEtant donné n € IN*, on peut adapter la solution
de I'exemple précédent pour montrer que les valeurs propres complexes
d’une matrice de O,(IR) sont toutes de module 1.

7.5 Endomorphismes normaux

Définition 7.X.— Un endomorphisme f de E est dit normal s’il po-
ssede un adjoint et commute avec cet adjoint; c’est-a-dire si f* existe et'on

afof =fof.

Comme on le voit immédiatement de la définition, les endomorphismes
normaux d"un espace préhilbertien englobent a la fois les endomorphismes
autoadjoints, les endomorphismes antisymétriques et les endomorphismes
orthogonaux.

L’analogue matriciel de la définition 7.X est le suivant :

Définition 7.XI.— Soitn € IN*. Une matrice A de .#,(R) est dite normale
si elle commute avec sa transposée; ¢’est-a-dire si A’A = 'AA.

Le lien entre les définitions 7.X et 7.XI est fourni par la proposition
suivante qui découle immédiatement de la proposition 7.3.

ProrosiTiON 7.15.— Supposons que E est euclidien. Un endomorphisme de
E est normal si et seulement si sa matrice associée relativement a une base ortho-
normée de E est normale. [

La proposition qui suit fournit quelques propriétés caractérisant les
endomorphismes normaux d"un espace préhilbertien.

ProrosITION 7.16.— Soit f un endomorphisme de E possédant un adjoint.
Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) f est normal.
(i) (f&), fy) ={f®), f () Vxy€eE.
(i) [[fo0 = [|fFr e, vx € E.
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Démonstration.—
e (i) = (ii). Supposons que f est normal et montrons que f satisfait la
propriété (ii) de la proposition. Pour tous x,y € E, on a:

f), fy) =&, £ @)
=(x, (f o )(y)
=(x, (f o f)y)) (car f est supposé normal)
=, f(FON
={(f'x), fy) (puisque ™ = f),

comme il fallait le prouver.

e (ii) = (i). Supposons que f satisfait la propriété (ii) de la proposition
et montrons que f est normal; c’est-a-dire que f o f* = f* o f. Pour tous
x,y € E,ona:

((fo ), y)={f(f (), y)

(f e, f(y»

(f(x), f(y) (d’apres I'hypothese faite sur f)
= {(f(y), f(x))

=y, £ (f()))

=y, (f o )Hx)

={(f o N, y).

D’ou1 l'on tire que pour tous x,y € E,on a:

(fofH)=(f e Hx), y)=0.

Ce qui entraine que :

(feofI)=(fof)x)eE (VYx € E).

Comme E* = {0}, il en découle immédiatement que :

(fefI)=( e (Vx € E).

Autrement dit f o f* = f* o f, signifiant que f est normal, comme il fallait
le prouver.

On vient ainsi de montrer 1'équivalence entre les deux points (i) et (ii)
de la proposition. Pour ce qui concerne 1’équivalence entre les deux points
(ii) et (iii) de la proposition, elle provient directement des formules :

lIxll = v{x, x) (Vx € E)
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et
ey =5 (e st = ) oy

La proposition est démontrée. [
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Exercices

Exercice 7.1. Pour tout nombre réel 0, on pose

__[cos@ —sinO
97 \sin0 cosO |’

1. Vérifier que pour tout 0 € IR, la matrice Og de .#,(IR) est orthogonale.

2. Montrer que toute matrice orthogonale O de .#5(IR) s’écrit sous 'une

des deux formes : O = Oy ou O = 10 )Og (0 € R). Interpréter

0 -1
géométriquement ce résultat.

Exercice 7.2. Soit n un entier strictement positif. Montrer que pour toute
matrice orthogonale A = (a;)), <i jn de #,(R),ona:

>

1<i,j<n

<n.

Z |al’]‘| < Tl\/E et

1<i,j<n

Exercice 7.3 (Décomposition QR d'une matrice carrée inversible).
Etant donné un entier strictement positif 7, montrer que toute matrice A
de GL,(RR) peut se décomposer sous la forme

A=QR,

avec Q € O,(R) et R € .#,(R) triangulaire supérieure.
Appliquer I'algorithme de Gram-Schmidt aux vecteurs colonnes de A.

Application : Déterminer une décomposition QR pour la matrice

2 11
A=[-1 2 1}.
0 3 2

Exercice 7.4 (Matrices de Householder et application a la décomposition QR).
Soient E un espace euclidien, u un vecteur non nul de E et K I'hyperplan
de E orthogonal a u (i.e., K = {u}").
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1. Montrer que la symétrie orthogonale d"un vecteur x de E par rapport
a K est donnée par :
&, w
Jlulf®
Utiliser le résultat du point 2. de 1'exercice 6.10.

2. Montrer que si x et y sont deux vecteurs distincts de E ayant la méme
norme alors pouru=x—-yetK = {u}*,ona:

sg(x) =x—2 u.

sk(x) =y.

3. Prenons pour toute la suite E = (R", {, ),,) (ou1 n est un entier stricte-
ment positif).
(a) Montrer quela matrice associée a sk (la symétrie orthogonale par
rapport a K) relativement a la base canonique de R" est donnée
par:

t
—-——uu
Jlulf®

(Une telle matrice s’appelle matrice de Householder).

u=1I,

(b) En s’appuyant sur le résultat de la question 2. de I'exercice en
cours, en déduire une méthode de décomposition d"une matrice
A de #,(R) sous la forme QR, avec Q et R sont deux matrices
de .#,(R), Q étant orthogonale et R est triangulaire supérieure.
Multiplier la matrice A par une matrice de Householder
adéquate (a gauche) afin de transformer son premier vecteur
lleall
0

colonne (disons ¢;) en| 0 |, puis réitérer la procédure.
0
Exercice 7.5 (Inégalité de Hadamard).

Soient n un entier strictement positif et A une matrice de .#,(IR) dont les
vecteurs colonnes sont désignés par ¢, ¢y, ..., Cy.

1. Montrer I'inégalité :
det Al < fleallz - lleallz - - - lleall

(connue sous le nom de I'inégalité de Hadamard).
Le résultat est trivial si detA = 0. Dans le cas contraire (i.e.,

— 122 —



B. Farar Chap 7. Endomorphismes particuliers d'un espace préhilbertien

A € GL,(R)), décomposer A sous la forme A = QR, avec Q € O,(R)
et R € .#,(R) triangulaire supérieure (voir 1'exercice 7.3), et constater
que l'on a ‘AA = 'RR. Pour conclure, identifier les déterminants et
les coefficients diagonaux des deux matrices identiques 'AA et ‘RR et
constater que I'inégalité de Hadamard est triviale pour R.

2. Montrer que 'inégalité de Hadamard devient une égalité si et seule-
ment si les vecteurs colonnes ¢y, ¢y, . . ., ¢, de la matrice A sont deux a
deux orthogonaux relativement au produit scalaire usuel de R".

O3 2O

G ®

— 123 —



Chapitre

Espaces hermitiens, espaces
préhilbertiens complexes et

espaces de Hilbert complexes

Sommaire
81 Introduction.......................... 125
8.2 Applications sesquilinéaires . ............... 126
8.3 Lenoyau d’une forme hermitienne ............ 130
8.4 Représentation matricielle d’'une forme sesquilinéaire
sur un C-espace vectoriel de dimension finie .. .. .. 131
8.4.1 Matrice associée a une forme sesquilinéaire . . . . 132
8.4.2 L’équivalent matriciel d'une forme hermitienne
SUrE . ... e 135
8.4.3 Calcul pratique du noyau d’une forme hermitienne137
8.4.4 Formule de changementdebase . ... ... ... 137
8.5 Formes quadratiques hermitiennes et orthogonalité . . 138
8.5.1 Forme quadratique hermitienne associée a une
forme hermitienne . . ... ... .......... 139

8.5.2 Reconnaissance rapide d'une forme quadratique
hermitienne et détermination rapide de sa forme

polaire (en dimension finie) . . . . .. ... .. .. 142
853 Orthogonalité . . ... ................ 143
8.5.4 Réduction de Gauss des formes quadratiques her-

mitiennes . . .. ... L L L 147

8.5.5 Une méthode alternative matricielle pour réduire
une forme quadratique hermitienne . . . . .. .. 150

124



B. Farar Chap 8. Espaces préhilbertiens complexes

8.5.6 Equivalence des formes quadratiques hermitiennes 152

8.5.7 Calcul de la signature d’une forme quadratique
hermitienne par la méthode des déterminants de
Sylvester . . . .. ... ... ... .. .. ... ... 154

8.6 Norme associée a un produit scalaire complexe . . . .. 156
8.7 Orthogonalité dans un espace préhilbertien complexe . 159

8.7.1 Construction d'une base orthonormée pour un es-
pace hermitien . ... ................ 159
8.7.2 Supplémentaire orthogonal et projection orthogo-
nale . . ... ... . 160
8.7.3 Distance d"un vecteur par rapport a un sous-espace
vectoriel de dimension finie d"un espace préhilbertien
complexe. . .. ... ... .. o L. 162
Exercices . . ... ... i i i e i e 164

8.1 Introduction

Sil'on essaye de définir un produit scalaire sur un C-espace vectoriel
de la méme sorte qu’un produit scalaire sur un R-espace vectoriel (c’est-a-
dire comme une forme bilinéaire symétrique définie positive), on se heurte
immédiatement au probléme de positivité. En effet, pour parler de positi-
vité, il faut déja avoir affaire a des valeurs réelles. Par exemple, ’analogue
<naif > du produit scalaire usuel de R" (n € IN*) sur C", défini par :

’
Z1 Z}
23
2
(z, 7)) =212 + 2025 + - + 2,2, Vz=|.|,z=|"|eC,
Zn z;

ne satisfait méme pas la condition «<(z, z) € R (Vz € C") >, étant donné
qu'une somme de carrés de nombres complexes n’a aucune raison d’étre
réelle. Pour y remédier a ce probleme, on a songé a modifier la définition
précédente de(z, z’) en:

’
Z1 Z}
IN e = o = 7 = 7 _ 22 /7 _ 22 n
(z, 2') :=212) + 22, + - - + 2,2, Vz=| .|,z =]|"1€C).
Zn z;,
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Z1 0
. . . . 22
Cela fonctionne bien puisque I’on obtient pour toutz = . | € C"\
Zn 0
(z,2)= 2P + |zl + - + |z, > 0,

En revanche, le concept de «la bilinéarité > devra étre remplacé par un
autre que I’'on nomme <«la sesquilinéarité ». Tout cela va étre détaillé au fur
et a mesure dans ce qui va suivre.

8.2 Applications sesquilinéaires

Pour tout ce qui suit, E, F et G désignent des C-espaces vectoriels.

Définition 8.I.— Une application f : E — F est dite semilinéaire si l’'on
a pour tous x1,x; € Eettous Ay, A, € C:

FAxs + Aaxa) = Ay f (x1) + Ao f (x%2). (8.1)

Remarques 8.1.—

1. 1l va de soi que la condition (8.1) de la définition 8.1 est équivalente
aux deux suivantes (réunies) :

flx1+x2) = f(x1) + f(x2),
f(Ax) = Af(x)

Elle est également équivalente a :

(Vx,x1,x, € E,YA € Q).

F(AX) +x2) = Af(x1) + f(x2) (Vx1,%, € E,YA € C).

2. Il est facile de montrer que la composition de deux applications se-
milinéaires donne une application linéaire; ce qui pourrait expliquer
la nomination <« semilinéaire » aux applications auxquelles elle est
attribuée.

Définition 8.II.— Une application f : E X F — G est dite sesquilinéaire
si elle est semilinéaire par rapport a sa premiere variable et linéaire par
rapport a sa seconde variable; autrement dit, sil’'on a pour tous x, xq, x; € E,
tousy,yi,y2 € Fettous Ay, A, € C:

Fx + Axa, y) = A f(xa, y) + Aaf(xa, y) (8.2)
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et
fOx, Ary1 + Aaya) = A f(x,y1) + Aaf (X, y2). (8.3)

Bien entendu, l'identité (8.2) symbolise la semilinéarité de f par rapport
a sa premiere variable et l'identité (8.3) symbolise la linéarité de f par
rapport a sa seconde variable.

— Une application sesquilinéaire de E X F dans C (i.e., lorsque G = C)
s’appelle une forme sesquilinéaire sur E X F.

— Par abus de langage, une forme sesquilinéaire sur E X E s’appelle une
forme sesquilinéaire sur E.

N.B.— Le terme < sesquilinéaire » est un préfixe latin qui veut dire <« un
et demi ».

Définition 8.IIL.— On appelle forme hermitienne sur E toute forme ses-
quilinéaire f sur E qui vérifie de surplus la propriété :

foy)=fly,x)  (Yxy€E). (8.4)
— La propriété (8.4) seule s’appelle la symétrie conjuguée.

Remarque 8.IL.— Si une application f : E X E — C est symétrique par
conjugaison complexe (i.e., satisfait (8.4)) alors pour qu’elle soit une forme
hermitienne, il suffit qu’elle soit semilinéaire par rapport a sa premiere
variable ou linéaire par rapport a sa seconde variable. C’est un exercice
facile mais intéressant a faire.

ProrosiTiON 8.1.— Soit f une forme hermitienne sur E. Alors on a pour tout
x € E: f(x,x) €eR.

Démonstration.— Par hypothese, f est symétrique par conjugaison

complexe. On a donc pour tout x € E : f(x,x) = f(x, x); ce qui entraine que
f(x,x) € R, comme il fallait le prouver. |

La proposition 8.1 rend raisonnable et sensé de parler de la positivité
de la quantité f(x,x) pour une forme hermitienne f sur E (ot x € E). On a
les définitions suivantes :

Définitions 8.IV.— Soit f une forme hernitienne sur E.
— On dit que f est définie sil’on a pour tout x € E :

f(x,x) =0 = x= 0.
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— On dit que f est positive sil'on a pour tout x € E :
f(x,x) > 0.

— On dit que f est définie positive sil’on a pour tout x € E \ {0} :
f(x,x) > 0.

Il va de soi que < f est définie positive > si et seulement si f est a la fois
< définie » et « positive ».

Définition 8.V (produit scalaire complexe).— On appelle produit sca-
laire sur E toute forme hermitienne définie positive sur E.

Notation 8.I.— Comme dans le cas réel, un produit scalaire complexe
est généralement représenté par le symbole (, ). Ainsi, un produit scalaire
de deux vecteurs x et y de E est désigné par (x, y).

Exemple 8.1 (le produit scalaire usuel de C").— Soient n € IN" et

f: O'xC' — C

21 w1

Zn w» _ _ _ .
A . > Z1W1 + 20wy + - -+ Z, Wy,

Zn) \Wny

— Montrer que f est un produit scalaire sur le C-espace vectoriel C".

Montrons d’abord que f est symétrique par conjugaison. Pour tous z =
t _t .
(z1,22, -+, 2zn), W ="wy,wy,...,wy) €C",ona:

f(Z, W) = Eluh + EzZ/UZ + -+ Enwn
=Z1W1 + ZpWa + -+ + Zy Wy
= %121 +w222 + - +%nzn

= f(w,z).

Ce qui confirme que f est symétrique par conjugaison. De ce fait, pour montrer
que f est hermitienne, il suffit de montrer qu’elle est linéaire par rapport a sa
seconde variable (en vertu de la remarque 8.1I). Pour tous z = (z1,2,...,2,),Ww =
Hwy,wo, ..., wy), W = t(wi, w), ..., wy) € C"ettous A, A’ € C,ona (puisque Aw+A'w’ =
tHAwy + Nwi, Awy + AW}, ..., Adwy + Mwy)) :

flz, AW+ A'W') =%y (Awy + A'w}) + 2o (Awa + A'wh) + -+ + Z, (Aw, + V')
= A (@1w1 + 2oy + -+ + Zywy) + A (2] + Zow) + -+ + 2,0 )
= Af(z,w) + A" f(z, w').
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Ce qui montre que f est linéaire par rapport a sa seconde variable; d’ou f est
hermitienne. Il reste a montrer que f est définie positive (i.e., a 1a fois positive et
définie). Pour tout z = ’(z1,2,...,2,) € C",on a:

- - - 2 2 2
f(z,z) =z1z1 + 2220 + - + ZuZy = 211" + |22 + - + |24l

D’ou f(z,z) > 0 (Yz € C"); autrement dit, f est positive. De plus, pour tout z =
Hz1,22,...,2z,) €C", ona:

2 2 2
f(z,z) =0 = |z1]" + |z +--- +|z,[" =0

= |z1| = |za| =+ = ]za| =0
—z1=2=---=2,=0
=>Z=0Cn.

Ce qui montre que f est définie.
En conclusion, f est une forme hermitienne définie positive; autrement dit, f
est un produit scalaire sur C". m

Appellation et notation 8.I.— Le produit scalaire f sur C" (n € IN*) de

I'exemple 8.1 de ci-dessus s’appelle le produit scalaire usuel de C" et se note
(, Jus- Le produit scalaire usuel de deux vecteurs z et w de C" se note donc

(Z, W)y

Exemple 8.I1 (En dimension infinie).— Posons E := £¢°([0,1],C) (qui

est un C-espace vectoriel avec les opérations usuelles) et soit

p: EXE — C L
(f,9) +— [ fog()dx’

— Montrer que ¢ est un produit scalaire sur E.

Montrons d’abord que ¢ est symétrique par conjugaison. Pour tous f,g€ E,on a:

—_ 1—
079 = fo Fg(x) dx

1—
= fo fx)g(x)dx
1:_
= fx) g(x)dx
1 —_
= fo fx)g(x) dx

1_
= fo g(x)f(x) dx
= (g f)-
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Ce qui confirme ge @ est symétrique par conjugaison. Pour montrer que ¢ est
hermitienne, il suffit donc de montrer (par exemple) qu’elle est linéaire par rapport
a sa seconde variable (en vertu de la remarque 8.II). Pour tous f, g1, g2 € E et tous
A, A eC,ona:

1
@ (f, 11+ Aag2) = fo f(x) (A1g1 + A2g2) (x) dx
1 —_—
- fo ) (g1 (2) + Aaga(x) dx

1 1
=A fx) dx+ A f(x) d
1 f T dx + 1 fo Fga() dx
= Mp(f, §1) + Aag(f, 2)-

Ce qui montre que ¢ est linéaire par rapport a sa seconde variable; d’oit ¢ est
hermitienne. Il reste a montrer que ¢ est définie positive (c’est-a-dire qu’elle est a la

. . g 15— 1 2
fois positive et définie). Pour tout f € E,ona: ¢(f, f) = fo fx)f(x)dx = fo |f(x)) dx >
0 (car c’est une intégrale d’une fonction réelle positive). Par ailleurs, en appliquantla
propriété des intégrales de Riemann selon laquelle <I'intégrale d’une fonction réelle
continue et positive sur un intervalle fermé borné de R est nulle si et seulement si
}a fonction en question est nulle sur tout I’intervalle d’intégration >, on a pour tout

€E:

1_
o(f, f)=0= fo F)f(x)dx =0

1
2
<=>f0 [f)|” dx=0

= )f(x)|2 =0,Yx€e[0,1] (car |f|2 est réelle continue et positive sur [0, 1])
— f(x)=0,¥x €[0,1]
=24 f = Of.

Ce qui montre que ¢ est définie.

En conclusion, ¢ est une forme hermitienne définie positive sur E; autrement
dit, ¢ est un produit scalaire sur E. m

8.3 Le noyau d’une forme hermitienne

Pour ce qui suit, E désigne un C-espace vectoriel.

Définition 8.VL.— Soit f une forme hermitienne sur E. On appelle le
noyau de f le sous-ensemble de E, noté Ker f, et défini par :

Kerf:={x€E: f(x,y) =0,Vy € E}. (8.5)

— On montre immédiatement (en utilisant la symétrie conjuguée de f) que

I'on a aussi :
Kerf={y€E: f(x,y) =0,Vx€E} (8.6)
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En utilisantla semilinéarité d 'une forme hermitienne (sur E) par rapport
a sa premiere variable, on montre aisément la proposition suivante (les
détails sont laissés au lecteur).

ProrosITION 8.2.— Le noyau de toute forme hermitienne sur E est un C-
sous-espace vectoriel de E. ]

Remarque 8.II.— Etant donnée f une forme hermitienne sur E, con-
sidérons les applications f, (x € E) suivantes :

fxi E — C

La linéarité de f par rapport a sa seconde variable montre immédiatement
que ces applications fy (x € E) sont toutes linéaires (donc des formes
linéaires sur E). D’autre part, en utilisant (8.6), on a immédiatement

Kerf = ﬂ Kerf,,
xeE
qui est une intersection de sous-espaces vectoriels de E; d’ot1 ’on obtient
(d’une autre fagon) le résultat de la proposition 8.2, a savoir que Kerf est
un sous-espace vectoriel de E.

Définition 8.VII.— Une forme hermitienne f sur E est dite non dégénérée
si Kerf = {0g}. Elle est dite dégénérée dans le cas contraire.

L’exemple suivant est ’analogue de I'exemple 1.V du §1 sur les formes
bilinéaires symétriques. Comme il se résout de la méme fagon aussi, on a
laissé sa résolution au soin du lecteur.

Exemple 8.II1.— Montrer que toute forme hermitienne définie sur E
est non dégénérée. En particulier, tout produit scalaire sur E est une forme
hermitienne non dégénérée. |

8.4 Représentation matricielle d'une forme ses-
quilinéaire sur un C-espace vectoriel de di-
mension finie

Pour ce qui suit, on fixe un entier strictement positif n et un C-espace
vectoriel E de dimension n. Etant donné que la lettre i est réservée pour
désigner le nombre complexe de module 1 et d’argument 7, on utilise
comme indices de sommation les lettres k et £ au lieu des lettres i et |
utilisées pour les formes bilinéaires au chapitre 2.
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8.4.1 Matrice associée a une forme sesquilinéaire

Soient # = (ej, ey, ...,e,) une base de E et f : E* — C une forme ses-

X1 N

e .. X2 Y2
quilinéaire sur E. Pour x,y € E, on désigne par X = : etY =|".
Xn Yn

les coordonnées respectives de x et y relativement a la base # (avec
X1,X2, -, Xn, Y1, Y2, ..., Yu € C); soit

n n
X = Z xer et y= Z Yeey.
k=1 =1

En utilisant la sesquilinéarité de f, on a pour tous x,y € E :

fxy) = f[i xkek,i ]/fet’]
1 =1

k=
n

= Ekf (ek, i yge,g)

k=1 =1
=) X Z Yef(ex, ep)
=1 (=1
= ) Fyef(eeo).
1<k,l<n
D’ou la formule :
fooy)= Y flewedTye  (Vxy<cE). (8.7)

1<k, <n

Cette derniere formule montre que la forme sesquilinéaire f est entierement
déterminée par le paquet de nombres f(e, e/) (1 <k, £ < n). D’oul'idée de
représenter f par ce paquet de nombres :

Définition 8.VIII.— On définit la matrice associée a f relativement a
2%, notée My(f), par :

M%(f) = (f(ek/ ef))lsk,fsw

Exemple 8.IV.— Montrer que la matrice associée au produit scalaire
usuel de C" relativement a la base canonique de C" est la matrice identité
d’ordre n.
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Désignons par € = (e, ey, ..., e,) la base canonique de C". Par définition méme du
produit scalaire usuel de C”, on a clairement pour tous k, £ € {1,2,...,n}:

1 sik=¢
(€r, er)ys = Okt = {0 sinon

La matrice associée a (, ),  relativement a ¢ est donc

1 (0)
M (< ’ >uS) = (<ek ’ ef)us)lsk,fgf - [ ] =1
(0) 1

comme il fallait le prouver. m

Nous allons maintenant chercher une écriture matricielle pour le membre
de droite de la formule (8.7). Cela nécessite d’introduire préalablement
quelques nouvelles notations.

Notations 8.I.— Soient m € IN" et A = (ax¢); <t y<,, € Mu(C).

— On note A la matrice de M,,(C), obtenue a partir de la matrice A en
remplagant chaque coefficient de celle-ci par son conjugué complexe; soit

A = (@) 1<k e<m-
— On note aussi A* la transposée de A ; soit
A= tZ = (E'fk)lsk,fsm'

— On montre immédiatement que I’on a pour tous A, B € .#,,(C): AB = AB
et (AB)" = B'A".

On a la proposition suivante :

ProrositioN 8.3.— Soient A € M, (C) la matrice associée i la forme sesqui-
linéaire f relativement a la base 9 de E. Alors pour tous x,y € E,ona:

f(x,y) = X'AY.

Démonstration.— Soientx,y € E.Ona:

flene) ... flenen) g;
X'AY ='XAY = (x1, %2, ..., %) : : ,
f(en/ el) s f(en/ en)
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n
n B n B n B 1
= ( f(ek/ e1)Xy, Zf(ek, €)Xk, ..., Zf(ek, e,)Xx .
k=1 k=1 k=1 :
Yn
= [ fex, ef)fk] Ye
=1 k=1
= Z f(ex, er) Xrye
1<k,<n
= f(x,y) (en vertu de (8.7)).
Ce qui démontre la proposition. ]

De la proposition 8.3, on tire 1'utile corollaire suivant :

COROLLAIRE 8.4.— Pour tous X,Y € C",ona:
X, Y, =XY.

Démonstration.— Il suffit de combiner les résultats de ’exemple 8.1V
et de la proposition 8.3. ]

Exemple 8.V.— Déterminer l'expression algébrique de la forme ses-
quilinéaire de C® dont la matrice associée relativement a la base canonique
de C’est:

1+1 i 0
A=12+3i 1 —i 1.
21 -1 5+

Désignons par f la forme sesquilinéaire requise et par ay, (1 < k, £ < 3) le coefficient
de la matrice A qui se situe a I'intersection de sa k*™° ligne avec sa ¢*™ colonne.

X1 n
D’apres la formule (8.7), on a pour tous X = (Xz), Y = [yz) eC®:
X3 Y3

fXY) = Z Ake XkYe

1<k, <3
= (1 + l) Elyl + iflyz + (2 + 31) fzyl + fzyz - l‘fzyg, + 21f3y1 - Eg,yz + (5 + 1) E3y3- u

Remarque 8.IV.— On a une correspondance bijective entre 'ensemble
des formes sesquilinéaires sur E et M, (C). Ce qui entraine que I'on a pour
tous A,B e M,(C):

(VX,Y e C": X'AY = X'BY) < A = B.
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8.4.2 L’équivalent matriciel d’'une forme hermitienne sur E
Nous introduisons d’abord la définition suivante :

Définition 8.IX.— Une matrice A de M, (C) est dite hermitienne si’'on
a:A*=A.

On a la proposition suivante :

ProrosiTiON 8.5.— Soient 98 une base de E et f une forme sesquilinéaire
sur E dont la matrice associée relativement a 9 est désignée par A. Alors f est
hermitienne si et seulement si A est hermitienne.

Démonstration.— Pour x,y € E, convenons de désigner par X, Y € C"
les coordonnées respectives de x et y relativement a #. On a (en vertu de
la proposition 8.3) :

f est hermitienne &L Vx,y €E: f(x,y) = f(y,Xx)
= VX YelC": XAY = Y'AX
VX, YeC: X*AY=YAX

Mais puisque X* AYeM, (C) (VX, Y e C"),onapourtous X, Y € C":

XAY='XAY)=Y'AX =YA(X) =YVAX
Dot :
f est hermitienne <= VX, Y € C": YYA'X = Y'AX

— A=A (en vertu de la remarque 8.1V)
&= A est hermitienne .

Ainsi s’acheéve cette démonstration. ]

Remarque 8.V.— L’ensemble H(E) des formes hermitiennes sur E est
un R-espace vectoriel mais ce n’est pas un C-espace vectoriel; idem pour
I’ensemble .77, (C) des matrices hermitiennes de M, (C). De plus, en fixant
une base # de E, on a une correspondance bijective f — My(f) de H(E)
dans J7,(E) (en vertu de la proposition 8.5). Comme une telle correspon-
dance est de toute évidence linéaire aussi, elle constitue un isomorphisme
de R-espaces vectoriels. D’ot1 ’on tire que :

dimg (H(E)) = dimg (#,(C)).
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Par ailleurs, on constate qu’une matrice hermitienne de M, (C) est entier-
ement caractérisée par ses n coefficients de la diagonale (qui sont obliga-
toirement réels) et ses coefficients complexes situés strictement au dessus

de sa diagonale (qui sont en nombres de n(”z_l), chacun étant déterminé par

ses deux parties réelle et imaginaire). On a par conséquent :

.n(n—l):n2

dimp (#4(C) =n+2- ==

En conclusion, on a:
dimg (H(E)) = dimg (%,(C)) = n’.

Nous présentons maintenant les analogues matriciels des définitions
8.IV:

Définitions 8.X.— Soit A une matrice hermitienne de M, (C) et f la
forme hermitienne de C" qui lui est associée relativement a la base cano-
nique " de C".

— On dit que A est définie si f est définie; c’est-a-dire si :

VXeC": XAX=0= X =0¢»

(en vertu de la proposition 8.3).
— On dit que A est positive si f est positive; c’est-a-dire si :

VXeC': X'AX >0

(en vertu de la proposition 8.3).
— On dit que A est définie positive si f est définie positive; c’est-a-dire si :

¥YXeC"\{0c}: XXAX >0

(en vertu de la proposition 8.3).
On voit immédiatement que A est définie positive si et seulement si A
est a la fois définie et positive.

(1). Le choix d’une autre base n’influe pas ces définitions comme on pourrait le voir
assez facilement. Plus généralement, on peut prendre f comme étant la forme hermitienne
associée a A relativement a n'importe quel C-espace vectoriel de dimension r relativement
a n'importe quelle base de celui-ci.
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8.4.3 Calcul pratique du noyau d’une forme hermitienne

La proposition suivante est I’analogue de la proposition 2.4 du §2. Elle
nous permet de calculer le noyau d'une forme hermitienne a partir d"une
matrice qui la représente comme on le fait pour un endomorphisme. Sa
preuve (laissée au lecteur) est aussi la méme que celle de la proposition 2.4
avec bien stir les modifications évidentes qui s’y imposent.

ProrosiTION 8.6.— Soient f une forme hermitienne sur E et A la matrice qui
lareprésente relativement a une certaine base % de E. Soit aussiu l'endomorphisme
de E dont A est la matrice associée relativement a . Alors on a :

Kerf = Keru. ]

De cette derniere proposition découle immédiatement le corollaire pra-
tique suivant qui caractérise la non-dégénérescence d’une forme hermi-
tienne de E a partir de sa représentation matricielle relativement a une
base arbitraire de E. Il est ’analogue du corollaire 2.5 du §2.

CoRrOLLAIRE 8.7.— Soient f une forme hermitienne de E et A la matrice qui
la représente relativement a une certaine base % de E. Alors f est non dégénérée
si et seulement si A est inversible; ¢’est-a-dire si et seulement si det A # 0. ]

8.4.4 Formule de changement de base

La représentation matricielle d’'une forme sesquilinéaire sur E change
naturellement lorsqu’on effectue un changement de base de E. La propo-
sition suivante fournit la formule matricielle décrivant ce changement. Il
s’agit de 1’analogue de la proposition 2.6 du §2 sur les formes bilinéaires;
comme elle s’obtient exactement de la méme fagon, on a préféré laisser sa
preuve au soin du lecteur.

ProrosiTioN 8.8.— Soient % et %’ deux bases de E et P la matrice de passage
de % vers %8'. Soit aussi f une forme sesquilinéaire sur E, représentée dans la base
2B par une matrice A et dans la base %’ par une matrice A’. Alorson a:

A" = P'AP. |

La formule de changement de base établie par la proposition 8.8 nous
ameéne a introduire une relation d’équivalence importante sur .#,(C). Cette
relation met dans une méme classe les matrices représentant une méme
forme sesquilinéaire d’un C-espace vectoriel ? de dimension n relative-
ment aux différentes bases de celui-ci.

(2). Peu importe le C-espace vectoriel de dimension 7 utilisé. Pour fixer les idées, on
peut considérer comme C-espace vectoriel C".
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Définition 8. XI.— Deux matrices A et B de .#,(C) sont dites *congru-
entes si elles représentent une méme forme sesquilinéaire de C" relative-
ment a deux bases (différentes ou identiques) de C".

Compte tenu de la proposition 8.8, cette derniere définition se reformule
matriciellement comme ceci :

Définition 8.XII (équivalente a la précédente).— Deux matrices A et
B de .#,(C) sont dites *congruentes s’il existe une matrice P € GL,(C) tel
que l'on ait :
B =P'AP.

Remarque 8.VI.— Comme la multiplication d’une matrice A de .#,(C)
par une matrice de GL,(C) (aussi bien a droite qu’a gauche) ne fait pas
changer le rang de A, on déduit de la définition 8.XII que deux matrices
*congruentes de .#,(C) ont forcément le méme rang. Ce qui nous autorise
a poser la définition suivante :

Définition 8. XIII.— Soit f une forme sesquilinéaire sur E. On définit
le rang de f, que I'on note rg(f), comme étant le rang d’une matrice A de
A,(C) qui représente f relativement a une certaine base de E.

L’exemple suivant est I’analogue de I'exemple 2.1V du §2 sur les formes
bilinéaires symétriques et se traite exactement de la méme fagon. Le résultat
de sa seconde partie nous fournit particulierement un critére pratique de
la dégénéressence d'une forme hermitienne sur un C-espace vectoriel de
dimension finie.

Exemple 8.VI.— Soit f une forme hermitienne sur E.
— Montrer que l'on a :

dimKerf +rg(f) =n
(rappelons que 1 est la dimension de E).

— En déduire que f est non dégénérée si et seulement sil’'on a: rg(f) = n.

8.5 Formes quadratiques hermitiennes et ortho-
gonalité

Tout au long de cette section, un C-espace vectoriel E est fixé.
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8.5.1 Forme quadratique hermitienne associée a une forme
hermitienne
Définition 8. XIV.— Soit f une forme hermitienne sur E. On appelle
forme quadratique hermitienne associée a f 1’application :
g:E — C
x g0 = fx)

Exemple 8.VIL.— Etant donné n € IN*, la forme quadratique associée
au produit scalaire usuel ¢, ),; de C" (voir I'exemple 8.) est donnée par :

q: " — C
Z
¥4) _ _ _
z=| .| — qz):=(z, z),s =2z121 +Zpz0 + - +Z,2Zy
: 2 2 2
. = z1P + ol 4+

On reconnait le carré de la norme euclidienne de C" (notée ||-||,). Plus
loin, on montrera plus généralement que la forme quadratique associée a
n’‘importe quel produit scalaire complexe d'un C-espace vectoriel est le
carré d’une certaine norme de celui-ci.

Définition 8.XV.— On appelle forme quadratique hermitienne de E toute
application g : E — C qui se présente sous la forme :

09 = flx,x)  (Yx€E),
ou f est une forme hermitienne sur E.

Par définition méme, a toute forme hermitienne sur E est associée une
unique forme quadratique hermitienne sur E, mais l'inverse n’est pas tout
a fait clair. On se demande explicitement si, étant donnée une forme qua-
dratique hermitienne g sur E, celle-ci est associée a une unique forme
hermitienne f sur E. Et, dans l'affirmative, comment déterminer f? La
réponse a ces deux questions est 1’objet de la proposition suivante :

ProrositioN 8.9.— Toute forme quadratique hermitienne q sur E est associée
a une unique forme hermitienne f sur E, qui se présente par les formules :

Fy) = 3 (g0 y) + iglix+ 1) = 21+ 1 (109 +4(y)

_x+y)—qix—y) qlx+y) - q(ix —y)
4 4

= i ZS: iq (#"x +y)

k=0

(Vx,y€ E). (8.8)
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Démonstration.— Soient g une forme quadratique hermitienne sur E
et f 'une des formes hermitiennes sur E qui lui est associée. En utilisant
la sesquilinéarité et la symétrie conjuguée de f, on a pour tous x,y € E et
tout nombre complexe £ de module 1 :

g(Ex+y) = f(Ex+y, Ex+y)
= EEF(x,X) + EF (X, y) + Ef(y,x) + f(y,y)
= |EF f(x, %) + Ef(x,y) + EF(x, y) + f(¥,Y)
= fxx) + f(y,y) + 2R (Ef(x y))
= q(x) +q(y) + 2R (Ef (. y))

d’ot1 'on tire que :

R (E£00y)) = 5 (a(Ex +y) 900 ~ q(3)). (8.9)

En appliquant (8.9) pour & = 1 puis pour & = i, tout en constatant que
R(-iz) = J(z) (Yz € C), on obtient les formules :

R (F(x,y)) = 5 (g0 + ) - 40 ~ q(5))

3 (fx,3)) = 5 (alix+ ) ~ 409 - ()

Mais puisque f(x,y) = R(f(x,y)) +i I(f(x,y)) (Vx,y € E), il en découle que
I'on a pour tous x,y € E :

(Vx,y € E).

Fooy) = 5 0+ y) +iglix+y) - 30+ DGR +4). ©.10)

Ce qui donne la premiere égalité de (8.8). En appliquant par suite (8.10) au
couple (—x,y) au lieu de (x,y) (x,y € E), tout en constatant que f(-x,y) =
—f(x,y) et g(—x) = q(x), on obtient la formule (valable pour tous x,y € E) :

~fooy) = 5 @x )+ gt y) - (14D G0 +ay) . B11)

Il ne reste qu’a soustraire (membre a membre) (8.11) de (8.10), simplifier et
réaranger pour avoir :

fx,y) = i(q(x +y)+iqlix+y) —q(-x+y)—ig(-ix+y))  (¥xy€E).

Ce qui confirme les égalités restantes de (8.8). Enfin, les formules ainsi
démontrées pour f(x,y) (x,y € E) montrent 1'unicité de f. Ainsi s’acheve
cette démonstration. ]
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On vient d’établir ainsi une correspondance bijective entre I’ensemble
des formes hermitiennes sur E et I’ensemble des formes quadratiques her-
mitiennes sur E.

Définition 8. XVI.— Soit 4 une forme quadratique hermitienne sur E.
On appelle forme polaire associée a g, 'unique forme hermitienne f sur E
dont g est la forme quadratique hermitienne associée. D’apres la proposi-
tion 8.9, on peut définir f par exemple par la formule :

Fooy) = q(x+y) ; gx-y) . 49ix+y) ; 1x=y) y<E),

que l'on appelle ©) identité de polarisation.

Définitions 8.XVIL.— Soit g une forme quadratique hermitienne sur E.

1. Supposons que E est de dimension finie. On définit le rang de g, que
I’on note rg(g), comme étant le rang de sa forme polaire.

2. On dit que g est non dégénérée si sa forme polaire est non dégénérée.
3. On dit que g est définie si sa forme polaire est définie; c’est-a-dire si
elle vérifie la propriété :
Vx€E: g(x)=0= x= 0.
4. On dit que g est positive si sa forme polaire est positive; c’est-a-dire si
elle vérifie la propriété :
VYxeE: qg(x)>0.
5. On dit que g est définie positive si elle est a la fois définie et positive;
c’est-a-dire si elle vérifie la propriété :
Vx € E\{0g} : g(x) > 0.
6. On dit que g est négative si elle vérifie la propriété :
VYxeE: g(x)<0.
7. On dit que q est définie négative si elle est a la fois définie et négative;
c’est-a-dire si elle vérifie la propriété :
Vx € E\ {0} : g(x) <O0.
Remarque 8.VIL.— Par un argument de continuité, analogue a celui
utilisé durant la démonstration du corollaire 4.6, on montre qu’'une forme

quadratique hermitienne définie de E est nécessairement ou bien définie
positive ou bien définie négative.

(3). Plus généralement, on appelle identité de polarisation toute identité exprimant f en
fonction de g.
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8.5.2 Reconnaissance rapide d'une forme quadratique her-
mitienne et détermination rapide de sa forme polaire
(en dimension finie)

Lorsque E est de dimension finie, on dispose d'une caractérisation tres
simple d’une forme quadratique hermitienne sur E a partir de son expres-
sion algébrique relativement a une certaine base de E. Cette caractérisation
est donnée par la proposition suivante, qui est 1’analogue de la proposition
3.2 du §3 sur les formes quadratiques. Encore une fois, on laisse la preuve
(jugée tres simple) au soin du lecteur!

ProrosriTioN 8.10.— Supposons que E est de dimension finie n (avec n > 1)
et soient 8 = (e, ey,...,e,) une basede E et q : E — R une application. Alors q
est une forme quadratique hermitienne sur E si et seulement si l’expression

g (x1e1 + x2€3 + - - + x,€,) (x1,x2,...,x,€C)
est de la forme
Z Ak Xk X¢,
1<k,l<n

ou les ary (1 < k, € < n) sont des nombres complexes satisfaisant ay, = ag
(Vk, € €{1,2,...,n}). Cette expression s’écrit aussi (de maniere équivalente) sous

la forme :
n
Z e J” + 2 Z R (are xixc)

k=1 1<k<t<n

(constater que les ay (1 < k < n) sont des nombres réels (4)).
— De plus, dans un tel cas, la forme polaire associée a q est donnée par :

f: E2 — C
(x, Y) — f(x/ Y) = Zlgk,fgn Axe Ek]/f !

ou l'on a désigné par x1,x,..., %X, et Y1, Y2, ..., Y, les coordonnées respectives de
deux vecteurs x et y de E relativement a 5. ]

Définition 8. XVIIL.— Supposons que E est de dimension finie et soient
2 une base de E et g une forme quadratique hermitienne sur E. On définit
la matrice associée a q relativement a %, que I’on note My(g), comme étant
la matrice associée a sa forme polaire relativement a la méme base. Faisons
remarquer que Mgy(g) est une matrice hermitienne de .#,(C) (en vertu de
la proposition 8.5).

(4). Puisque l'on a : ag = ai pour toutk € {1,2,...,n}.
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Exemple 8.VIIL.— Soit
q: C — C
Z1
z=|z| — q@ =zl + |l -2z + (1 +i)Ziz +iZ123
23 +(1 - l) ZZZl + 52223 - iZ3Z1 + 52322.

1. Montrer que g est une forme quadratique hermitienne sur C°.

2. Déterminer la forme polaire associée a g puis la matrice associée a g
relativement a la base canonique de C°.

Désignons par ¢ la base canonique de C3 et par f(z1, 22, z3) et (wy, wy, w3) les coor-
données respectives de deux vecteurs z et w de C>.

1. Etant donné z € C, en se servant du fait que 1ze® = Zizi pour tout k € {1,2,3},
ona:

q(Z) =2121 + 2220 — 22323 + (1 + l) 712 + 12123 + (1 - l) 2071 + 52023 — 12371

+5 2322
= Z AkeZkZ,
1<k,£<3
avec aq11 = 1, axy = 1, azz = —2, app = 521 =1+ i, aiz = 531 =iet ax3 = 532 = b.

La derniére expression de g(z) confirme (en vertu de la proposition 8.10) que
g est bien une forme quadratique hermitienne sur C°.

2. D’apres la proposition 8.10, la forme polaire associée a g est donnée par:

f: CxC® — C _
(z,W) > f(z, W) = X1k r<3 ke ZkWe,

ot les a;, sont les mémes nombres complexes introduits ci-haut. D’ou :

1 1+i i
Ms(q) = Mo (f) = (1 -i 1 5 ] u
-1 5 -2

8.5.3 Orthogonalité

Dans cette sous-section, on fixe une forme hermitienne f sur E et on
désigne par g la forme quadratique hermitienne associée a f.

Définitions 8. XIX.—

e Etant donnés deux vecteurs x et y de E, on dit que x est orthogonal a'y
par rapport a f (ou par rapport a q) et on écritx Ly y (oux 1, y)si:

f(XIY) =0.
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La symétrie conjuguée de f assure que la relation L ¢ est symétrique,
ce qui rend légitime de remplacer, si on le désire, I’expression «x
est orthogonal a y par rapport a f » par <x et y sont orthogonaux par
rapport a f >, ou plus simplement <x et y sont f-orthogonaux >, ou
encore <Xx et y sont g-orthogonaux ». S'il n’y a pas d’ambiguité sur
f (ou g), on peut omettre f (ou g) dans nos expressions, en disant
simplement que x et y sont orthogonaux et en écrivant simplement
xly.

e Lorsqu’un vecteur x de E est orthogonal a lui méme, on dit qu’il est
isotrope (on dit f-isotrope ou g-isotrope s’il y a ambiguité sur f ou g).

e Etant donnée une partie A de E, on appelle l'orthogonal de A par
rapport a f (ou par rapport a g) le sous-ensemble de E, noté A*f (ou
A1) et constitué de tous les vecteurs de E qui sont f-orthogonaux a
tous les vecteurs de A, soit

A :={x€E: f(x,y)=0,Vye A}.

S’iln’y a pas d’ambiguité sur f (ou g), on écrit A* au lieu de A~/ (ou
A1),

Cas particuliers : On a :

0+ = {0} = E
E*f = Kerf.

Les propriétés de la proposition suivante se démontrent exactement
de la méme maniere que pour les formes bilinéaires symétriques (voir la
proposition 3.3, page 26); elles sont laissées de ce fait au soin du lecteur.

ProrosiTION 8.11.—
1. Pour toute partie A de E, I'ensemble A+ est un sous-espace vectoriel de E.
2. Pour tous A,B e A(E),ona:

ACB= B'c A"
3. Pour tout A€ #(E),ona:
A+ = Vect(A)*.

4. Pour tout Ae Z(E),ona:
ACA

(0l A+ = (AH)Y). n
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Définitions 8.XX.—

e Une famille .%# de E est dite orthogonale pour f (ou simplement ortho-
gonale s’iln’y a pas d’ambiguité sur f) si les vecteurs qu’elle constitue
sont deux-a-deux orthogonaux; c’est-a-dire si

f(x,y)=0 (Vx,y € ¥, avec x £ y).

e Lorsqu'une base # de E est une famille orthogonale pour f, on dit
que % est une base orthogonale de E pour f (ou simplement une base
orthogonale de E s'il n’y a pas d’ambiguité sur f).

e L'expression <« orthogonale pour f = est quelquefois remplacée par
l'une des expressions suivantes : < orthogonale pour g =,
< f-orthogonale >, < g-orthogonale >.

Tout comme les formes bilinéaires symétriques (voir le théoreme 3.4,
page 28), une base orthogonale pour une forme hermitienne d"un espace
vectoriel complexe de dimension finie existe toujours!

TuEorEME 8.12.— Supposons que E est de dimension finie. Alors il existe au
moins une base de E, orthogonale pour f.

Démonstration.— Reprendre la démonstration du théoreme 3.4 (page
28) en l’adaptant au cas d"une forme hermitienne. ]

Remarque 8.VIII.— Supposons que E est de dimension finie, notée n
(n € IN") et considérons une base % = (e, e, ..., e,) de E qui soit orthogo-
nale pour f (% existe d’apres le théoreme 8.12). Pour tous k, £ € {1,2,...,n},
posons ai, := f(er, e). Comme X est f-orthogonale, on a a;, = 0 pour tous
k.t €{1,2,...,n} tels que k # £. La matrice associée a f relativement a %
s’écrit alors :
an (0)
M@(f ) = ’
(0) A

qui est donc diagonale. Nous retenons donc que :

La matrice associée a f relativement a une base f-orthogonale de E est une
matrice diagonale.

Nous pouvons donc reformuler le théoreme 8.12 de la fagon remar-
quable suivante :
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Toute forme hermitienne d’un espace vectoriel complexe de dimension finie
est diagonalisable®.

Inversement, il est facile de voir que si la matrice associée a f relati-
vement a une certaine base %’ de E est diagonale alors %’ est une base
f-orthogonale.

Définitions 8.XXI.—

e Une famille .# de E est dite orthonormée pour f (ou simplement ortho-
normée s'iln’y a pas d’ambiguité sur f) si 'on a pour tous x,y € .7 :

1 six=y
floy) = {0 sinon

On voit qu'une famille orthonormée est un cas particulier d"une fa-
mille orthogonale.

e Lorsqu’'une base # de E est une famille orthonormée pour f, on
dit que £ est une base orthonormée de E pour f (ou simplement une
base orthonormée de E s’il n'y a pas d’ambiguité sur f). Il est facile
de montrer que toute famille orthonormée de E est libre. Donc pour
qu'une famille orthonormée de E soit une base de E, il suffit qu’elle
soit génératrice.

e L'expression «orthonormée pour f > est quelquefois remplacée par
I'une des expressions suivantes : <« orthonormée pour g =,
« f-orthonormée », « g-orthonormée ».

Remarques 8.IX.— Supposons que E est de dimension finie, notée n
(n € INY).
1. La matrice associée a la forme hermitienne f relativement a une base
f-orthonormée est la matrice identité I,.

2. L'existence d'une base f-orthonormée de E n’a pas toujours lieu.
Pour le cas le plus important ou f est un produit scalaire, une base
orthonormée existe toujours comme le montre 'exemple suivant.

Exemple 8.IX.— Supposons que E est de dimension finie, notée n (n €
IN") et que f est un produit scalaire sur E. Montrer que E possede une base
f-orthonormée.

(5). Dans le sens <« représentable par une matrice diagonale ».
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Reprendre la solution de I'exemple 3.I1I (page 31) en l’adaptant aux produits sca-
laires complexes. m

8.5.4 Réduction de Gauss des formes quadratiques hermi-
tiennes

Pour toute cette sous-section, on considere que E est de dimension finie
n (n € IN") et on fixe g une forme quadratique hermitienne non identique-
ment nulle sur E. A la sous-section 8.5.3, on a vu que E possede au moins
une base g-orthogonale & = (uj, uy, ..., u,) et que la matrice associée a g
relativement a cette base est diagonale. En désignant cette matrice par D =
diag(A1, Az. .., Ay) € A,(R), on a pour tout x = xju; +xup + -+ +x,u, € E
(avec x1,x,...,x, € C):

I](X) = /\1}1)(:1 + Azxzx"z + -+ /\nfnxn

2 2 2
=Ml + A fxa” + o+ Ay x|

Une telle écriture de g(x) (i.e., une combinaison linéaire de carrés de mo-
dules de formes linéaires sur E, lesquelles sont C-linéairement indépen-
dantes) s’appelle réduction (ou réduite) de q.

En partant de I’expression de g relativement a une base quelconque
de E, la méthode de Gauss étudiée a la section 4.1 permet (en l'adaptant
soigneusement) d’aboutir a une réduite de q. Détaillons cela brievement
en mettant l'accent sur la différence avec la méthode de Gauss concernant
les formes quadratiques usuelles. Soit 4 = (e, ey, ..., e,) une base de E.
D’apres la proposition 8.10, 'expression de g relativement a % s’écrit (pour
tout x = x1e; + xe, + -+ x,e, € E, avec x1,Xp,...,x, € C):

q(x) = Z AkeXiXe,

1<k,l<n

ou les ai; sont des nombres complexes satisfaisant a,, = ag pour tous
1 < k, € < n (en particulier, les ay sont réels pour tout k € {1,2,...,n}). La
réduction de g se fait par itération en distinguant les deux cas suivants :
1¢ cas : (si les ai ne sont pas tous nuls).

Quitte a permuter les coordonnées x1, x,, . . ., X, on peut supposer que a1 #
0.Onaalors pour tout x = x;e;+x,e,+---+x,e, € E(avecxy, xp,...,x, € C):

n n
q(x) = a1 x1x1 + Z A1X1Xk + Z A1 Xk X1 + Z Ak XiXe
k=2 =)

2<k,t<n
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n n n ——c-
=ayn|x1 + Z aikxk X+ Z (%)Ek —an Z aikxk Z (aik)fk
i M1 s 11 i 1 o 11
+ Z AreXrXe
2<kl<n
(rappelons que ay = ajx pour tout k € {2,3,...,n} et que ay; est réel)

" 2

a1k ,
=4 x1+Z—xk +q (x2,X3,...,%),
=y a1

avec

n

n
’ . A1k A1k \= —
q (x2,%3,...,%,) = —an — X — P | + Ak XX
an an

k=2 k=2 2k t<n

Onréitere alors le procédé pour lanouvelle forme quadratique hermitienne
q" aux (n — 1) variables xy, X3, ..., X;.

2 cas : (si les ag, sont tous nuls).

On sélectionne un coefficient non nul 4,; (forcément r # s) de I'expression
de g(x) et on effectue le changement de coordonnées :

X = Yt Ys
_ 1
Xs = s (v = ys)
Xm = Ym (pourme(l,2,...,n}\{rs})
Ce quinous ameéne au premier cas avec lesnouvelles coordonnées v, v, . . .,
Y, et permet ainsi de réitérer le procédé.
Nous illustrons cette méthode avec I’exemple suivant :

Exemple 8.X.— Déterminer une forme réduite de Gauss de la forme
quadratique hermitienne g de C?, définie par :

I](X) = Elxl +E2X2+2 E3X3 +i Ele'i' (1 +l) E1.X'3 —ifle +(3—21) E2X3 + (1 —l) E3X1
+ (3 + 21) §3X2

(pour tout x = f(x1, x,, x3) € C°).
— En déduire une base de C°, orthogonale pour 4.

On est dans le premier cas de 1’algorithme de Gauss puisque le coefficienta;; de x;x;
est non nul (égale a 1). Comme le facteur (linéaire) de %51 = x; dans l’expression

de g(x) est x; + ixy + (1 + i) x3, on écrit

g(x) = |y +ixo + (1 + 1) x3% + ¢ (x2, x3),
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avec g’ (x, x3) est le terme correctif que donnent les calculs, soit
q'(x2,x3) = (2 = 1) X2x3 + (2 + 1) X3x2,

qui est a son tour une forme quadratique hermitienne sur C? (aux deux coordonnées
X, et x3). Cependant, pour 4/, on est dans le second cas de I’algorithme de Gauss. On
effectue alors (comme le suggere 1’algorithme) le changement de coordonnées :

{xz = Y2+UY3
X3 s (2 —y3)

Ce qui nous ameéne a :

q'(x2,x3) = (yz + ya) (y2—y3) + (yz - y3) (y2 +y3)
=2Y,y2 = 213Y3
2 2
=2y -2y
Enfin, on obtient :
gx) = by + i + (14 i) xsl + 2|y = 2[ys[*

. , 1 , 1 .
=g +ix+ (1 +0)x3 + 5 lvo + (2 — i) x3)* — 5 lvo — (2 — 1) x5

(puisque l'on a y, = % (2 +2—-1d)x3) etys = % (x2 = (2 — 1) x3)). Il ne reste qu’a poser:

L1 = x1+ix2+(l+i)x3
Ly = n+2-)x; ,
Ly = x-2-i)x;

pour avoir :

1 1
900 = i’ + 5 |Lal* = 5 ILs|

~

qui représente une forme réduite de Gauss pour 4.

— Désignons par % la base de C° qui correspond a cette forme réduite de g; c’est-
a-dire la base de C® dont les coordonnées de tout x = f(x1,x2,x3) € C° sont L(x) =
'(L1(x), La(x), L3(x)). Désignons aussi par P la matrice de passage de labase canonique
de C® vers %. On a donc pour tout x € C3:

x = PL(x).

L’expression de x en fonction de L(x) permet par conséquent d’en tirer P puis 4.
Partant des expression ci-dessus des L; en fonction des x; (1 < k < 3), les calculs
donnent :

— _ 1480 1-2
X1 = L1 0 L2 + 0 L3
1
x2 = 3 (La+Ls)
o
x3 = 55 (L2—Ls)

D’ot1 l'on tire que :
] L8 12

10 10
- 1 1
P=10 2 3
240 _2+i
0 5% 10
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et enfin que # = (uj, uy, uz), avec

_Li8i 1-2i
1 10 10
U1=(0),u2= % , U3 = % ’
0 2+i 240
10 10

qui est nécessairement g-orthogonale. B

8.5.5 Une méthode alternative matricielle pour réduire une
forme quadratique hermitienne

Pour cette sous-section, le C-espace vectoriel E est supposé de dimen-
sion finie, notée n, avec n > 1. Supposons donnée une forme quadratique
hermitienne g sur E dont la matrice associée relativement a une certaine
base de E est désignée par A (A € .#,(C), hermitienne). Réduire g revient
a trouver une matrice P € GL,(C) telle que la matrice produit P*"AP soit
diagonale. On peut déterminer une telle matrice P en se basant simplement
sur les faits suivants :

— Multiplier une matrice M € .#,(C) par une matrice P = (pi); (<, €
AM,(C) a droite (c’est-a-dire former la matrice MP) revient a modifier
les colonnes de M en changeant chacune d’elles par une certaine
combinaison linéaire des colonnes de M. Plus précisément, la k*™¢
colonne Cyx de M (1 < k < n) sera changée par Y.,,_; PukCon-

— Multiplier une matrice M € .#,(C) par une matrice Q = (qk); <, €
,(C) a gauche (c’est-a-dire former la matrice QM) revient 8 modifier
les lignes de M en changeant chacune d’elles par une certaine combi-
naison linéaire des lignes de M. Plus précisément, la k*™¢ligne L, de M
(1 < k < n) sera changée par }.,_; qimLn. En prenant Q = P* = ‘p (avec
P = (Pt) 1y r<n € #x(C)), on en déduit que la matrice P*"M s’obtient
en changeant chaque k*™ ligne Ly de M (1 < k < n) par Y.,,_; P, Lm-
On constate alors que les combinaisons linéaires réalisant la transfor-
mation M — P*M sont les conjuguées ® des combinaisons linéaires
réalisant la transformation M — MP, sauf que pour 'une, ces com-
binaisons linéaires agissent sur les colonnes de M tandis que pour
l'autre, elles agissent sur les lignes de M.

Il résulte de ces deux faits qu’étant donnée A € .#,,(C), hermitienne, une
matrice du type P*AP (P € GL,(C)) s’obtient en changeant les colonnes de

(5). On voulait dire par «la conjuguée d’une combinaison linéaire complexe CL > la
combinaison linéaire obtenue en changeant chaque coefficient de CL par son conjugué.

— 150 —



B. Farar Chap 8. Espaces préhilbertiens complexes

A par des combinaisons linéaires de toutes les colonnes de A, puis les lignes
de la matrice obtenue par les combinaisons linéaires conjuguées © des
lignes de cette matrice. On peut bien entendu inverser ces manipulations
en commengant par transformer les lignes de A puis les colonnes de la
matrice qui en résulte. Pour avoir P € GL,(C), il faut veiller a ce que
les combinaisons linéaires utilisées définissent un automorphisme de C".
En pratique, ces procédures seront répétées jusqu’a I’aboutissement d"une
matrice diagonale. Par ailleurs, pour récupérer la matrice P (qui fait que
P*AP soit diagonale), il suffit d’appliquer a la matrice identité I, toutes
les transformations de la procédure concernant les colonnes (les colonnes
seulement ) !). Nous illustrons cette méthode matricielle de réduction des
formes quadratiques hermitiennes par I’exemple tout simple suivant :

Exemple 8. XI.— Réduire la forme quadratique hermitienne g de C°,
définie par :

g(x) := i * + 3 a® + 6 [xg)* + 2R (1 + i)x1x) + 2R (2 + 1)x1x3)
+2R ((3 - 21.)%2.7(3)

(Yx = '(x1, x2, x3) € C?) et déterminer une base orthogonale de C° pour .

La matrice associée a g relativement a la base canonique de C° est :
1 1+i 2+4i
A=|1-i 3  3-2if.
2—-i 3+2i 6

La méthode matricielle décrite ci-dessus, visant a trouver une matrice diagonale
*congruente a A, est constituée des étapes suivantes:

1 0 0y Lol 147 24 100
01 of "7 o 1 i 010
0 i 1 00 1

A I

1—1 3 3-2i

1 1+1 2+
2—1 3+2i 6 )

1 —i 0o 1 0
i 1 0 O 1

CrmCa—(14+)C . :
coe e [1 0 O.) ‘ [1 —1-1 -2- l)
N

[e>Nen)

(6). Toute combinaison linéaire (resp. ensemble de combinaisons linéaires) de colonnes
doit étre suivi(e) d'une combinaison linéaire (resp. ensemble de combinaisons linéaires)
conjuguée(s) de lignes.

(7). Enappliquantal, toutesles transformations concernant les colonnes (et uniquement
celles-ci), I, se transforme en I,P = P. Ce qui permet de récupérer la matrice P.
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0 1 -1-i -2-i
—i 0 1 0
0 0 0 1

o (10 0y | (1 -1-i -1-2i
G2 o1 oof | |0 1 i
0 0

Ls—La~ily [(1)
0

o O

0 0 0 1
1 00 1 -1-i -1-2i
En posant D := |0 1 0 = diag(1,1,0) et P := |0 1 i , on a alors
0 00 0 0 1

P*AP = D. Une base g-orthogonale Z de C° est constituée des vecteurs colonnes de
1 -1-i -1-2i
P; soit % = (uy,uy,u3), avec uy = [8),u2 = [ (1) ) etuz = { i ) En outre, pour

touty = y1u; + your + yzuz € 3 (]/1, Y2, Y3 € C),ona:

qy) = v + 3,

ce qui est une forme réduite de 5. m

Remarque 8. X.— La méthode matricielle décrite ci-dessus pourrait
nécessiter (pour un certain type de formes quadratiques hermitiennes) un
nombre important d’étapes; cela arrive essentiellement lorsque la réduction
de Gauss présente un second cas de 1’algorithme. A titre d’exemple, nous
invitons le lecteur a traiter I'exemple 8.X par la méthode matricielle (en cas
de difficultés, revoir attentivement la solution du second exemple traité a la
section §4.2, relative aux formes quadratiques usuelles, et faire I’analogie).

8.5.6 Equivalence des formes quadratiques hermitiennes

Pour toute cette sous-section, on considere que E est de dimension finie
n.

Définition 8 XXII.— Soient g et 4° deux formes quadratiques hermi-
tiennes sur E. On dit que g et g’ sont équivalentes, et on écrit g ~ q’, il existe
un automorphisme u de E tel que 1’on ait pour tout x € E :

q'(x) = qu(x)).

Autrement dit, g et g’ sont équivalentes s’il est possible de transformer l'une
d’entre elles en I'autre par un changement de coordonnées (c’est-a-dire par
un changement de variables linéaire et bijectif).
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Remarques 8.XI.—

— Etant données g et q° deux formes quadratiques hermitiennes, il
découle immédiatement de la définition 8.XXII précédente que g et
g’ sont équivalentes si et seulement si leurs matrices associées (rela-
tivement a une méme base de E) sont *congruentes.

— La relation binaire ~ (sur 1’ensemble des formes quadratiques hermi-
tiennes sur E) constitue une relation d’équivalence.

La classification des formes quadratiques hermitiennes sur E modulo
la relation d’équivalence ~ est donnée par le théoreme suivant qui est
I’analogue du théoreme de Syslvester sur les formes quadratiques réelles
(voir le théoreme 4.3).

TuEorEME 8.13.— Soit g une forme quadratique hermitienne sur E, de rang
noté r. Il existe alors une base (v1,v,...,v,) de E et un couple (p,m) € IN?,
vérifiant p + m = v, tel que I'on ait pour tout x = x1vy + Xvp + - + x,v, € E
(avec x1,%2,...,x, € C):

P p+m

2 2

909 =Y bl = Y b
k=1 k=p+1

De plus, le couple (p, m) est le méme pour toutes les bases de E jouissant de la
méme propriété. Autrement dit, (p, m) dépend uniquement de la forme quadratique
hermitienne q.

Démonstration.— On reprend exactement la méme démonstration du
théoreme 4.3 en lui portant les modifications évidentes. ]

Définition 8 XXIII.— Etant donnée g une forme quadratique hermi-
tienne sur E, le couple (p, m) € IN? fourni par le théoreme 8.13 s’appelle la
signature de g et se note sgn(q).

Du théoreme 8.13 découle le corollaire suivant qui est ’analogue du
corollaire 4.4 sur les formes quadratiques réelles.

CoRoLLAIRE 8.14 (LE PRINCIPE D'INERTIE).— Deux formes quadratiques her-
mitiennes q et q' sur E sont équivalentes si et seulement si elles ont la méme
signature. ]

Tout comme les formes quadratiques réelles, la signature d"une forme
quadratique hermitienne g sur E permet de détecter immédiatement cer-
taines des caractéristiques de g, comme : sa positivité, sa définition, sa
dégénérescence, etc. On a le corollaire suivant qui est ’analogue des corol-
laires 4.5 et 4.6 (tous deux réunis) sur les formes quadratiques réelles.
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CoRrOLLAIRE 8.15.— Soient q une forme quadratique hermitienne sur E et
(p, m) € IN? sa signature. Alors on a :

q est positive &< m = 0.

q est négative < p = 0.

q est définie positive <= (p, m) = (n, 0).

q est définie négative <= (p, m) = (0, n).

q est définie <= q est ou bien définie positive ou bien définie négative
= (p,m) € {(n,0),(0,m)}.
q est non dégénérée <= p + m = n.

Démonstration.— Pour le premier, le troisiéme et le dernier point, re-
prendre la démonstration du corollaire 4.5 en lui portant les modifications
évidentes. Les points restants découlent des précédents en constatant que

sgn(—q) = (m,p). u

8.5.7 Calcul de la signature d’une forme quadratique her-
mitienne par la méthode des déterminants de Sylves-
ter

On a le théoréme suivant qui est I’analogue du théoréme 4.7 sur les
formes quadratiques réelles :

TuEoREME 8.16.— Soient % = (e1, €, ...,e,) une base de E et g une forme
quadratique hermitienne sur E dont la matrice (hermitienne) associée relative-
ment a % est désignée par A = (axe)1< ¢<,- Considérons les mineurs principaux
dominants de A, qui sont les nombres réels® définis par :

Do:=1 et Dy :=det(a)icxe<y pourh=1,2,...,n.

Supposons que Dy, # 0 pour tout h € {1,2,...,n} et considérons s le nombre de
changements de signes dans la suite finie ordonnée Dy, D, ..., D,. Alorson a :

sgn(q) = (n —s,s).

Démonstration.— Reprendre la méme démonstration du théoreme 4.7
en lui portant les modifications évidentes. ]

(6). C’est le fait que A est hermitienne qui garantit que les nombres complexes Dy,
(h =1,2,...,n) sont en fait tous réels. En effet, pour tout & € {1,2,...,n}, on a: D, =

det(axe)1 < e<n = det@o)1<kecn = det@ar<ke<n = det'(@o) 1<k r<n = det(@e) 1<k <y = Di; dott
D, € R.
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Du théoreme 8.16 découle le corollaire suivant qui caractérise d’une
facon vraiment simple les formes quadratiques hermitiennes définies po-
sitives a partir de leurs représentations matricielles. Il est 'analogue du
corollaire 4.8 sur les formes quadratiques réelles.

CoROLLAIRE 8.17.— Soient % une base de E et q une forme quadratique
hermitienne sur E dont la matrice (hermitienne) associée relativement a 98 est
désignée par A = (axr) <k ¢<,- Alors q est définie positive si et seulement si tous
les mineurs principaux dominants de A sont strictement positifs; c’est-a-dire si et
seulement si l'on a :

det((@ehgr) >0 (VheE(L2,...,n)).

Démonstration.— Reprendre la démonstration du corollaire 4.8 en lui
portant les modifications nécessaires évidentes. ]

Exemple 8. XIL.— Déterminer de deux fagons différentes la signature
de la forme quadratique hermitienne de C°, introduite a I'exemple 8.X.

D’apres la forme réduite de g trouvée a la solution de I’exemple 8.X, on a sgn(q) =
(2,1). Retrouvons ce résultat en utilisant la méthode des déterminants de Sylvester
(donc sans nous servir d’aucune réduction de g). La matrice (hermitienne) associée

a g relativement a la base canonique de C° est :

1 i 1+1
—i 2 3—21‘]

1-i 3+2i 2

A=

et ses mineurs principaux dominants sont donc:
1 i
Dyo=1,D;=det(l)=1, D, = det (—i 2) =1 et D3 = detA = -5 (apres calcul).

On voit alors que ces mineurs sont tous non nuls et que le nombre de changements
de signes dans la suite réelle ordonnée (Dy, D1, D5, D3) = (1,1,1, -5) est s = 1. Ce qui
entraine (d’apres le théoréeme 8.16) que la signature de g est égale a:

sgn(q) = (dimC* - 5,5) = (3-1,1) = (2, 1).

C’est bien le méme résultat que 1’on a établi au départ parla méthode de la réduction
de Gauss. m

Remarque 8. XIL.— Comme pour les formes quadratiques réelles, on
montre que lorsqu’une forme quadratique hermitienne d’un C-espace vec-
toriel de dimension finie est non dégénérée, il est toujours possible de
déterminer sa signature par la méthode des déterminants de Sylvester, et
ce, en modifiant simplement (si c’est nécessaire) la base choisie initialement
pour le C-espace vectoriel en question.
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8.6 Norme associée a un produit scalaire com-
plexe

Définitions 8. XXIV.—

— On appelle espace préhilbertien complexe tout C-espace vectoriel muni
d’un produit scalaire (complexe).

— On appelle espace hermitien tout espace préhilbertien complexe de
dimension finie.

— Soient E un espace préhilbertien complexe et {, ) le produit scalaire
associé. On définit I'application :

Il : E — R*
x — |X||:= Vix, x)°

On montrera plus loin que ||-|| constitue une norme sur E, ce qui
justifie la notation qu’on lui a attribué. On dit que ||| est la norme
associée au produit scalaire {, ) de E.

Sauf mention contraire, le produit scalaire d'un espace préhilbertien
complexe est noté (, ) et sa norme associée est notée ||-||.
On commence par la proposition toute simple suivante :

ProrosiTioN 8.18.— Soit E un espace préhilbertien complexe. Alors I'appli-
cation ||| : E — R* (définie ci-haut) satisfait les deux premiers axiomes d’une
norme; c’est-a-dire les propriétés :

(i) Vx€E:||x||=0 © x = 0.
(ii)) Yx € EetYo € C : |lox|| = |o] - |Ix]].

Démonstration.— La propriété (i) résulte immédiatement de la défi-
nition d"un produit scalaire complexe. Montrons la propriété (ii). En se
servant de la sesquilinéarité du produit scalaire, on a pour tout x € E et
touto e C:

= 2 2
lloxll = V{ox, ox) = Vo (x, x) = y/lof* - IIxI* = lo] - IIxIl,
comme il fallait le prouver. La proposition est démontrée. ]

Etant donné E un espace préhilbertien complexe, pour montrer que
I'application |[|-|]| : E — R* (définie ci-haut) est une véritable norme sur
E, il reste a montrer (compte tenu de la proposition 8.18) que ||-|| satis-
fait I'inégalité triangulaire. Pour ce faire, on doit passer par 1'inégalité de
Cauchy-Schwarz (analogue a celle d"un espace préhilbertien réel, vue au
chapitre 5). On a la
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Proros1TION 8.19 (INEGALITE DE CAUCHY-SCHWARZ).— Soit E un espace pré-
hilbertien complexe. Alors, pour tous x,y € E,on a :

[, | < Iixll- |y - (8.12)

De plus, cette inégalité devient une égalité si et seulement si x et y sont colinéaires.

Appellation.— L'inégalité (8.12) est connue sous le nom de I'inégalité
de Cauchy-Schwarz ou simplement I'inégalité de Schwarz.

Démonstration de la proposition 8.19.— Soient x,y € E fixés. Lorsque
x et y sont colinéaires, on vérifie aisément que 1'on a |(x , y)| = ||x]| - Hy“
D’autre part, lorsque (x, y) = 0,1'inégalité (8.12) est trivialement satisfaite
et devient une égalité si et seulement si x = 0z ou y = Og, entrainant que x
et y sont colinéaires. Il reste donc a montrer I'inégalité (8.12) dans le cas out
(x, y) # 0, et montrer (pour ce cas) que si elle est atteinte alors forcément x
et y sont colinéaires. Soient donc x,y € E tels que (x, y) # 0 (donc x # Of)
et définissons pour tout o € C:

p(0) :=={ox+y, ox+y).

La positivité du produit scalaire assure que l'on a ¢(0) > 0 (Yo € C).
D’autre part, en utilisant la sesquilinéarité et la symétrie conjuguée du
produit scalaire, on a pour tout 0 € C :

p(0) =(ox, ox) +{ox, y)+{y, ox)+{y, y)
=00(x, xX)+a{x,yy+oly, x)+{y,y)

= loP - IxIP + 5 (x, y) + o(x, y) + |ly|f
= |oP - IxI? + 2R (3 (x, y)) +||y|["-

Par conséquent, on a :
VoeC: |of-|IxIP +2R G{x, y)) + “y“2 > 0. (8.13)

En appliquant spécialement (8.13) pour les nombres complexes ¢ de la
forme 0 = A (x, y) (A € R), on tire que I'on a en particulier :

VAER: [IxIP-[(x, y)[ A2+ 2[x, p A+ |y 20
Le polyndme réel de second degré de la variable réelle A, donné par :
P = I -6x, ) 22+ 20x, ) A+ o]
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garde donc un signe constant (positif) pour tout A € R. Ce qui entraine que

son discriminant réduit A’ = |<x , y)|4 —Ix|[*- “y”2 . |(x , y)|2 est négatif; soit
A’ < 0. Ce qui donne immédiatement 1'inégalité requise :

[, vy < Il ly]| -

— Maintenant, si I'inégalité ci-dessus est méme une égalité, alors on a (en
remontant) A’ = 0, ce qui entraine que P posséde une racine réelle double
Ap. On a par suite :

0= P(Ag) = @ (Ao{x, ¥)) = {Ao{x, ) x+y, Ao{x, y)x+y).

Ce qui entraine (en vertu de la définition du produit scalaire) que
Ao{x, y)x+y = 0g; d’ot1 x et y sont colinéaires, comme il fallait le prouver.
Ceci complete la preuve de la proposition 8.19. ]

Comme dansle cas d"un espace préhilbertien réel, 'inégalité de Cauchy-
Schwarz entraine l'inégalité de Minkowski donnée par la proposition sui-
vante :

ProrosiTioN 8.20 (INEGALITE DE MINKOWSKI).— Soit E un espace préhil-
bertien complexe. Alors, pour tous x,y € E,ona :

[+ ]| < e+ [y (8.14)

Appellation.— L'inégalité (8.14) est connue sous le nom de I'inégalité
de Minkowski.

Démonstration de la proposition 8.20.— Soient x, y € E. En se servant
de la sesquilinéarité et de la symétrie conjuguée du produit scalaire, on a:

I+ = x+y, x+y) = IxP+|y] + 2R (x, y).

Mais comme R (x, y) < |% (x, y>| < |(x, y)| < |Ix|| - ||y|| (en vertu de
I'inégalité de Cauchy-Schwarz), il s’ensuit que :

b+ 91 < It + ] + 210l = (el + ly]])

D’ott :
b+ v < Il + [l
comme il fallait le prouver. La proposition est démontrée. ]
Les deux propositions 8.18 et 8.20 confirment que I’application ||| : E —

R* (définie précédemment) est bien une norme sur E. On a le
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CoROLLAIRE 8.21.— Soit E un espace préhilbertien complexe. L'application
Illl : E = R* définie précédemment constitue une norme sur E. |

Remarque 8. XIII.— Compte tenu du corollaire 8.21, on considére un
espace préhilbertien complexe comme un cas particulier d'un C-espace
vectoriel normé.

Définition 8. XXV.— On appelle espace de Hilbert complexe tout espace
préhilbertien complexe, complet pour la norme associée a son produit
scalaire.

8.7 Orthogonalité dans un espace préhilbertien
complexe

Lesnotions d’orthogonalité, de famille orthogonale (resp. orthonormée)
et de base orthogonale (resp. orthonormée) d"un C-espace vectoriel muni
d’une forme hermitienne ont été déja définies et étudiées au §8.5.3. Cepen-
dant, le cas le plus important ou la forme hermitienne en question est un
produit scalaire (complexe) mérite plus d’attention, notamment en ce qui
concerne les propriétés des familles orthogonales et leurs constructions. On
a par exemple le théoreme suivant dont la démonstration (par récurrence
par exemple) est laissée au soin du lecteur.

THEOREME 8.22 (LE THEOREME DE PYTHAGORE GENERALISE).— Soit E un es-
pace préhilbertien complexe. Alors pour tout n € IN* et tous x1,x,...,%, € E,
deux a deux orthogonaux, on a:

2 2 2 2
X1 + %2 + -+ xull7 = [xall” + [xall™ + -+ [Ixa]]” u

Remarque 8. XIV.— Contrairement au cas d'un espace préhilbertien
réel, lorsque E est un espace préhilbertien complexe et x,y € E, on n’a

. 2 2 .
pas équivalence entre x L y et ”x+y” = |IxI* + ||y| ; autrement dit,
la réciproque du théoreme de Pythagore est fausse. En effet, les calculs
donnent :

x+y| = IxE+ |y = R(x, yy =0+ (x, yy=0.

8.7.1 Construction d’une base orthonormée pour un espace
hermitien

Etant donné E un espace hermitien, la détermination d’une base or-
thogonale de E peut se faire par la méthode de réduction de Gauss, vue
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au §8.5.4. Cependant, cette démarche purement algébrique peut étre rem-
placée par une autre plus souple, plus rapide et plus efficace qui est ['algo-
rithme de Gram-Schmidt (dont 1’analogue réel est déja étudié au chapitre 5).
En revanche, I'algorithme de Gram-Schmidt ne peut étre utilisé pour une
forme hermitienne qui n’est pas un produit scalaire.

Description de I’algorithme de Gram-Schmidt

Comme l'algorithme dont il s’agit est identique a celui correspon-
dant au cas d’un espace préhilbertien réel, nous contentons de le décrire
brievement et sans détail. Soient E un espace préhilbertien complexe et
F = (e, ey,...,e,) (n > 1) une famille libre de E. L'algorithme d’ortho-
normalisation de Gram-Schmidt est un procédé récursif qui permet de
construire (a partir de .#) une nouvelle famille libre 4 = (u;, uy, ..., u,) qui

soit orthonormée et vérifie pour tout k € {1,2,...,n}:
Vect (uy, uy, ..., ur) = Vect (e, ey,...,€).

En particulier, 4 engendre le méme sous-espace vectoriel de E que .%. On
dit que ¥ est l'orthonormalisée de Gram-Schmidt de .#. Les vecteurs de ¢
sont construits pas a pas de la fagon suivante :
e Onprend u; := S
lleal]
e Pour k € {2,3,...,n}, en supposant que uj, uy,...,u sont déja
construits, on définit

k-1 —

— . Uy

u, = e, — E (W, e)u, puis we = —-.
o o

Remarque 8. XV.— Lorsque E est de dimension finie (c’est-a-dire que
E est un espace hermitien), 1'algorithme de Gram-Schmidt permet de
construire une base orthonormée de E.

8.7.2 Supplémentaire orthogonal et projection orthogonale

Soient E un espace préhilbertien complexe et F un sous-espace vectoriel
de dimension finie de E.

ProrosiTioNn 8.23.— Ona:

FoF-=E.
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Démonstration.— On reprend la méme démonstration de la proposi-
tion 6.2 (correspondant au cas d"un espace préhilbertien réel) avec la légere
modification suivante : si (e, ey, ..., €;) (k € IN) est une base orthonormée
de F et x € E, on définit :

k
X = Z(em , X)e, € F.
m=1

On a alors {(x’, e;) =(x, e;) pour tout £ € {1,2,...,k}. Ce qui entraine que
x —x" € F+;d’ou x € F + F*. Ce qui montre 'égalité E = F + F*. ]

CoroLLAIRE 8.24.— Si E est de dimension finie (i.e., hermitien) alors on a :
F++ =F. .

Appellations 8.I1.—

1. Le sous-espace vectoriel F*- de E s’appelle le supplémentaire orthogonal
deF.

2. La projection sur F parallélement a son supplémentaire orthogonal
F+ s’appelle la projection orthogonale sur F et se note mtg.

L’expression de la projection orthogonale sur un sous-espace

On a le théoréme suivant :

THEOREME 8.25.— Soit B = (eq, ey, ..., ex) une base orthonormée de F. Alors
on a pour tout x € E :

k
mE(X) = ) (ew, X) ey
m=1

Démonstration.— Ceci a été en fait établi durant la démonstration de
la proposition 8.23. ]

Reformulation de 'algorithme de Gram-Schmidt

Soient.# = (ey,e,,...,e,) (n > 1)unefamillelibrede Eet¥ = (uy, uy,...,
u,,) 'orthonormalisée de Gram-Schmidt de .% . En se servant des projections
orthogonales, on peut reformuler les expressions des vecteurs de ¢ en
fonction des vecteurs de .# de la fagon suivante :

€1
o U = —-.
llell
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e Pour toutk €{2,3,...,n}:

N &
e = €~ Tect(eq, e, . . ., ek—l)(ek) . o ”‘Tk”

(en vertu du théoreme 8.25).

8.7.3 Distance d'un vecteur par rapport a un sous-espace
vectoriel de dimension finie d"un espace préhilbertien
complexe

Soient E un espace préhilbertien complexe et F un sous-espace de di-
mension finie de E. La distance d’un vecteur x de E par rapport a F
(notée d(x, F)) est définie comme étant I'infinimum de la quantité positive
||x —y||, lorsque y parcourt F. On montre (comme dans le cas d"un espace
préhilbertien réel) que cet infinimum est atteint (une et une seule fois) en
y = 1p(x). On ale

TuforEME 8.26.— Pour tout x € E, il existe un unique y, € F tel que :
d(x, F) = ||[x - yo| -
De plus, on a précisément y, = 1p(x), de sorte que l'on ait :
d(x, F) = lIx = mr(x)l| .
Démonstration.— On reprend la méme démonstration du théoreme
6.4. ]

Matrice et déterminant de Gram

Définition 8 XXVI.— Soientn unentier strictement positifet (x;, xy, . . .,
X,;) une famille ordonnée de vecteurs de E.
— On appelle la matrice de Gram associée a la famille (x;,xy,...,x,) la
matrice complexe carrée d’ordre n définie par :

Gram(xll X2,y xn) = (<xk ’ xf>)l£k,f§1’l'

— On appelle le déterminant de Gram associé a la famille (x1, x, ..., Xy),
quel’onnote G(xy, Xy, . . ., X,), le déterminant de la matrice de Gram associée
a cette méme famille; soit

G(xq,X%2, ..., X,) := detGram(xy, Xa, . .., Xp,)-
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En se servant des déterminants de Gram d’une famille ordonnée finie de
vecteurs de E, on peut calculer facilement la distance d"un vecteur x de E par
rapport a F sans calculer préalablement la projection orthogonale de x sur
F. Le théoreme suivant donne la formule appropriée a ce calcul apres avoir
englobé les propriétés fondamentales des matrices et des déterminants de
Gram.

TuforiME 8.27.— Soient n un entier strictement positif et (X1,Xa, ..., Xy)
une famille ordonnée de vecteurs de E. Les propriétés suivantes sont alors satis-
faites :

1. La matrice Gram(xy, Xy, ..., X,) est hermitienne positive. Elle est de plus

définie positive si et seulement si la famille de vecteurs (x1,X, . ..,X,) est
libre.

2. OnargGram(xy, Xy, ..., X,) = dimVect(x;, X, . .., Xp).
3. OnaG(xq, Xz, ..., X,) 2 0. De plus, G(x1, X, ..., X,) > 0 si et seulement si
la famille de vecteurs (x1, Xy, . . ., X,) est libre.

4. Le déterminant G(x1, X, . .., Xy) est invariant par permutation® des vec-
teurs xi,Xz,...,X, et invariant également lorsqu'un certain vecteur X
(1 < k < n) est remplacé par une somme de xi et d’'une combinaison
linéaire des autres vecteurs x, (1 < € <n, € # k).

5. Supposons que dimF = n et soit (uj, uy, ..., u,) une base arbitraire de F.
Alors pour tout x € E,ona:

d(X,F) _ \/G(x,ul,uz,...,un)

G(ull uy,... /un)

(appelée la formule de Gram).

Démonstration.— Reprendre la démonstration du théoreme 6.5 en lui
portant les modifications nécessaires évidentes. ]

Remarques 8. XVIL.—

1. Faisons remarquer que le cas particulier correspondant a n = 2 du
point 3. du théoréme 8.27 n’est autre que l'inégalité de Cauchy-
Schwarz!

2. On peut montrer que toute matrice complexe carrée hermitienne po-

sitive est une matrice de Gram d’une certaine famille finie de vecteurs
deE.

(8). Il est alors plus approprié de parler du déterminant de Gram d’une famille finie de
vecteurs de E plutot que d’une famille finie < ordonnée » de vecteurs de E.
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Exercices

Exercice 8.1. Soit ¢ : C,[X] X C,[X] — C, définie par :

@(P,Q) :=P{H QL +i)+P(L+1)QU)  (YP,Q € C[X]).

1. Montrer que ¢ est une forme hermitienne sur C,[X]. Pour toute la
suite, on désigne par g la forme quadratique hermitienne associée a
P.

2. Déterminer la matrice associée a ¢ relativement a la base canonique
de G,[X].

3. (a) Vérifier que la famille ordonnée
B=X—-i,X-1-i, X-)(X-1-1))

constitue une base de C,[X] puis déterminer de deux fagons
différentes la matrice associée a ¢ relativement a .

1¢r facon : Utiliser la définition de la matrice associée a une
forme sesquilinéaire.

2nde facon : Utiliser la formule de changement de base relative

aux formes sesquilinéaires.
(b) En déduire rapidement le rang de g et le noyau de ¢.

(c) Montrer que g n’est ni positive ni négative et en déduire sa
signature.

4. Soit Py(X) := (4 +20)X + 1 — 4.
— Déterminer {Py}*7 et I’écrire sous la forme Vect(R) & Ker ¢, avec R
est un polyndme de R;[X] que I'on demande de déterminer.

Exercice 8.2. Soit g la forme quadratique hermitienne de C* donnée par :
q(z) == |21 + 2R (1 + ) Z12z0) + 2R (2 + 1) Z12z3) + 4R ((2 + 1) Zp23)

(VZ = t(ZLZZ/ Z3) € C3)

1. Déterminer la forme polaire f de g puis la matrice associée a g relati-
vement a la base canonique de C°.

2. (a) Déterminer Ker f et sa dimension.
(b) En déduire le rang de 4.

— 164 —



B. Farar Chap 8. Espaces préhilbertiens complexes

1 —i
3. Calculer g [0] et q[ 1 ] et en déduire la signature de g (sans passer
0 0

bien entendu par la réduction de Gauss).

4. Reprendre les mémes questions précédentes avec la forme quadra-
tique hermitienne de C* donnée par :

42) =z + 2l = 39|zl + 2R (1 - i) Z122) + 2R (—iZ123)
+2R ((3 + Z) 2124) + 2R ((2 — Z) 2223) + 2R ((2 — 31) 2224)
+2R ((—1 + 101) 2324)

(Vz = '(z1,2,23,24) € C3), ot pour la question 3, vous étes sensé
trouver vous-méme deux vecteurs u,v de C* tels que g(u) > 0 et
q(v) < 0.

Exercice 8.3.

1. Réduire par la méthode de Gauss les formes quadratiques hermi-
tiennes de C° données par :

71(2) := [z + 2|zl + 3 |z3 + 2R (Z122) + 4R (Z1z3) + 4R (iZ223),
72(z) =51z + 21z + |zal* + 2R (2 — )Z122) + 28 (Z123) + 2T (Z223),
33(z) =21z + |zl + 4 [zal + 2R (1 + 1) 2122) — 63 (Z123) — 43 (Zo23)

(Vz = (21,22, 23) € ©).

2. Parmi ces formes quadratiques hermitiennes, quelles sont celles qui
sont équivalentes?

Exercice 8.4. Soit g la forme quadratique hermitienne de C* donnée par :

4(z) := |zl + 2|z + 5 |23 + 10 |z* + 2R (1 + 1) Z125) + 2R ((2 + i) Z123)
+ 2R ((3 +1)z124) + 8R (2oz3) + 4R ((2 + 1) Zpz4) + 2R (7 + 31) 2324)

(Vz = (21,22, 23, 24) € C*).
1. Réduire g par la méthode de Gauss.
2. (a) En déduire le rang et la signature de 4.
(b) g est-elle non dégénérée? positive ? Justifier.

3. Déterminer une base de C* qui soit g-orthogonale.
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Exercice 8.5. Etant donnés n et m deux entiers strictement positifs, mon-
trer que le produit scalaire usuel de .#, ,,(C) (ot .#,,,,,(C) est naturellement
identifié a C'™") peut étre défini par la formule matricielle pratique sui-
vante :

(A, B)ys =tr(A'B) (VA, B € A,,,(C)).
Exercice 8.6. Soit f : C*> x C* — C l'application définie par :

’

Z1 Z1
= = 7 = A= =\ = =
fllz |12 ||:= zlzl+2:zzzz+22323—z(zlzz—zzzl)—z(zzzs—z3zz)
z3) \z}

(Y (21,22, 23), (2, 25, 2) € C©°).

— Montrer que f constitue un produit scalaire complexe sur C°.

Exercice 8.7. Soit (, ) : C* x C*> — C l'application définie par :

Z1 Z1
< 2, |7 > =212) + 22025 + 42375 + (leé + Zzzi) + i(leg - z3z;)
Z3 zZ;
N= N=
+ (=1 +1)zzf + (=1 - 1) z32)
(v t(zll 23, ZS)/ t(zi/ 2’2/ Zé) € CS)
1. Montrer que {, ) constitue un produit scalaire complexe sur C°.
2. Déterminer une base de C° qui soit orthonormée pour ce produit
scalaire.

Exercice 8.8. Pour ce qui suit, le C-espace vectoriel C* est muni de son
produit scalaire usuel. Considérons dans C* le plan P défini par le systéeme
de deux équations

[
o O

x—iy+iz+t
x+iy+Q2+i)z—t
etle vecteurv:="1(1,1,1,1).
1. Déterminer une base orthonormée de P.

2. Déterminer la projection orthogonale de v sur P puis calculer la dis-
tance de v par rapport a P.

cf ®
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Ce chapitre est sans doute le plus important de ce polycopié, étant
donné qu’il comporte les théorémes spectraux (complexe et réel). Sa premiere

partie est I’analogue du chapitre 7.

Pour tout ce qui suit, on fixe E un espace préhilbertien complexe et
on désigne respectivement par (, ) et ||| le produit scalaire ambiant et la

norme qui lui est associée.
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9.1 Adjoint d’'un endomorphisme

Définition 9.1.— Soit f un endomorphisme de E. On appelle adjoint de
f tout endomorphisme g de E, vérifiant la propriété :

(fO), y) =(x, gy)) (Vx,y € E).

On commence par traiter les questions d’existence et d"unicité de I'en-
domorphisme adjoint d'un endomorphisme donné de E.

ProrosiTioN 9.1 (UNICITE DE L'ENDOMORPHISME ADJOINT).— Soit f unen-
domorphisme de E. Si f possede un adjoint alors cet adjoint est forcément unique.

Démonstration.— On reprend la méme démonstration de la proposi-
tion 7.1. -

Notation 9.I.— L'endomorphisme adjoint d"'un endomorphisme donné
f de E (lorsqu’il existe) est noté f*.

La proposition suivante fournit quelques propriétés des endomorphis-
mes adjoints et de leurs liaisons avec les opérations de base sur les endo-
morphismes (addition, multiplication par un scalaire, composition, etc).

ProrosiTiON 9.2.— Soient f et g deux endomorphismes de E qui possédent
des adjoints (i.e., f* et g" existent) et A un nombre complexe. Alors les endomor-
phismes Idg, f + g, Af, fo g, f! (lorsque f est bijectif) et f* de E possedent tous
des adjoints et on a précisément :

(i) (Idg)” = Idg,
(i) (f+&)=f+g"
(iii) (Af) =Af",
(iv) (fog) =g"of,
(v) (f‘l)* = (f*)" (lorsque f est bijectif),
i) () = f.
Démonstration.— Reprendre la démonstration de la proposition7.2 en
remplagant la bilinéarité (du produit scalaire réel en question) par la ses-
quilinéarité (du produit scalaire complexe de E) et la symétrie (du produit

scalaire réel en question) par la symétrie conjuguée (du produit scalaire
complexe de E). ]
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La proposition suivante assure l’existence de I'endomorphisme adjoint
de tout endomorphisme de E lorsque E est de dimension finie.

ProPosITION 9.3 (SUR L'EXISTENCE DE L ENDOMORPHISME ADJOINT).— Sup-
posons que E est hermitien (i.e., dimE < +00). Alors tout endomorphisme de E
possede un endomorphisme adjoint. Plus précisément, si f est un endomorphisme
de E et A est la matrice associée a f relativement a une base orthonormée 2 de
E alors la matrice associée a f* relativement a la méme base 9 de E est A”.

Démonstration.— Reprendre la démonstration de la proposition 7.3
en lui portant les modifications évidentes. ]

Remarque 9.1.— En fait, 'existence de 1’adjoint d"'un endomorphisme
donné f de E a méme lieu dans le cadre plus général ot1 E est de Hilbert
(i.e., complet) et f est continu. Constater que la proposition 9.3 précédente
en devient un cas particulier.

Une importante propriété spectrale de I'endomorphisme adjoint est
proposée dans l'exemple anticipé suivant :

Exemple 9.1.— Supposons que E est hermitien (i.e., dimE < +o0) et

soit f un endomorphisme de E. Montrer que 'on a : o¢c(f*) = oc(f) (ou

oc(f) désigne le spectre de f et oc(f) désigne I'ensemble des conjugués des
éléments de oc¢(f)).

Posons 7 := dimE et fixons une base orthonormée % de E. Soit A € .#,,(C) la matrice
associée a f relativement a #. D’apres la proposition 9.3, la matrice associée a f*
relativement a % est A*. On a alors pour tout A € C:

Pp(A) = Pa-(A) = det (A" = AT,)

= det("A - 11,)
= det('(A-AL,))
= det(A - 11,)

= det (A —Kln)
=det(A-11,)

= P4(A)

= Ps(A)

(ot dans cette série d’égalités, on a utilisé les faits que pour toute matrice M € .#,(C),
on a: det('M) = detM et det (M) = detM). Il résulte de cela que I'on a pour tout
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AeC:

A€oc(f) &= Pr(A)=0

— Pf(X) =0
= Pf(X) =0
& 1 € 0f(C)

= A € oc(f).

Ce qui confirme 1'égalité requise oc(f*) = oc(f). m

La stabilité d'un sous-espace vectoriel de E par un endomorphisme
donné de E est aussi une propriété qui se transporte (via I’orthogonalité) a
I’endomorphisme adjoint. On a la proposition suivante :

ProrosITION 9.4.— Soient f un endomorphisme de E admettant un adjoint
et F un sous-espace vectoriel de E, stable par f. Alors F* est stable par f*.

Démonstration.— Soit x € F* et montrons que f*(x) € F*. Puisque
(par hypothese) F est stable par f, on a pour tout u € F: f(u) € F; par
conséquent :

(f6), w)={x, f(w)=0
(vuquex € F*et f(u) € F). Ce quimontre que f*(x) L u(Yu € F);autrement
dit f*(x) € F*-, comme il fallait le prouver. [

9.2 Endomorphismes hermitiens

Les endomorphismes hermitiens sont I’analogue des endomorphismes
autoadjoints des espaces préhilbertiens réels (voir §7.2).

Définition 9.IL— Un endomorphisme f de E est dit hermitien s'il est
’adjoint de lui-méme, c’est-a-dire si f* = f. De maniere équivalente, f est
hermitien si pour tous x,y € E,on a:

(fO), y)=<{x, fiy)-

La caractérisation matricielle d’'un endomorphisme hermitien d’un es-
pace hermitien, relativement a une base orthonormée de celui-ci, se déduit
immédiatement de la proposition 9.3. On a la

ProrosiTION 9.5.— Supposons que E est hermitien de dimension n (n € IN")
et soit # = (e1,ey,...,e,) une base orthonormée de E. Soient aussi f un
endomorphisme de E et A la matrice associée a f relativement a 8. Alors f est
hermitien si et seulement si A est hermitienne (i.e., A* = A). |

— 170 —



B. Farar Chap 9. Endomorphismes spéciaux et théoremes spectraux

Parmi les endomorphismes hermitiens de E, on cite «les projections or-
thogonales > et = les symétries orthogonales (V) ». Inversement, une projec-
tion de E qui est hermitienne (en tant qu’endomorphisme) est nécessaire-
ment une projection orthogonale. De méme, une symétrie de E qui est
hermitienne (en tant qu'endomorphisme) est nécessairement une symétrie
orthogonale. Toutes ces assertions se démontrent exactement de la méme
maniere que pour les espaces euclidiens (voir §7.2) et sont laissées, de ce
fait, au soin du lecteur.

Une autre propriété caractérisant les endomorphismes hermitiens est
donnée par la proposition suivante :

ProrosiTioN 9.6.— Un endomorphisme f de E est hermitien si et seulement
s'il vérifie la propriété suivante :

VxeE: (x, f(x)) e R

Démonstration.— Soit f un endomorphisme de E. Supposons d’abord
que f est hermitien et montrons la propriété requise sur f. Etant donné
x € E, on a (puisque f est supposé hermitien) :

x, fO)y ={f ), x) ={f(x), x) = {x, f(x))-

Ce qui montre que le nombre complexe (x, f(x)) estréel (vu qu’il est égale
a son conjugué).

Inversement, Supposons que pour tout u € E, on a (u, f(u)) € Ret
montrons que f est hermitien. Etant donnés x,y € E, on a (par hypothese) :

x, fO),y, f(y) {x+y, fx+y), (x+iy, f(x+iy)) €R.

Mais les développements de (x +y, f(x+y))et{(x+iy, f(x+iy))ense
servant de la linéarité de f et de la sesquilinéarité du produit scalaire
donnent :

(x+y, fix+y)=<{x, fO))+{x, fy)+y, f6) +y, f(y)
(x+iy, fx+iy) ={x, f())+i{x, f(y)) =iy, f))+(y, f(¥))-

Il en découle donc que :

et

(1). Comme dans le cas d'un espace euclidien, une symétrie orthogonale de E est un
endomorphisme de E de la forme s = 2p — Idg, ol p est une projection de E. Lorsque p est
particuliéerement une projection orthogonale, on dira que s est une symétrie orthogonale.
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x, fy) +{y, fx))eR
x, f(y)) =y, fx))€iR.

En posant par suite (x, f(y)) +(y, f(x)) =aet(x, f(y)) -y, f(x)) =bi
(oura, b € R), il en résulte que :

et

(x, f@)=3@+bi) et (y, f09)=5(a—bi).

D’ou l'on tire que :

(v, fO9) =&, ()
soit

(fO9, y) =<, fly)-

Comme cela est visiblement vrai pour tous x,y € E, 'endomorphisme f
est bien hermitien. Ceci complete la preuve de la proposition. ]

9.3 Endomorphismes antihermitiens

Les endomorphismes antihermitiens sont 1’analogue des endomor-
phismes antisymétriques des espaces préhilbertiens réels (voir §7.3).

Définition 9.II.— Un endomorphisme f de E est dit antihermitien s’il
est I'opposé de son adjoint; c’est-a-dire si f* = — f. De maniére équivalente,
f est antihermitien si pour tous x,y € E,on a:

(fO), y)=—<(x, f(y)-

Définition 9.IV.— Etant donné n un entier strictement positif, une
matrice A de .#,(C) est dite antihermitienne si elle satisfait la propriété :
A=A

La caractérisation matricielle d’'un endomorphisme antihermitien d"un
espace hermitien, relativement a une base orthonormée de celui-ci, se
déduit immédiatement de la proposition 9.3. On a la

Proros1TION 9.7.— Supposons que E est hermitien de dimension n (n € IN”)
et soit B = (e1,ey,...,e,) une base orthonormée de E. Soient aussi f un
endomorphisme de E et A la matrice associée a f relativement a 8. Alors f est
antihermitien si et seulement si A est antihermitienne. ]
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9.4 Endomorphismes unitaires

La notion d’endomorphisme unitaire est 'analogue de la notion d’en-
domorphisme orthogonal d'un espace préhilbertien réel (voir §7.4). On a
la

Définition 9.V.— Unendomorphisme f de E est dit unitaires’il conserve
les produits scalaires; c’est-a-dire s'il vérifie la propriété :

(fO0, f(y)) =<{x, y) (Vx,y € E).

Puisque la norme et la distance de E sont définies a partir du produit
scalaire ambiant de E, il découle de la définition précédente qu'un endo-
morphisme unitaire de E conserve aussi les normes et les distances. Cela
fait qu'un endomorphisme unitaire d"un espace préhilbertien complexe
est un cas particulier d"une isométrie d’un espace métrique.

Notation 9.II.— L'ensemble des endomorphismes unitaires de E se
note U(E).

Les résultats qui vont suivre fournissent les propriétés fondamentales
des endomorphismes unitaires d'un espace préhilbertien complexe, en
mettant plus 'accent sur le cas de la dimension finie (i.e., le cas d'un
espace hermitien).

ProrosITION 9.8.— Soit f un endomorphisme de E. Les deux propriétés sui-
vantes sont équivalentes :
(i) f est un endomorphisme unitaire,

(ii) f comserve les normes; c’est-a-dire que 'on a :

£ = Il (¥x € E).

Démonstration.— Reprendre la démonstration de la proposition 7.7 en
utilisant (en vu d’établir 1'implication (ii) = (i)) les formules appropriées
(8.8) au lieu de la formule inappropriée (3.1). [

ProrosiTION 9.9.— Supposons que E est hermitien (i.e., dimE < +oo) et
soit f un endomorphisme de E. Si f est unitaire alors il transforme toute base
orthonormeée de E en une base orthonormée de E. Inversement, si f transforme une
certaine base orthonormée de E en une base orthonormée de E alors f est unitaire.

Démonstration.— Reprendre la démonstration de la proposition 7.8
(relative au cas d'un espace euclidien) en lui effectuant les modifications
évidentes. [
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ProprosITION 9.10 (CARACTERISATION MATRICIELLE).— Supposons que E est
hermitien de dimension n (n € IN*) et soit % une base orthonormée de E. Soient
aussi f un endomorphisme de E et A la matrice associée a f relativement a 2.
Alors f est unitaire si et seulement sil'ona: A*A = 1,.

Démonstration.— Reprendre la démonstration de la proposition 7.9
(relative au cas d'un espace euclidien) et lui effectuer les modifications
nécessaires et évidentes. [ |

Définition 9.VI.— Soit n € IN*. Une matrice A de .#,(C) est dite uni-
taire si elle représente un endomorphisme unitaire d"un espace hermitien
relativement a une base orthonormée de celui-ci. De maniére équivalente
(compte tenu de la proposition 9.10), A € .#,(C) est dite unitaire si elle
satisfait A*A = 1,,.

Les matrices unitaires peuvent étre caractérisées aussi par leurs vecteurs
lignes ou colonnes. On a la

ProrosiTioN 9.11.— Soit n € IN*. Une matrice A de .#,(C) est unitaire si et
seulement si ses vecteurs colonnes (resp. lignes) constituent une base orthonormée

de (C", ;) Jus)-

Démonstration.— Reprendre la démonstration de la proposition 7.10
(relative aux matrices réelles) en lui portant les modifications nécessaires
évidentes. [

Remarque 9.IL.— Une démonstration alternative de la proposition 9.11
consiste a associer a la matrice considérée A de .#,(C) I'endomorphisme
de C" qu’elle représente relativement a la base canonique de C", puis a
utiliser la proposition 9.9 pour f.

Le résultat de I'exemple suivant généralise celui de la proposition 9.11,
bien qu’on peut le déduire d’elle :

Exemple 9.II.— Supposons que E est hermitien et soient % une base
orthonormée de E et %’ une base arbitraire de E. Soit aussi P la matrice de
passage de # vers #'.

— Montrer que %’ est orthonormeée si et seulement si P est unitaire.

Ecrivons 4 = (v1,Vv2,...,v,) et désignons par u I'isomorphisme de E dans (C", (, )y)
qui envoie tout vecteur v; (1 < k < n) vers le k¥ vecteur e, de la base canonique
%, de C". Comme Z est une base orthonormée de E et 4, est une base orthonormée
de (C", (, )us), On vérifie immédiatement que u conserve les produits scalaires. Par
conséquent, #’ est une base orthonormée de E équivaut a dire que u(%4’) est une
base orthonormée de (C”, (, ),s)- Mais u(#’) est visiblement constituée des vecteurs
colonnes de P. D’ou %’ est une base orthonormée de E si et seulement si les vecteurs
colonnes de P constituent une base orthonormée de (C", (, ),s), ce qui revient a dire
(en vertu de la proposition 9.11) que P est unitaire. B
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CoROLLAIRE 9.12.— Supposons que E est hermitien (i.e., dimE < +00).
Alors un endomorphisme f de E est unitaire si et seulement s'il est l'inverse de
son adjoint (i.e., f* = f71).

Démonstration.— Il suffit de combiner les résultats des deux proposi-
tions 9.10 et 9.3. ]

ProrosiTioN 9.13.— La composition de deux endomorphismes unitaires de E
reste un endomorphisme unitaire de E et I'inverse de tout endomorphisme unitaire
de E (lorsqu’il existe ) est unitaire.

Démonstration.— Reprendre la démonstration de la proposition 7.12
(relative aux endomorphismes orthogonaux d’un espace préhilbertien
réel). [

On tire immédiatement de la proposition 9.13 l'important corollaire
suivant :

CoROLLAIRE 9.14.— Supposons que E est hermitien. Alors I'ensemble des
endomorphismes unitaires de E, muni de la loi de composition des endomorphismes,
constitue un groupe, qui est en fait un sous-groupe du groupe linéaire GL(E). m

Définitions et notations 9.VII.—

1. Supposons que E est hermitien. L'ensemble des endomorphismes
unitaires de E, muni de la loi de composition des endomorphismes
(qui est un groupe d’apres le corollaire 9.14), s’appelle le groupe uni-
taire de E et se note U(E).

2. Soit n € IN*. L'ensemble des matrices unitaires de .#,(C) (qui consti-
tue un sous-groupe du groupe linéaire GL,(C)) s’appelle le groupe
unitaire de degré n sur C (ou le groupe unitaire complexe de degré n) et se
note U, (C).

ProrosiTION 9.15.— Supposons que E est hermitien et soit f un endomor-
phisme unitaire de E. Alorson a:
|detf| = 1.

(2). L'existence est automatique dans le cas o1 E est hermitien (en vertu du corollaire
9.12).
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Démonstration.— Posonsn := dimE et soient % une base orthonormée
de E et A la matrice associée a f relativement a %. D’apres la proposition
9.10, on a : A"A = I,,. Ce qui entraine que det(A*A) = det(I,) = 1. Mais
par ailleurs, on a det(A*A) = det(A") - det(A) = det (tZ) -det(A) = det (Z) .

det(A) = detA-detA = |det AP = |det f |2. En comparant les deux résultats,
on tire que |det f | = 1, comme il fallait le prouver. |

Définitions et notations 9.VIII.—

1. L'ensemble des endomorphismes unitaires de E, de déterminant
égale a 1, constitue clairement un sous-groupe du groupe unitaire
U(E) de E. Ce sous-groupe particulier de U(E) est appelé le groupe
spécial unitaire de E et est noté SU(E).

2. (Analogue matriciel du point 1). Etant donné n € IN*, 'ensemble des
matrices unitaires de déterminant 1 de .#,(C) constitue un groupe
de U, (C) que l'on appelle le groupe spécial unitaire de degré n sur C (ou
le groupe spécial unitaire complexe de degré n) et I’on désigne par SU,,(C).

En fait, nous pouvons détailler la proposition 9.15 en analysant ce qu’il
en est pour toute valeur propre d'un endomorphisme unitaire de E. Ceci
est proposé dans l'exemple suivant :

Exemple 9.III.— Montrer que toute valeur propre complexe dun en-
domorphisme unitaire de E est de module égale a 1. En déduire une autre
démonstration de la proposition 9.15.

Soient f un endomorphisme unitaire de E et A € C une valeur propre de f. Il existe
donc x € E\ {0z} tel que f(x) = Ax. En prenantles normes, il vient que ||f(x)|| = |A]-]Ix]I.

Mais puisque f est unitaire, on a (en vertu de la proposition 9.8) H f (x)H = ||x||. D’ott
Ix|| = [A] - |Ix]l. Enfin, puisque |[x|]| # O (car x # Og), on en tire que |A| = 1, comme il
fallait le prouver.

Lorsque E est hermitien (i.e., de dimension finie), on sait que le déterminant de
f est égale au produit de ses valeurs propres. Ce qui permet d’aboutir (d'une autre
fagon) au résultat de la proposition 9.15. m

9.5 Endomorphismes normaux

La classe des endomorphismes normaux d'un espace préhilbertien
complexe inclut toutes les classes d’endomorphismes spéciaux présentées
précédemment, a savoir les endomorphismes hermitiens, antihermitiens
et unitaires. Elle constitue en outre (lorsque l'espace en question est hermi-
tien) la classe la plus étendue pour laquelle le théoreme spectral s’applique,
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c’est-a-dire pour laquelle il y a possibilité de diagonaliser tout endomor-
phisme de la classe dans une base orthonormée de 1’espace en question
(voir §9.8 pour les détails).

Définition 9.IX.— Un endomorphisme de E est dit normal s’il possede
un adjoint et commute avec cet adjoint; c’est-a-dire si f* existe et 'on a :

fof'=fof

Supposons maintenant que E est hermitien et soient % une base ortho-
normée de E et f un endomorphisme de E représenté par une matrice A
de .#,(C) relativement a #. D’apres la proposition 9.3, la matrice associée
a f* relativement a % est A*. Les matrices associées aux endomorphismes
composés f o f* et f* o f relativement a % sont donc respectivement AA”
et A*A. Par conséquent, f est normal si et seulement si AA* = A*A. Ce qui
nous conduit a la définition suivante :

Définition 9.X.— Soit n € IN*. Une matrice A de .#,(C) est dite normale
si elle commute avec son adjointe; c’est-a-dire si AA* = A*A.

Le raisonnement ci-haut établit alors la proposition suivante :

ProrosiTIiON 9.16.— Supposons que E est hermitien. Un endomorphisme
de E est normal si et seulement si sa matrice associée relativement d une base
orthonormeée de E est normale. []

La proposition qui suit fournit quelques propriétés caractérisant les
endomorphismes normaux d’un espace préhilbertien complexe.

ProrosiTION 9.17.— Soit f un endomorphisme de E possédant un adjoint.
Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) f est normal.

(ii) (f(), f(y)) =0, f(y) Yxy€LE

(i) [[fo0 = ||fFr @], vx € E.
Démonstration.— Reprendre la démonstration de la proposition 7.16
en lui portant les modifications nécessaires et évidentes. ]

9.6 Lethéoremespectral pourles endomorphismes
hermitiens

Dans toute cette section, on suppose que E est hermitien et on désigne
par n (n € IN*) sa dimension. Le théoréme spectral pour une certaine classe
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d’endomorphismes énonce que tout endomorphisme f de E, de la classe
considérée, est diagonalisable dans une base orthonormée de E; c’est-a-
dire qu’il existe une base orthonormée # de E tel que la matrice My(f) soit
diagonale. La classe d’endomorphismes la plus étendue ou le théoreme
spectral est valable est celle des endomorphismes normaux. Cependant,
la classe des endomorphismes hermitiens, qui est une sous-classe de la
classe des endomorphismes normaux, occupe une place primordiale dans
ce contexte. Pour commencer, on a le théoréme suivant :

TuEorEME 9.18.— Soit f un endomorphisme hermitien de E. Alors on a :
(1) Les valeurs propres (complexes) de f sont toutes réelles.
(2) L'orthogonal de tout sous-espace vectoriel de E, stable par f, reste stable par
f.
(3) Les sous-espaces propres associés a deux valeurs propres distinctes de f sont
orthogonaux.

Démonstration.—
e Démontrons la propriété (1). Soit A une valeur propre complexe arbitraire
de f et montrons que A est nécessairement réelle. Il existe par hypothese
x € E\ {0} tel que f(x) = Ax. Dol

(x, fOO) = (x, Ax) = A{x, x) = AlIxIP.

Ce qui donne :
A= &)
x|
Mais puisque {(x, f(x)) € R (en vertu de la proposition 9.6) et [|x||* € R*, il
en résulte que A € R, comme il fallait le prouver.
e La propriété (2) est une conséquence immédiate de la proposition 9.4.

e Démontrons la propriété (3). Soient A; et A, deux valeurs propres dis-
tinctes de f et E; et E, les espaces propres qui leurs sont respectivement
associés. Il s’agit de montrer que E; L E,; c’est-a-dire que tout vecteur de
E; est orthogonal a tout vecteur de E,. Soient donc x; un vecteur de E; et
X, un vecteur de E; et montrons que x; L x,. Comme x; € E; et x; € Ey, on
a: f(x1) = Aixg et f(x2) = Axxp; ce qui fait que :

<f(X1) ’ Xz) =(Ax1, Xp) = /\_1<X1 , X2) = A1 (X1, X2)

(puisque A; € R, en vertu de la propriété (1) déja démontrée) et
<X1 p f(X2)> =(x1, Aaxp) = A (X1, X2).
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Mais puisque f est hermitien, on a en fait (f(x1), x2) = (X1, f(x2)); soit
Adx1, x2) = Ay{x1, X2). D'ott (A1 — A2){x1, x2) = 0. Ce qui entraine
(puisque A; # Ay) que (xq, xp) = 0, signifiant que x; L X, comme il
fallait le prouver. Ceci complete la preuve du théoréme. ]

Nous enchainons avec le théoreme spectral pour les endomorphismes
hermitiens :

THEOREME 9.19 (LE THEOREME SPECTRAL POUR LES ENDOMORPHISMES HERMITIENS).—
Tout endomorphisme hermitien de E est diagonalisable dans une base ortho-
normée de E. Plus explicitement, pour tout endomorphisme hermitien f de E, il
existe une base orthonormée % de E tel que la matrice My(f) soit diagonale
réelle.

Il existe (a notre connaissance) trois démonstrations différentes de
cet important théoreme 9.19 dans la littérature mathématique. La plus
répandue utilise la récurrence sur la dimension de E, une deuxiéme se sert
du polyndme minimal de 'endomorphisme hermitien en question, et une
troisieme passe par le théoréme de trigonalisation de Schur. Dans ce po-
lycopié, nous avons opté d’en apporter une démonstration nouvelle, bien
qu’elle s’inspire de la premiére mentionnée.

Démonstration du Théoréeme 9.19.— Soit f un endomorphisme hermi-
tien de E et désignons par Ay, Ay, ..., A, (p € IN') les valeurs propres com-
plexes (en fait réelles, en vertu du point (1) du théoréme 9.18) deux a deux
distinctes de f. Comme les espaces propres E(A1), E(Ay), ..., E(A,) de f sont
tous stables par f alors leur somme (directe) F := E(A;) ®E(A;) ®---® E(A,)
est aussi stable par f. Ce qui entraine (d’apres le point (2) du théoreme 9.18)
que F* est également stable par f. Suite a cela, introduisons g := f|r:, qui
est alors un endomorphisme du sous-espace F* de E. Procédons mainte-
nant par I’absurde pour montrer que F* est nécessairement le sous-espace
nul de E. Supposons que F* # {0g}; autrement dit dimF* > 1. Dans cette
situation, I'endomorphisme ¢ de F*- posséde au moins une valeur propre
A, qui est nécessairement une valeur propre de f (puisque g est une res-
triction de f); soit A € {A1,A5,...,A,}. Il existe donc x € F* \ {0g} tel que
g(x) = Ax; soit f(x) = Ax. D’otr

x € E(\) CE(A) ®E(12) ®---®E(A,) = L.

Par conséquent, on a :
xeF*NF= {OE}
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Ce qui contredit le fait que x # 0. Cette contradiction assure que F*- = {0},
ce qui équivaut a F = E; soit

E(M) ®E(Ay) @ --- ® E(A,) = E.

Enfin, puisque les espaces propres E(A1), E(Ay), ..., E(A,) de f sont deux
a deux orthogonaux (en vertu du point (3) du théoreme 9.18), il suffit de
fixer une base orthonormée %y de tout espace propre E(Ax) (k=1,2,...,p)
de f et prendre # := %, U %, U --- U %,, qui est nécessairement une
base orthonormée de E suivant laquelle f est représentée par une matrice
diagonale (réelle). Ceci achéve la démonstration du théoréme. [

La version matricielle du théoreme 9.19 est présentée par le corollaire
suivant :

CoOROLLAIRE 9.20 (LE THEOREME SPECTRAL POUR LES MATRICES HERMITIENNES).—
Pour toute matrice hermitienne A de .#,(C), il existe une matrice unitaire P de
My (C) tel que la matrice produit P~'AP = P*AP soit diagonale réelle.

Démonstration.— Soit A € .#,(C), hermitienne. On considere I'espace
hermitien (C", (, ),s) etl’'endomorphisme f de C" dont la matrice associée
relativement a la base canonique %, de C" est A. Comme la base canonique
A de C" est orthonormée par rapport au produit scalaire usuel (, ), de
C" et A est une matrice hermitienne alors I'endomorphisme f est hermitien
(envertu de la proposition 9.7). Il existe alors (d’apres le théoréme 9.19) une
base orthonormée % de (C", (, ),s) tel que la matrice Mx(f) soit diagonale
réelle. Mais en désignant par P la matrice de passage de %, vers % (qui est
unitaire, en vertu del’exemple 9.11), on a d’apres la formule de changement
de base (relative aux endomorphismes) : My(f) = P"'AP = P*AP (puisque
P est unitaire). Ce qui démontre le corollaire. ]

Vocabulaire 9.1.— On dit d"une matrice A € .#,(C), satisfaisant la pro-
priété < AP € U, (C) tel que P™' AP soit diagonale », qu’elle est diagonalisable
dans une base orthonormée, ou encore qu’elle est unitairement semblable a
une matrice diagonale. Le résultat du corollaire 9.20 précédent s’exprime
littéralement alors en disant que <« toute matrice hermitienne de .#,,(C) est
unitairement semblable a une matrice diagonale réelle ».

Le corollaire 9.20 a pour conséquences les remarquables résultats sui-
vants sur les formes hermitiennes sur un C-espace vectoriel de dimension
finie.

CoroLLAIRE 9.21.— Pour toute forme hermitienne f sur E, il existe une base
orthonormée de E qui soit f-orthogonale.

— 180 —



B. Farar Chap 9. Endomorphismes spéciaux et théoremes spectraux

Démonstration.— Soit f une forme hermitienne sur E. Fixons une base
orthonormée % de E et désignons par A la matrice associée a f relativement
a #. D’apres la proposition 8.5, la matrice A est hermitienne. Il s’ensuit,
d’apres le corollaire 9.20, qu’il existe P € U,(C) tel que la matrice produit
P'AP = P*AP soit diagonale (réelle). En désignant par suite par %’ la
nouvelle base de E, choisie de sorte que P soit la matrice de passage de
2 vers %', on a en vertu de 'exemple 9.1 : %’ est orthonormée. De plus,
on a d’apres la formule de changement de base (relative aux formes her-
mitiennes) : My (f) = P*AP, qui est diagonale; ce qui montre que %’ est
f-orthogonale. Le corollaire est démontré. |

CoROLLAIRE 9.22.— Soient f une forme hermitienne sur un C-espace vecto-
riel & de dimension finie et q la forme quadratique hermitienne associée a f. Soient
aussi % une base arbitraire de & et A la matrice associée a f relativement a 2.
Alors la signature de q est égale au couple (p, m), avec p et m désignent respecti-
vement le nombre de valeurs propres strictement positives et le nombre de valeurs
propres strictement négatives de A. En particulier, f définit un produit scalaire
sur & si et seulement si les valeurs propres de A sont toutes (réelles) strictement
positives.

Démonstration.— Posons d := dimé& et supposons que d > 1 (le cas
d = 0 est banal et sans intérét). On applique le corollaire 9.20 a la matrice
A := My(f) de #;(C) (qui est hermitienne, puisqu’elle est associée a une
forme hermitienne). On trouve qu’il existe P € U,(C) tel que la matrice
produit P*AP = P~'AP soit diagonale réelle. Mais en désignant par %’ la
nouvelle base de & qui fait que P soit la matrice de passage de # vers
%', 1a matrice diagonale P*AP n’est autre que My (f) = My (q) (d’apres
la formule de changement de base relative aux formes hermitiennes). Par
conséquent, la signature de la forme quadratique hermitienne g est égale
au couple (p,m), avec p et m désignent respectivement le nombre de co-
efficients diagonaux strictement positifs et le nombre de coefficients dia-
gonaux strictement négatifs de la matrice diagonale P*AP. Enfin, puisque
P*AP est diagonale et P*AP = P'AP ~ A, les coefficients diagonaux de
P*AP sont simplement les valeurs propres de A. Ce qui permet de conclure
au résultat de la premiere partie du corollaire.

Pour la seconde partie du corollaire, rappelons que f définit un produit
scalaire sur & revient a dire que f (ou q) est définie positive, ce qui revient
a dire (en vertu du corollaire 8.15) que sgn(q) = (d,0). Grace au résultat
de la premiere partie (déja démontré), on conclut donc que f est un pro-
duit scalaire sur & si et seulement si les valeurs propres de A sont toutes
strictement positives. Ceci compléte la preuve du corollaire. ]
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9.7 Lethéoréeme spectral pourles endomorphismes
autoadjoints d’un espace euclidien

Nous présentons dans cette section les analogues des théoremes 9.18 et
9.19 pour les endomorphismes autoadjoints d"un espace euclidien. En ce
qui concerne 1’analogue du théoreme 9.19, nous obtenons méme, pour un
endomorphisme donné d’un espace euclidien, I'équivalence entre < étre
autoadjoint > et < étre diagonalisable dans une base orthonormée ». Il est a
signaler par contre que pour les endomorphismes d"un espace hermitien,
la diagonalisabilité dans une base orthonormée n’est pas caractérisante des
endomorphismes hermitiens mais plutdt des endomorphismes normaux,
comme on le verra a la section prochaine.

TuEOREME 9.23.— Soit f un endomorphisme autoadjoint d’un espace eucli-
dien &. Alorson a :

(1) Le polynome caractéristique de f est scindé sur R.
(2) L’orthogonal de tout sous-espace vectoriel de &, stable par f, reste stable par

f.
(3) Les sous-espaces propres associés a deux valeurs propres distinctes de f sont
orthogonaux.

Démonstration.—

e Démontrons la propriété (1). Posons d := dimé& que nous supposons
non nul (le cas d = 0 est banal). Fixons une base orthonormée % de & et
considérons A € .#;(IR) la matrice associée a f relativement a #. Comme
f est autoadjoint alors (d’apres la proposition 7.4) A est symétrique. Par
conséquent, vue comme matrice de .#;(C), la matrice A est hermitienne. Ce
qui entraine (d’apres le corollaire 9.20) que les valeurs propres (complexes)
de A sont toutes réelles; autrement dit, le polyndme caractéristique de A
(donc de f) est scindé sur R, comme il fallait le prouver.

e Démontrons la propriété (2). Soit F un sous-espace vectoriel de &, stable
par f,etmontrons que F* estaussi stable par f. Soitdoncx € F* et montrons
que f(x) € F*- aussi. Pour tout u € F,on a f(u) € F (puisque F est stable par
f); d’out (puisque f est autoadjoint) :

(f(x), u)y ={x, f(u))=0

(vu que x € F*- et f(u) € F). Ce raisonnement montre que f(x) L u, Yu € F;
autrement dit f(x) € F*, comme il fallait le prouver.

e Pour la propriété (3), reprendre exactement la méme démonstration de
la propriété (3) du théoreme 9.18. Ainsi s’acheve cette démonstration. =
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TuEOREME 9.24.— Soit f un endomorphisme d’un espace euclidien &. Alors
f est diagonalisable dans une base orthonormeée si et seulement s'il est autoadjoint.

Démonstration.—

e (=) Supposons que f est diagonalisable dans une base orthonormée de
& ; 'est-a-dire qu’il existe une base orthonormée % de & tel que Myu(f) soit
diagonale. Donc M(f) est a fortiori symétrique; ce qui entraine (d’apres
la proposition 7.4) que f est autoadjoint.

¢ (&) Reprendre la démonstration du théoréme 9.19 en se servant du
théoréme 9.23 plutdt que du théoreme 9.18. Ceci étant, un détail important
concernant I'endomorphisme g := f|r. (selon les notations introduites du-
rant la démonstration du théoreme 9.19) pourrait échapper au lecteur. Il
s’agit de voir pourquoi g doit posséder au moins une valeur propre (réelle).
Comme g est une restriction de f alors P,(X) divise P¢(X); par suite, comme
P¢(X) est scindé sur IR (en vertu du point (1) du théoréme 9.23) alors P,(X)
est également scindé sur IR; ce qui assure que g possede effectivement au
moins une valeur propre réelle A. Vu que C est algébriquement clos, ce
raisonnement (supplémentaire) n’était pas nécessaire dans le cas d'un es-
pace vectoriel complexe (c’est-a-dire durant la démonstration du théoréme
9.19). Ainsi s’acheve cette démonstration. |

La version matricielle du théoreme 9.24 est présentée par le corollaire
suivant :

CoRroOLLAIRE 9.25 (LE THEOREME SPECTRAL POUR LES MATRICES SYMETRIQUES REELLES).—
Soit m € IN*. Une matrice A € M,,(R) est symétrique si et seulement s'il existe
P € O,(R) tel que la matrice produit PLAP = 'PAP soit diagonale.

Démonstration.— Soit A € .#,,(R). On considere l'espace euclidien
(R™,{, )y) et 'endomorphisme f de R” dont la matrice associée relati-
vement a la base canonique %, de R" est A. Comme la base canonique
AB. de R™ est orthonormée par rapport au produit scalaire usuel (, ),
de R™ alors (d’apres la proposition 7.4) on a équivalence entre <A est
symétrique > et < f est autoadjoint ». Mais d’apres le théoreme 9.24, < f est
autoadjoint » équivaut a 'existence d"une base orthonormée % de R™ tel
que la matrice My(f) soit diagonale; ce qui équivaut matriciellement (en
vertu de la proposition 7.10 et de la formule de changement de base pour
les endomorphismes) a I’existence d"une matrice orthogonale P de .#,,(IR)
tel que la matrice produit P~'AP (= 'PAP) soit diagonale. D’ou le résultat
du corollaire. ]
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Vocabulaire 9.I.— Soit m € IN*. On dit d’une matrice A € .#,,(R),
satisfaisant la propriété < AP € O,(R) tel que P'AP soit diagonale »,
qu’elle est diagonalisable dans une base orthonormée, ou encore qu’elle est
orthogonalement semblable a une matrice diagonale. Le résultat du corollaire
9.25 précédent s’exprime littéralement alors comme ceci : « Une matrice
A € #,(R) est symétrique si et seulement si elle est orthogonalement
semblable a une matrice diagonale .

Du corollaire 9.25 résultent les deux corollaires suivants qui sont res-
pectivement les analogues des corollaires 9.21 et 9.22 pour les formes bi-
linéaires symétrique d’un IR-espace vectoriel de dimension finie. Vu que
les preuves de ces corollaires sont essentiellement identiques aux preuves
de leurs analogues ©) A savoir les corollaires 9.21 et 9.22, elles sont laissées
au soin du lecteur.

CoROLLAIRE 9.26.— Pour toute forme bilinéaire symétrique f sur un espace
euclidien &, il existe une base orthonormée de & qui soit f-orthogonale. ]

CoROLLAIRE 9.27.— Soient f une forme bilinéaire symétrique sur un R-
espace vectoriel & de dimension finie et q la forme quadratique associée a f. Soient
aussi 78 une base arbitraire de & et A la matrice associée i f relativement a . Alors
la signature de q est égale au couple (p, m), avec p et m désignent respectivement
le nombre de valeurs propres strictement positives et le nombre de valeurs propres
strictement négatives de A. En particulier, f définit un produit scalaire sur & si
et seulement si les valeurs propres de A sont toutes strictement positives. ]

9.8 Lethéoréemespectral pourles endomorphismes
normaux

Dans toute cette section, on suppose que E est hermitien et on désigne
parn (n € IN*) sadimension. Nous allons voir que les endomorphismes nor-
maux de E constituent la classe la plus étendue d’endomorphismes de E ot
la diagonalisation dans une base orthonormée est réalisable. Pour parve-
nir a ce résultat, nous avons besoin de quelques propositions préliminaires
que voici :

ProrosITION 9.28.— Soit f un endomorphisme normal de E. Alors, on a :
(i) Kerf = Kerf~.

(3). Reprendre les preuves des corollaires 9.21 et 9.22 en leur portant les modifications
nécessaires évidentes; en particulier, utiliser le corollaire 9.25 plut6t que le corollaire 9.20.
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(il) oc(f*) = oc(f) et pour tout A € oc(f), ona:
E¢(A) = Er(A).
Démonstration.—

e Démontrons (i). D’apres la propriété (iii) de la proposition 9.17, on a pour
touter:”f(x)” = ou
x€E: f(x) = Og}
= {xeE: [ = o)
={xeEx |lreofl =0)

={xeE: f(x)=0g}
= Kerf",

Kerf =

xekE:

comme il fallait le prouver.

e Démontrons (ii). L'égalité oc(f) = F(f) est méme vraie pour un en-
domorphisme quelconque de E, comme on I'a vu a I'exemple 9.1. Etant
donné maintenant A € o¢(f) (donc A € F(f) =oc(f),ona: (f —Aldg) =
f* = AIdg. Mais comme f commute avec f* (car f est normal) et Idz com-
mute avec tous les endomorphismes de E alors (f — A Idg) commute avec
f*=AIdg = (f — Aldg)’; autrement dit, I'endomorphisme (f — AIdg) de
E est normal. Ce qui entraine (d’apres le point (i) déja démontré) que
Ker (f — Aldg) = Ker(f — Aldp)' = Ker(f* = Alde); soit Ef(A) = Ef(d),
comme il fallait le prouver. Ceci complete la preuve de la proposition. =

ProrosITION 9.29.— Soit f un endomorphisme normal de E. Alors les sous-
espaces propres de f sont deux a deux orthogonaux.

Démonstration.— Soient A; et A, deux valeurs propres (complexes)
distinctes de f et montrons que les sous-espaces propres de f qui leurs
sont respectivement associés Ef(A;) et Ef(A;) sont orthogonaux; c’est-a-
dire que tout vecteur de Ef(A;) est orthogonal a tout vecteur de E¢(A;).
Soient donc x € E¢(A;) ety € Ef(A;) et montrons que x L y; c’est-a-dire que
(x, y)=0.D'une part,on a:

(fX), y) = (hix, y) = Ai{x, y).

D’autre part, puisque E¢(A;) = Ef- (1,) (en vertu du point (ii) de la proposi-
tion 9.28),onay € Ef*(A_z),' d’oui:

(f&), vy =(x, £ @) ={x, day) = A2 (x, y).
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En comparant les deux résultats, on tire que :

A(x, y)y=Aa(x, y);

soit

(A=A {x, y) =0.
Ce qui entraine (puisque A; # A;) que (x, y) = 0, comme il fallait le
prouver. La proposition est démontrée. [

Nous sommes maintenant préts a énoncer et démontrer le théoreme
spectral pour les endomorphismes normaux. La démonstration que nous
exposons est une adaptation de celle du théoréme 9.19, laquelle, comme
indiqué au §9.6, est spécifique a l'auteur.

THEOREME 9.30 (LE THEOREME SPECTRAL POUR LES ENDOMORPHISMES NORMAUX).—
Un endomorphisme de E est diagonalisable dans une base orthonormée si et seule-
ment s'il est normal.

Démonstration.— Soit f un endomorphisme de E.
¢ (=) Supposons que f est diagonalisable dans une base orthonormée %
de E. La matrice My(f) (de .#,(C)) est donc diagonale. Mais comme %
est orthonormée, on a (en vertu de la proposition 9.3) Mu(f*) = (Mx(f))’,
qui est donc aussi diagonale. Enfin, comme les matrices diagonales (de
AM,(C)) commutent entre elles, on a : My(f) commute avec My(f*). Ce qui
entraine que f commute avec f*; autrement dit, f est normal.

¢ (&) Inversement, supposons que f est normal et soient Ay, A,..., A,
(p € IN*) les valeurs propres (complexes) deux a deux distinctes de f.
Posons

F := Ef(/h) D Ef()\z) O Ef()\p)

D’apres le point (ii) de la proposition 9.28, on a aussi :
F=Er(M)@Ep(A) @ @ Ep(2,).

Par suite, comme tout espace propre de f* est stable par f* alors F est
stable par f*. Ce qui entraine (d’apres la proposition 9.4) que F* est
stable par (f*)* = f. Considérons alors I’endomorphisme restreint g :=
flpr de F*. Procédons maintenant par 1’absurde pour montrer que F* est
nécessairement le sous-espace nul de E. Supposons que F- # {0g}; au-
trement dit, dimF+ > 1. Dans cette situation, I'endomorphisme g de F*
possede au moins une valeur propre complexe A, qui est nécessairement
une valeur propre de f (puisque g est une restriction de f); soit A €
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{A1, Ao, ..., Ay} Tl existe donc x € F* \ {0} tel que g(x) = Ax; soit f(x) = Ax.
D’olt
X € Ef(/\) C Ef(/\]) @ Ef(/\z) S RN Ef(/\p) =F.
Par conséquent, on a :
x€ F*NF= {OE}

Ce qui contredit le fait que x # 0g. Cette contradiction assure que F*- = {0¢};
ce qui équivauta F = E; soit

Ef(A1) ® Ef(A;) @ --- ® Ef(A,) = E.

Enfin, puisque les espaces propres E¢(A1), Ef(A2),...,Ef(A,) de f sont deux
a deux orthogonaux (en vertu de la proposition 9.29), il suffit de fixer
une base orthonormée % de tout espace propre Ef(Ax) (k = 1,2,...,p)
de f et prendre # = %, U %, U --- U %,, qui est nécessairement une
base orthonormée de E suivant laquelle f est représenté par une matrice
diagonale. D’ou1 f est diagonalisable dans une base orthonormée de E. La
démonstration du théoreme est ainsi complete. ]

La version matricielle du théoreme 9.30 est présentée par le corollaire
suivant :

COROLLAIRE 9.31 (LE THEOREME SPECTRAL POUR LES MATRICES NORMALES).—
Une matrice A € #,(C) est normale si et seulement s’il existe P € U,(C) tel que
la matrice produit P"'AP = P*AP soit diagonale.

Démonstration.— Soit A € .#,(C). On considére 'espace hermitien
(C",{, )us) et I'endomorphisme f de C" dont la matrice associée relative-
ment a la base canonique %, de C" est A. Comme la base canonique %, de
C" est orthonormée par rapport au produit scalaire usuel { , )., de C" alors
(d’apres la proposition 9.16) on a équivalence entre < A est normale > et
< f est normal ». Mais d’apres le théoreme 9.30, < f est normal » équivaut a
I'existence d"une base orthonormée % de C" tel que la matrice My(f) soit
diagonale; ce qui équivaut matriciellement (en vertu de I'exemple 9.1 et
de la formule de changement de base pour les endomorphismes) a 1’exis-
tence d’une matrice unitaire P de .#,(C) tel que la matrice produit P'AP
(= P*AP) soit diagonale. D’ot1 le résultat du corollaire. [

9.9 Le théoreme de trigonalisation de Schur

Le théoreme de trigonalisation de Schur énonce qu'’il est toujours possible
de trigonaliser dans une base orthonormée tout endomorphisme d’un
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espace hermitien. Curieusement, lorsque 1'endomorphisme en question
est normal, cette trigonalisation de Schur devient nécessairement une dia-
gonalisation! Ce qui permet de retrouver le théoreme spectral pour les
endomorphismes normaux, sans avoir recours a examiner leurs espaces
propres. Matriciellement, le théoréeme de Schur s’énonce comme suit :

TuEorREME 9.32 (LE THEOREME DE TRIGONALISATION DE SCHUR).— Etant
donné n € IN*, toute matrice de .#,(C) est unitairement semblable a une matrice
triangulaire supérieure. Plus explicitement, pour tout n € IN* et tout A € #,(C),
il existe U € U,(C) tel que la matrice produit U~ AU soit triangulaire supérieure.

Démonstration.— On procéde par récurrence sur 7.

e Pour n = 1, le résultat du théoreme est trivial (prendre simplement
u=1IL,).

e Soit n > 2 un entier. Supposons que le résultat du théoréme est vrai pour
toute matrice de .#,_1(C) et montrons qu’il reste vrai pour toute matrice
de #,(C). Soit donc A € .#,(C) et montrons l'existence de U € U,(C)
tel que la matrice produit U 'AU soit triangulaire supérieure. Comme C
est algébriquement clos, le polyndme caractéristique P4 de A est scindé
sur C et possede, par conséquent, au moins un zéro complexe; autrement
dit, A posseéde au moins une valeur propre complexe. Fixons A € C une
valeur propre de A et x; € C" \ {0¢+} un vecteur propre qui lui est associé
(donc Ax; = Axq). On complete x; par des vecteurs y,,ys, ..., y, de C" pour
avoir une base (x1,y2,V3, ..., yn) de C". Par suite, on applique le procédé de
Gram-Schmidt a la base (x1, 2,3, . .., yx) de I'espace hermitien (C", {, ).)
afin d’obtenir une base orthonormée (vy, vy, ...,v,) de cet espace. On a en
particulier v; = ﬁ; ce qui montre que v; est (tout comme x;) un vecteur
propre de A associé a la valeur propre A. Posons maintenant :

R := (vq|va]...|v,) € #,(C).

Puisque (vy, vy, ..., V,) est une base orthonormée de (C", (, ),s) alors R est
une matrice unitaire (en vertu de la proposition 9.11). De plus, on a:

R7'AR = R°AR = R° A (v1|va] .. .[v,)
= R* (Av1|Av,|...|Av,)
= R (Avq|Av,|Av;]...|Av,)
= (AR'V1|R*Av,|R*Av;| . . . |R*Av,,) .

Mais vu que (vy, vy, ..., v,,) est une base orthonormée de (C",(, ),s),ona:
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\%
1
vl 1
V; <V2 7 V1>us 0
R*Vlz — |V = <V3, V1>us = 0 .
<Vn s V1 >us 0
AL
Dot :
A L
R'AR = ,
(<0> Q)

avec L € A,,-1)(C), (0) = (0),-1)1 et Q € .#,-1(C). En appliquant par suite
notre hypothese de récurrence a la matrice Q de .#,_1(C), on trouve qu’il
existe S € U,_1(C) tel que la matrice produit T := S7'QS (de .#,-1(C)) soit
triangulaire supérieure. En posant alors

S = ( (é) (g)) e #,(C),

qui est (tout comme S) unitaire, on a :

i (1 @V(A L\[1 O\ (A LS\ (A LS
STIRTARS ‘(<0> s-l)(w) Q)((O) S)‘(«» s-lQS)‘(m) Tl)'

qui est visiblement une matrice triangulaire supérieure de .#,(C). Il ne
reste qu’a poser U = RS’ € .#,(C), qui est unitaire (en tant que produit de
deux matrices unitaires de .#,(C)), pour avoir U AU = S'RTARS’ trian-
gulaire supérieure. Ceci acheve cette récurrence et cette démonstration.

Comme premiere application du théoréme de trigonalisation de Schur,
nous proposons de redémontrer le théoreme spectral pour les matrices
hermitiennes; c’est-a-dire le corollaire 9.20.

Redémonstration du corollaire 9.20.— Soient n € IN* et A une matrice
hermitienne de .#,(C). Nous devons montrer que A est unitairement sem-
blable & une matrice diagonale réelle. D’apres le théoreme 9.32, il existe
U € U,(C) tel que la matrice produit T := U'AU = U*AU soit triangulaire
supérieure; c’est-a-dire qu’elle s’écrit sous la forme :

i1t tin
T =
(0) tn—l n
tnn
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(avec tyr € C pour tous k, £ tels que 1 < k < £ < n). Ce qui donne :

by
T* — t%Z ‘e (0)
E oo tn—l,n E

Par ailleurs, nous affirmons que T est hermitienne. En effet, on a :

T = (UAU)
=AU
= U'AU (puisque A est hermitienne)
=T

Les formes précédentes de T et T* sont par conséquent identiques, ce qui
équivautaty = Opourtousk, ftelsquel <k <{f<n etty = tu pour toutk €
{1,2,...,n}; autrement dit, T est diagonale réelle. D’ot1 A est unitairement
semblable a une matrice diagonale réelle (qui est en’occurrence T), comme
il fallait le prouver. ]

Comme deuxieme application du théoréme de trigonalisation de Schur,
nous proposons de redémontrer le théoreme spectral pour les matrices nor-
males; c’est-a-dire le corollaire 9.31. Il est a noter que cette démonstration
requiert un effort plus important que la précédente redémonstration du
corollaire 9.20. En effet, nous sommes contraints de nous servir du lemme
technique clé suivant :

LeMME 9.33.— Soient n € IN* et T une matrice triangulaire supérieure de
My(C). Alors T est normale si et seulement si elle est diagonale.

Démonstration.— Si T est diagonale alors T* 'est également et on a par
conséquent TT* = T*T; autrement dit, T est normale. Inversement, suppo-
sons que T est normale et montrons qu’elle est nécessairement diagonale.
Puisque T est triangulaire supérieure, elle s’écrit :

tn t ... b

T =
(0) tn—l,n
tnn
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(avec tyr € C pour tous k, £ tels que 1 < k < £ < n). Ce qui donne :

by
T* — t%Z ‘. (0)
E cee tn—l,n m

En posant alors

@e)raeen =TT et (bihaeen =TT,

on a (vu que T est supposée normale) ax; = by, pour tous k, € € {1,2,...,n}.
On verra que les égalités ay = by (1 < k < n) suffisent pour conclure que T
est diagonale. Pour k € {1,2,...,n},ona:

n
A = Z teetre = Z |t
Ik

n
=k
k k
b = Y tobok = Y il
kk — mktmk — mkl -
m=1 m=1

Les égalités ay = by (k € {1,2,...,n}) sont donc équivalentes a :

et

Z ltl? = Z Il Yk e {1,2,...,n}). (9.1)

k<t<n 1<m<k
En prenant k = 1 dans (9.1), on obtient que :
Y Il =0;
1<t<n

ce qui entraine que :
tir=0 pour tout £ tel que 1 < € < n. (9.2)

Nous allons montrer par une récurrence forte que l'on a pour tout k €
{1,2,...,n}:

te =0 pour tout £ tel que k < £ < n, (9.3)
ce qui entrainera que T est effectivement diagonale.
e Pour k =1, (9.3) n’est autre que (9.2); elle est donc vraie.
e Soit kg € {2,3,...,n}. Supposons que (9.3) est vraie pour tout
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kefl,2,..., k — 1} et montrons qu’elle reste vraie pour k = ky. D’apres
I'hypothese de récurrence, on a :

tm, = 0 pour tout m tel que 1 < m < ky;

ce qui entraine d’apres (9.1) que :

Yl = Yl =0

ko<l<n 1<m<ky

d’oti I'on tire que tx,, = 0 pour tout € tel que ky < £ < n. Ce qui confirme
la validité de (9.3) pour k = k,. Ainsi s’acheve cette récurrence qui montre
que la matrice T est bien diagonale. Le lemme est démontré. |

Redémonstration du corollaire 9.31.— Soient n € N* et A € .#,,(C).

¢ (&) (Presque trivial). Supposons que A est unitairement semblable a une
matrice diagonale; c’est-a-dire qu’il existe une matrice U € U,(C) et une
matrice diagonale D de .#,(C) tel que 'on ait D = U'AU = U*AU. On a
alors A = UDU™" = UDU*. Ce qui donne A* = (UDU*)" = UD*U* = UDU""
(puisque D est diagonale et U est unitaire). Il s’ensuit des égalités A =
UDU™" et A* = UDU" que :

t AA* = (UDu-l) (uﬁu-l) = UpDU™
e
AA = (uﬁu-l) (UDU‘l) - UDDU™.

Enfin, puisque D et D commutent (car elles sont toutes les deux diagonales),
on en conclut que AA™ = A*A; autrement dit, A est normale, comme il fallait
le prouver.

¢ (=) (Non trivial). Supposons que A est normale et montrons qu’elle
est unitairement semblable & une matrice diagonale. D’apres le théoreme
9.32; A est unitairement semblable a une matrice triangulaire supérieure;
autrement dit, il existe T, U € .#,(C), avec T triangulaire supérieure et
U unitaire, pour lesquelles on ait T = U'AU = U*AU. Ce qui donne
T = (UAU) = U'A*U = U'A*U. D'ou :
TT = (U7AU) (UTA'U) = U (AA U
et

T'T = (U'AU)(UTAU) = U (A'A) UL

Mais puisque AA* = A*A (car A est supposée normale), il en résulte que
TT* = T'T; autrement dit, T est normale. Enfin, vu que T est triangulaire
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supérieure, on en conclut par le lemme 9.33 que T est nécessairement
diagonale. Par conséquent, A est unitairement semblable a une matrice
diagonale (en1’occurrence T), comme il fallait le prouver. Ainsi se compleéte
cette démonstration. ]

Nous concluons cette section en présentant I’analogue du théoréme de
trigonalisation de Schur pour les matrices réelles.

THEOREME 9.34 (L’ANALOGUE DU THEOREME 9.32 POUR LES MATRICES REELLES).—
Etant donnén € IN*, toute matrice de .#,(IR), dont le polynome caractéristique est
scindésur IR, est orthogonalement semblable a une matrice triangulaire supérieure.
Plus explicitement, pour tout n € IN* et tout A € #,(R) dont le polynome
caractéristique est scindé sur R, il existe O € O,(IR) tel que la matrice produit
O~'AO soit triangulaire supérieure.

Démonstration.— Reprendre la démonstration du théoreme 9.32 en
lui portant les modifications nécessaires. Cependant, un détail important
pourrait échapper a l’attention du lecteur. Il s’agit (en utilisant les mémes
notations que dans la démonstration du théoreme 9.32) de prouver que le
polyndme caractéristique de la matrice Q (de .#,_1(IR)) est nécessairement
scindé sur R (afin de pouvoir appliquer a Q I'hypothese de récurrence en
question). En se servant de 1'égalité

o (AL
REAR= ((0) Q)’

ona:

A=X L

PA(X) = Pr-14r(X) = det( 0 Q-XI,1

) = (A = X)det(Q - XIL,-1)
= (A = X)Pa(X).

Ce qui montre que Pg divise P4. Mais puisque P, est supposé scindé sur
R, on en conclut qu’il en est de méme de P, prouvant ainsi I'information
requise. [

Remarque 9.III.— Nous pouvons nous servir du théoreme 9.34 pour
redémontrer le théoreme spectral pour les matrices symétriques réelles ¥ ;
c’est-a-dire le corollaire 9.25. Ceci est laissé au soin du lecteur.

(4). De la méme maniére dont nous nous sommes servi du théoréeme 9.32 pour
redémontrer le corollaire 9.20.
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Exercices

Exercice 9.1. Diagonaliser dans une base orthonormée de (R?,(, ),) les
deux matrices réelles symétriques d’ordre 3 suivantes :
2 -1 1 24 -5 -15
A=|-1 2 -1 , B=|-5 0 3 |.
1 -1 2 -15 3 8

Exercice 9.2. Diagonaliser dans une base orthonormée de (R (, ),,) les
deux matrices réelles symétriques d’ordre 4 suivantes :

3 -2 -2 2 2 0 -1 0
-2 3 2 =2 0 2 0 -1

A= -2 2 3 =217 B= -1 0 2 0}
2 -2 -2 3 0O -1 0 2

Exercice 9.3. Diagonaliser dans une base orthonormée de (C>,(, ),,) les
deux matrices hermitiennes d’ordre 3 suivantes :

1-3i 3 -1+ -1-3i 1 -1+1|.
—24+i -1-1 2 -1+2i -1-i 0

A=

6 1+ 3i —2—1'] [ 4 -1+4+3i -1-2i
, B:=

Exercice 9.4. Diagonaliser dans une base orthonormée de (C* (, ), la
matrice hermitienne d’ordre 4 suivante :

16 -3+5i -8+2i 3+12i
A -3 -5 1 2+2i 3-3i
T -8-21 2-2i 3 —6i

3-12i1 3+3i 61 8

Exercice 9.5. Vérifier pour chacune des deux matrices suivantes de .#5(C)
qu’elle est normale puis la diagonaliser dans une base orthonormée de

(C3/< 4 >us)'

2-21 2431 2 -14+3i -1-2i 3+1i|.
-2 -2 1+4 2—-1 =1+3i 0

A=

243 2-2i 21'] [ 0 341 —2+1
, B:=
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Exercice 9.6. Réduire dans une base orthonormée de (R3, (, ),) les deux
formes quadratiques de R® données par :

qJ1(X) := —3x2 +4xy—4xz+2yz,
G2(X) == X% + 2 + 4xy + 2 V2 (xz + yz)

(VX =(x,y,2) € R%).

Exercice 9.7. Réduire dans une base orthonormée de (R%,(, ),,) la forme
quadratique de IR* donnée par :

g(X):=8x*+3y* —12xy —6xz—6xt +4yz+ 4yt + 2zt
(VX ='(x,y,zt) € RY).

Exercice 9.8. Réduire dans une base orthonormée de (C3,(, ),) les deux
formes quadratiques hermitiennes de C*> données par :

q1(Z2) := z1f” + |22l + 23 (z120) + 29 (1 = i)z1z3) = 28 ((1 + i)z223),

72(Z) := 4|z + 4|z + 2R (4 + 30)Z12) + 2R ((—2 + 1)Z123)
+2R ((—1 + 2i)22Z3)

(YZ =Y(z1,22,23) € C3).

Exercice 9.9. Réduire dans une base orthonormée de (C*,(, ), la forme
quadratique hermitienne de C* donnée par :

E](Z) =4 |21|2 -23 (E]Zg,) + 2R (2124) + 2R ((1 - 21.)2223) + 2R ((2 + i)ZZZ4)
+6J (2324)

(VZ = t(Z1IZZI Z3, Z4) € C4)

Exercice 9.10. Trigonaliser dans une base orthonormée de (R",(, ).)
(n = 3 ou 4 selon le cas) chacune des matrices réelles carrées suivantes :

1 -2 0 -1 -4 4 i}i?,;*
A=|2 6 2 , B:=]11 -2 1| et C:= .

-2 -4 -1 1 -4 3 22 65

2 2 -5 4
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Exercice 9.11. Trigonaliser dans une base orthonormée de (C",(, ).)
(n = 3 ou4 selon le cas) chacune des matrices complexes carrées suivantes :

0 -1+: 2 -3+4i —4+i 3-4i
24+i -1+4i 1-4| , B=| -4 -1-i 4 et

-2+ 2i 1 4 —-6+i1i —-4—-1 6-—1

A=

—1 1+1 -1+1 -1+
-3+3i -1-4i 4-2i 5-2i
-1->5i 3 1+3i 4 |’

-2 3 3i 1+3i

C:=

Exercice 9.12. Soient E un espace hermitien et f un endomorphisme de E.

1. Montrer les deux égalités suivantes :
Ker f*=(Im f)* et Imf = (Kerf)".
2. En déduire les deux équivalences suivantes :

f estinjectif & f~ est surjectif,
f est surjectif &= f* est injectif .

Exercice 9.13. Soient E un espace hermitien et F et G deux sous-espaces
supplémentaires de E. Désignons par p la projection sur F parallelement a
G.

1. Montrer alors que p* est la projection sur G* parallelement a F*.
Montrer d’abord que p* est une projection de E, puis se servir du
résultat du point 1 de I'exercice 9.12.

2. Retrouver le résultat selon lequel «une projection de E est un en-
domorphisme hermitien si et seulement si elle est une projection
orthogonale .

Exercice 9.14. Soit f un endomorphisme normal d"un espace hermitien E,
vérifiant f° = f*.
— Montrer que f est nécessairement une projection orthogonale de E.

Exercice 9.15. Soit f un endomorphisme d’un espace hermitien E, satisfai-

sant f*o f = f.

— Montrer que f est nécessairement une projection orthogonale de E.
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Exercice 9.16. Soient E un espace euclidien et f un endomorphisme auto-
adjoint de E. Soient aussi A € R et ¢ > 0. Supposons qu'il existe x € E tel
que ||x|| =1et ||f(x) - /\x“ <e.

— Montrer alors que f posséde au moins une valeur propre réelle ,
satisfaisant | u— )\| <e.

Exercice 9.17. Soient n un entier strictement positif et A une matrice sy-
métrique de .#,(R). Supposons qu’il existe k € IN* tel que A* = I,. Montrer
alors que 1’'on a nécessairement A2 = 1,.

Exercice 9.18. Soient n un entier strictement positif et A et B deux matrices
hermitiennes de .#,(C), avec B est définie positive.

— Montrer que les matrices AB et BA sont toutes les deux diagonalisables
a valeurs propres réelles et que 1'on a 6(AB) = o(BA).

Désignons par %, la base canonique de C", par f 'endomorphisme de
C" dont la matrice associée relativement a %, est AB et par (, ) le produit
scalaire de C" dont la matrice associée relativement a 4. est B. Montrer
que f est hermitien relativement au produit scalaire (, ).

Exercice 9.19. Etant donné n un entier strictement positif, montrer que
toute matrice symétrique positive de .#,(IR) posséde une racine carrée
symétrique positive.

Exercice 9.20. Soit n un entier strictement positif.

1. Montrer que toute matrice inversible A de .#,(IR) s’écrit sous la forme
A = PO, avec P, O € .#,(R), P est symétrique positive et O est ortho-
gonale'®.

Appliquer le résultat de 'exercice 9.19 a la matrice A'A.

2. Montrer l'unicité d’une telle décomposition.

3. Déduire du résultat de la question 1. que toute matrice inversible A
de .#,(R) s’écrit sous la forme A = O;DO,, avec D, O, 0, € .#,(R),
D est diagonale et O; et O, sont orthogonales.

4. Enoncer et démontrer les résultats analogues pour les matrices com-
plexes.

(4). Une telle décomposition de A s’appelle <la décomposition polaire de A ». Elle
demeure possible méme quand A est non inversible ; néanmoins, on perd son unicité dans
ce cas. Noter aussi que cette décomposition est I'analogue de la représentation polaire
d’un nombre complexe z; c’est-a-dire de l’écriture z = re'?, avec r et 0 sont respectivement
le module et I'argument de z.
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Exercice 9.21. Etant donné n un entier strictement positif, on munit le IR-
espace vectoriel R,[X] du produit scalaire défini par :

1
P, Q)= fo POQWd  (YP,Q € R[X])

et on considere ¢ I'endomorphisme de R, [X] défini par :

1
P(P)(X) := fo (X +1)'P(H)dt (VP € Ry[X]).

1. Montrer que ¢ est autoadjoint et bijectif.
2. En déduire l'existence d’une base orthonormée (P, P,...,P,) de
(R,[X], (, )) et de nombres réels non nuls Ay, A4, ..., A, satisfaisant :
(P(Pk) = AePx (VkG {0,1,...,7/[}).

3. Etablir I'identité polynomiale (aux deux indéterminées X et Y) :
(X+Y)" = Y APUX)PY).
k=0

4. En déduire la valeur de chacun des deux nombres réels tr(¢) et tr(¢?).

Exercice 9.22. Soient E un espace euclidien et f un endomorphisme au-
toadjoint de E.

1. Justifier que les deux extremums

Amin(f) := }(QE (fO), x) et Ama(f) :=sup(f(x), x)

— xeE
[Ix|I=1 lIxli=1

existent (i.e., appartiennent a IR) et qu’ils sont tous les deux atteints.

2. Montrer de deux fagons différentes que Amin(f) et Amax(f) représentent
respectivement la plus petite valeur propre et la plus grande valeur
propre de f.

1% fagon : Utiliser le théoreme spectral des endomorphismes autoad-
joints d’un espace euclidien (c’est-a-dire le théoreme 9.24).

2nde facon : Si par exemple Ay est atteint en xg (xo € E, [|xo]| = 1) alors
on devrait avoir pour tout t € Rettouty € E: (f(xo + ty), xo + ty) >

2
Amin(f) ”xo + ty” . En développant cette inégalité tout en se servant
du fait que f est autoadjoint, conclure que A, est une valeur propre
de f. Pour montrer que Anax est également une valeur propre de f, il

suffit de remarquer que Amax(f) = —Amin(—f). Constater par ailleurs
que toute valeur propre de f s’écrit sous la forme (f(x), x) (x € E,
lIxll = 1).
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3. Enoncer et démontrer les résultats analogues pour le cas d"un espace
hermitien E et d'un endomorphisme hermitien f de E.

Exercice 9.23. Soient E un espace euclidien et f un endomorphisme de E.

1. Montrer que I'endomorphisme (f* o f) de E est autoadjoint a va-
leurs propres positives. Pour la suite, on désigne respectivement
par Amin(f* © f) et Apax(f* © f) 1a plus petite et la plus grande valeur
propre de (f* o f).

2. Montrer que 1'on a pour tout x € E :

Amin(F 0 ) - IXIP < [[FO| < Aman(F* 0 ) - lIxIE.

S’appuyer sur le résultat du point 2. de 'exercice 9.22.

3. En déduire qu’étant donnés g et i deux endomorphismes de E, toute
valeur propre i de 'endomorphisme composé (g o /) de E satisfait

2
/\min(g* © g) : /\min(h* © h) < |[J| < /\max(g* © 8) : Amax(h* © h)

4. Enoncer et démontrer les résultats analogues pour le cas des endo-
morphismes hermitiens d’un espace hermitien.

Exercice 9.24 (Décomposition spectrale d’un endomorphisme normal).
Soient E un espace hermitien et f un endomorphisme normal de E. Pour
toute valeur propre A de f, on désigne par m, la projection orthogonale
de E sur I'espace propre Ef(A) de f associé a A. Démontrer les propriétés
suivantes :

1. VA, u€o(f),avec A # y,ona:m om, = 0yc).

2. Idg = Z .

Aea(f)

4. (Plus général que 2. et 3.). Pour tout polyndéme P € C[X], on a:

P(f)= Y P

Aea(f)

5. Toutes les projections orthogonales 7, (A € o(f)) s’obtiennent comme
application de polyndmes complexes a I’endomorphisme f.
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Exercice 9.25 (Complément pour l’exercice 9.24).

Soient E un espace hermitien et f un endomorphisme normal de E. Soient
aussi p1,pa, . - ., Pk (k € IN¥) des projections non identiquement nulles de E,
satisfaisant les propriétés suivantes :

(i) Ya,p€({1,2,...,k},aveca # ,ona: p, o pg = Opnq(r).-
(11) IdE =p1 +p2+"'+pk.

(iif) AN, Ay, ..., Ak € C, deux a deux distincts, tels que : f = Aip1 + Apa +
SR /\kpk.

— Montrer alors que l'on a k = Card o(f) et que pour tout £ € {1,2,...,k},
pe est précisément la projection orthogonale sur I'espace propre de f associé
a la valeur propre A, (il y a donc unicité des projections de E, satisfaisant
aux conditions (i), (ii) et (iii)).

Exercice 9.26. Soient E un espace préhilbertien complexe et f un endomor-
phisme de E.
— Montrer que f est antihermitien si et seulement s’il vérifie la propriété :

VxeE: (x, fx))eiR.

S’inspirer de la démonstration de la proposition 9.6, laquelle est relative
aux endomorphismes hermitiens.

Exercice 9.27. Soient E un espace hermitien et f un endomorphisme de E.

1. Montrer que f est normal si et seulement s’il existe un polynome
P € C[X] pour lequel on ait : f* = P(f).
Utiliser la décomposition spectrale de f (voir I'exercice 9.24).

2. Montrer que f est hermitien si et seulement s’il est normal et que
toutes ses valeurs propres (complexes) sont réelles.

Méme indication.

3. Montrer que f est antihermitien si et seulement s’il est normal et que
toutes ses valeurs propres (complexes) sont imaginaires pures.
Se servir du résultat de 1'exercice 9.26 pour le sens direct et de
la méme indication que pour les questions précédentes pour le sens
indirect. Vous pouvez également remarquer que 1'on a équivalence
entre < f est antihermitien » et <if est hermitien » et conclure en
s’appuyant sur le résultat de la question précédente.

4. Montrer que f est unitaire si et seulement s’il est normal et que toutes
ses valeurs propres sont de module 1.
Meéme indication que pour les questions 1 et 2.
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Exercice 9.28 (Diagonalisation simultanée de deux endomorphismes normaux).
Soient f et ¢ deux endomorphismes normaux d’un espace hermitien E.
Supposons que f et ¢ commutent.

— Montrer alors que f et ¢ sont diagonalisables dans une méme base
orthonormée de E.

Utiliser le fait que tout espace propre de f est invariant par g (apres
I’avoir démontré).

Exercice 9.29. Soient n un entier strictement positif et A une matrice anti-
symétrique de .#,(R).

1. Montrer que les valeurs propres complexes de A sont toutes des
nombres imaginaires purs.
Raisonner sur la matrice iA.

2. En déduire que le rang de A est forcément pair.
Constater que A est normale.

Exercice 9.30. Soit n un entier strictement positif.

1. Montrer que si S est une matrice antisymétrique de .#,(IR) alors
la matrice O = (I,-S)(I,+S)™" est orthogonale et on a S =
1 —0) I, +0)™".

2. En déduire une fagon simple de construire des matrices orthogonales

de #,(R).

3. Enoncer et démontrer le résultat analogue pour les matrices antiher-
mitiennes de .#,,(C).

N.B: La transformation S — (I, — S) (I, + S) " est connue sous le nom
de «transformation de Cayley .

Exercice 9.31 (Formule d’al-Karaji via les matrices antisymétriques).

1. Etant donné n € IN*, montrer que pour toute matrice antisymétrique
S de .#,(R) et tout vecteur X de R”, on a:

(X, X)ys = 0.
2. En déduire la formule d’al-Karaji :

2 12
13+23+...+n3:—n(n4+ ) (VHEN)
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Appliquer le résultat de la question précédente pour

0 -1 -1 -1 ... -1
10 -1 -1 ... -1 1
11 0 -1 ... -1 2

S=|. . . . . .l|ledryR)etX=| : [eR"!
Don e e :
11 1 . . -1 _ n(n+1)
1 1 1 ... 1 0 2

(n € N).

Exercice 9.32. Soient n un entier strictement positif et A et B deux matrices
hermitiennes de .#,,(C).

— Montrer que la matrice (A + i B) est normale si et seulement si les deux
matrices A et B commutent.

Exercice 9.33. Soient n un entier strictement positif et A et B deux matrices
normales de .#,(C) dont les images (dans C") sont orthogonales (relative-
ment au produit scalaire usuel de C").

— Montrer que la matrice (A + B) est normale.

Exercice 9.34. Soient n un entier strictement positif et A une matrice de
A,(C). On pose
B:=AA" - A"A.
1. Montrer que si B est nilpotente alors elle est nulle.

2. Montrer querg B # 1.

Exercice 9.35 (Généralisation du corollaire 9.26).
Soient E un R-espace vectoriel de dimension finie et f et ¢ deux formes
bilinéaires symétriques de E, avec f est non dégénérée.

1. Montrer qu’il existe un unique endomorphisme u de E tel que 'on
ait pour tous x,y € E :

g(x, y) = f(M(X), Y) .

Raisonner matriciellement.

2. Montrer que les espaces propres de u sont deux a deux orthogonaux
pour chacune des formes bilinéaires symétriques f et g.

3. En déduire la généralisation suivante du corollaire 9.26 :
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1l existe une base de E qui soit orthogonale pour chacune des
deux formes bilinéaires symétriques f et g si et seulement si
I'endomorphisme u est diagonalisable.

Exercice 9.36. Soient n un entier strictement positif et A = (a;)),_ ien €t
B = (bij),.. i< deux matrices symétriques définies positives de ., (IR).

— Montrer que la matrice C := (aijbij) est également symétrique

1<i,j<n
définie positive.

Diagonaliser la matrice A dans une base orthonormée de (R, {, ))
(utiliser plus précisément les corollaires 9.25 et 9.27).

Exercice 9.37. Soient E un espace hermitien et f un endomorphisme
normal de E. Montrer que les deux sous-espaces Ker f et Im f de E sont
orthogonaux.

Exercice 9.38. Soient n € IN" et A = (ax)1<; ¢<, € #,(C). Désignons par
A1, Ag, ..., Ay les valeurs propres complexes de A (chacune étant répétée un
nombre de fois égale a sa multiplicité algébrique).

— Montrer I'inégalité de Schur suivante :

n
Y AP Y el
k=1 1<k, f<n

Utiliser le théoréme de trigonalisation de Schur (i.e., le théoreme 9.32).

Exercice 9.39. Etant donné n un entier strictement positif, montrer que
toute matrice non nulle A de .#,(C) satisfait 1'inégalité :

ltr AP
tr(A*A)’

rg(A) >

Utiliser le théoréme de trigonalisation de Schur (i.e., le théoreme 9.32).

G ®
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Quelques sujets d’examens des années précédentesl

Examen de I’année 2022-2023
Etablissement : NHSM *
Durée : 3h

a. National Higher School of Mathematics - Algiers.

Exercise 1 (10 marks) :

For what follows, k denotes a real parameter. Let us consider the real
quadratic form g of R, defined by :

G(X) = kx® + (k+1)y? + (k+2) 2% + 2k + 1) xy + 2k + 2) xz + (2k + 5) yz

(VX =!(x,y,2) € R%).

1. Determine a Gauss reduced form of g; (distinguish the values of
k if necessary).

2. Deduce the rank and the signature of g by distinguishing the
values of k.

3. (a) Determine the values of k for which g; is nondegenerate.

(b) Are there values of k for which gy is positive semidefinite ?
Justifiy your answer.

4. Find a basis of R® which is orthogonal with respect to the qua-
dratic form g, ;.

5. Let g, be the real quadratic form of R?, defined by :
7.(X) :=xy+xz+ (1 —-k)yz (VX =(x,y,2) € RY).
(a) Justity the existence of three real linear forms L;, L,, and L3

in x, y, z (R-linearly independent which possibly depend on
k) so that we have :

qk(Ll/ L2/ L3) = q],c(x/ y/ Z)‘

(b) Determine such forms L;,L,, and Lj in the particular case
k=0.
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Exercise 2 (6 marks) :
Let (,) : Ry[X] X R;[X] — R be the map defined by :

(P, Q) := P(0)Q(0) +(P(1)- P(0))(Q(1) - Q(0)) + (P(2) - P(1))( Q@) - Q1))

(VP,Q € Ro[X]).
1. Show that (, ) is an inner product on R,[X].
2. Let H :={P € R,[X] : P(1) =0}

— Determine H* together with its dimension.

Exercise 3 (4 marks) :

Let E be an R-vector space and let f be a definite symmetric bilinear
form on E and g be its associated quadratic form. Next, let n € IN and
ey, e, ..., e, be vectors of E satisfying the two following properties :

(i) g(e;)=1forallie{l1,2,...,n}.
(i) ) fixe)? =00, Yx € E.
i=1
— Show that (e, ey, ..., e,) constitutes an f-orthonormal basis of E.

Good job and good luck

B. Farui
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Examen de remplacement de I’année 2022-2023
Etablissement : NHSM
Durée : 2h

Exercise 1 (14 marks) :

For what follows, k denotes a real parameter. Let us consider the real
quadratic form g, of R%, defined by :

g(X) := 2kx* + 2k +3) y* + 2k = 3) 22 + dxy + 4xz — 2k yz

(VX =H(x,y,2) € R%).

1. Determine a Gauss reduced form of g; (distinguish the values of
k if necessary).

2. Deduce the rank and the signature of g by distinguishing the
values of k.

3. (a) Determine the values of k for which g; is nondegenerate.
(b) Determine the values of k for which gy is positive definite.

4. Find a basis of R?® which is orthogonal with respect to the qua-
dratic form g;.

5. Let ¢’ be the real quadratic form of R?, defined by :

100

7 (X) = Z(—l)i (x+iy+(i+1)z) (VX = '(x,y,2) € RY).

i=1

— Determine the values of k for which gy is equivalent to ¢4’

Exercise 2 (6 marks) :

For what follows the R-vector space R[X] is equipped with the inner
product {, ) defined by :

1
(P, Q):= f(; P(X)Q(X)dX (VP,Q € R[X]).

Let (P,(X) be an orthonormal sequence ®of R[X] such that
VlENo q

deg P, = n (Vn € Np).
— Show the existence of three real sequences (a,),en,, (bn),en,, and

— 206 —



B. Farar Quelques sujets d’examens des années précédentes

(cn)nen, for which we have the following recurrent polynomial iden-
tity :

Pn+2(X) = (anX + bn) Pn+1(X) + CnPn(X) (Vn € NO)

Good job and good luck
B. FArHI

(5). In other words, the polynomials P,(X) (n € INp) are pairwise orthogonal and we
have (P, (X), P,(X)) =1 for all n € INj.
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Interrogation de I’année 2016-2017
Etablissement : Université de Béjaia
Durée : 1Th15mn

Pour tout ce qui suit, k désigne un parametre réel et g, désigne la
forme quadratique réelle de R® (dépendant de k), définie par :

X

Yy
z

grx) ;= kx* + (k+3)y* + 22+ 6xy +2xz + 4 yz (Vx =|y| e R%.

1. Réduire g, par la méthode de Gauss en distinguant les valeurs de
k.

2. Déterminer le rang et la signature de g, en distinguant les valeurs
de k.

3. En déduire les valeurs de k pour lesquelles g, est non dégénérée,
puis les valeurs de k pour lesquelles gi est positive et enfin les
valeurs de k pour lesquelles g est définie positive.

4. On prend dans cette question k = 0.

(a) Ecrire I'expression de la forme polaire f associée a .

(b) Ecrirela matrice associée a f relativement a la base canonique
de R®.

(c) Déterminer Kerf et préciser sa dimension.

5. On prend dans cette question k = 3/2.
— Déterminer une base de IR® qui soit g3/,-orthogonale.

6. Déterminer les valeurs du parametre k pour lesquelles la forme
quadratique g est équivalente (sur R) a la forme quadratique g’

de R?, définie par:
X
q'(x) == dxy — 2° (Vx=|y|eR%.
z

Bon travail
B. Farui
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Examen de I’année 2016-2017
Etablissement : Université de Béjaia
Durée : 2h

Exercice 1 (5 points) :

Posons E := ¢°([0, 1], R) et soit ¢ : E> — R I’application définie par :

1
o(f, 9) = f fWgGx-1dx  (Vf,gecE).

1. Montrer que ¢ est une forme bilinéaire symétrique sur E.
2. Montrer que ¢ n’est pas positive.

3. Montrer que @ est non dégénérée.

Exercice 2 (7 points) :
Soit
fi Ro[X]XRy[X] — C
(PQ +— P +)QU-i)+P(1-)Q+1i))

(ot i désigne le nombre complexe de module 1 et d’argument 7).
Montrer que f prend ses valeurs dans IR.
Montrer que f est une forme bilinéaire symétrique sur Ry [X].

Montrer que f est positive mais qu’elle n’est pas définie positive.

=L

Donner la matrice associée a f relativement a la base canonique
de R,[X].

5. Calculer le cone isotrope C de R,[X] pour f et montrer que 'on
a:C= R2[X]J_
Exercice 3 (8 points) :

Pour tout ce qui suit, k désigne un parametre réel. On consideére g; la
forme quadratique réelle de R®, définie par :

g (X) = I P +y*+(k+1) 22 +2 xy+2 yz+2(KP+k+1) xz (VX = !(x, y,2) € R?).

1. Réduire g, par la méthode de Gauss en distinguant, si nécessaire,
les valeurs de k.
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2. En déduire le rang et la signature de gx en distinguant les valeurs
de k.

3. (a) Déterminer les valeurs de k pour lesquelles g; est non
dégénérée.
(b) Existe-t-il des valeurs de k pour lesquelles g; est positive?
Justifier.

4. Soit g’ 1a forme quadratique réelle de R?, définie par :
gX):=xy+xz-yz (VX =(x,y,2) € R).

(a) Réduire ¢’ par la méthode de Gauss.

(b) Déterminer les valeurs de k pour lesquelles g est équivalente
agq.

(c) Justifier l'existence de trois formes linéaires L, [, et L3 en
x, Y,z (R-linéairement indépendantes) tel que 'on ait :

5]1 (Lll LZ/ L3) = q/(x/ y/ Z)'

(d) Question supplémentaire © : Déterminer telles formes Ly, L,
et L3.

Bon travail
B. Faruin

(6). Cette question ne fait pas partie de ’examen.
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Examen de remplacement de I’année 2016-2017

Etablissement : Université de Béjaia
Durée : 2h

Exercice 1 (5 points) :

Posons E := ¢°([0,1], R) et soit ¢ : E> — R I'application définie par :

o(f, g) == fo ' 0)900) sin(3r) dx + f(%) g (%) (Vf, g € E).

1. Montrer que ¢ est une forme bilinéaire symétrique sur E.
2. Montrer que ¢ n’est pas positive.

3. Montrer que @ est non dégénérée.

Exercice 2 (7 points) :
Soit
f: Rz[X] XRz[X] — C

(P,Q) +— POQ(-i) + P(-)Q(i)
+(P(1) - P"(1))(Q) - Q"(1))

(ot i désigne le nombre complexe de module 1 et d’argument 7).
Montrer que f prend ses valeurs dans IR.
Montrer que f est une forme bilinéaire symétrique sur Ry [X].

Montrer que f est positive mais qu’elle n’est pas définie positive.

Ll e

Donner la matrice associée a f relativement a la base canonique
de Rz [X]

5. Calculer le cone isotrope C de R,[X] pour f et montrer que I'on
a:C=Ry[X]".
Exercice 3 (8 points) :

Pour tout ce qui suit, k désigne un parametre réel. On consideére g; la
forme quadratique réelle de R®, définie par :

g(X) := (k+1) ¥ +8K* 2 +22+4(1-k)xy—2xz—4yz (VX ='(x,y,2) € R%).
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1. Réduire g; par la méthode de Gauss en distinguant, si nécessaire,
les valeurs de k.

2. En déduire le rang et la signature de gx en distinguant les valeurs
de k.

3. Déterminer les valeurs de k pour lesquelles g est non dégénérée,
puis les valeurs de k pour lesquelles gi est positive et enfin les
valeurs de k pour lesquelles g est définie positive.

4. Soit ¢’ la forme quadratique réelle de R?, définie par :
qg(X):=xy—xz-yz (VX =(x,y,2) € R?).

(a) Réduire ¢’ par la méthode de Gauss.

(b) Déterminer les valeurs de k pour lesquelles g est équivalente
aqg.

(c) Justifier 'existence de trois formes linéaires L,,L, et L3 en
x, Y,z (R-linéairement indépendantes) tel que I'on ait :

q-1(L1, Lo, L3) = q'(x, ¥, 2).

Bon travail
B. Faruin
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Examen de rattrapage de I’année 2016-2017
Etablissement : Université de Béjaia
Durée : 1Th30mn

Exercice (5 points) :

On considere ¢ : Ry[X] X R,[X] — R 'application définie par :
¢(P, Q) := P(0)Q(0) + P(1)Q(1) - P(2)Q(2) (VP, Q € Ro[X]).

1. Montrer que ¢ est une forme bilinéaire symétrique sur R,[X].
2. Montrer que ¢ n’est pas positive.

3. Montrer que @ est non dégénérée.

Probleme (15 points) :

Pour tout ce qui suit, k désigne un parametre réel. On considere g; la
forme quadratique réelle de R®, définie par :

g(X) := (k+1) P+ y* +(k+1) 22 =2 xy+2k yz (VX =(x,y,2) € RY).
1. Réduire g, par la méthode de Gauss en distinguant, si nécessaire,

les valeurs de k.

2. En déduire le rang et la signature de gx en distinguant les valeurs
de k.

3. Déterminer les valeurs de k pour lesquelles g est non dégénérée,
puis les valeurs de k pour lesquelles gi est positive et enfin les
valeurs de k pour lesquelles g est définie positive.

4. On prend dans cette question k = 1.

(a) Ecrire I’expression de la forme polaire f associée a g;.

(b) Ecrire la matrice associée a f relativement a la base canonique
de R®.

(c) Déterminer Kerf et préciser sa dimension.

5. Soit ¢’ la forme quadratique réelle de R?, définie par :
qg(X):=xy—xz+yz (VX ='(x,y,2) € R%).

(a) Réduire ¢’ par la méthode de Gauss.
(b) Déterminer les valeurs de k pour lesquelles g est équivalente

aqg.
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(c) Justifier l'existence de trois formes linéaires L, [, et L3 en
x, Y,z (R-linéairement indépendantes) tel que 'on ait :

5]2(L1/ LZ/ L3) = q/(x/ y/ Z)'

Bon travail
B. Farui
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Interrogation de I’année 2015-2016
Etablissement : Université de Béjaia
Durée : 1Th15mn

Pour tout ce qui suit, k désigne un parametre réel et g, désigne la
forme quadratique réelle de R® (dépendant de k), définie par :

X

y
z

gi(x) ::x2+(k+1)y2+(k+1)zz+2xy+2xz (Vx = € R3).

1. Réduire g par la méthode de Gauss en distinguant les valeurs de

k.

2. Déterminer le rang et la signature de g, en distinguant les valeurs
de k.

3. En déduire les valeurs de k pour lesquelles g, est non dégénérée,
puis les valeurs de k pour lesquelles gi est positive et enfin les
valeurs de k pour lesquelles g est définie positive.

4. On prend dans cette question k = 1.

(a) Ecrire I'expression de la forme polaire f associée a g;.

(b) Ecrirela matrice associée a f relativement a la base canonique
de R®.

(c) Déterminer Kerf et préciser sa dimension.

5. On prend dans cette question k = 2.
— Déterminer une base de R® qui soit g,-orthogonale.

6. Déterminer les valeurs du parameétre k pour lesquelles la forme
quadratique g est équivalente (sur R) a la forme quadratique g’

de R?, définie par:
x
g (x) =x*+y* -2 (Vx =|y| e R?).
z

Bon travail
B. Farui
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Examen de 1’année 2015-2016
Etablissement : Université de Béjaia
Durée : 2h

Exercice 1 (5 points) :

Posons E := ¢°([-1,1], R) et soit ¢ : E* — R I'application définie par :

1
o(f,9) = f fgtrds (/fge D),

1. Montrer que ¢ est une forme bilinéaire symétrique sur E.
2. Montrer que ¢ n’est pas positive.

3. Montrer que @ est non dégénérée.

Exercice 2 (4 points) :
Soit (, ) : Ry[X] X R;[X] — R l'application définie par :

(P, Q) :=P(MQM) + P'(HQ'(1) + P"(1)Q"(1) (VP, Q € Ry[X]).

1. Montrer que {, ) est un produit scalaire sur R,[X].

2. Soit H(X) :=3X?>-14X + 15.
— Calculer {H}* en lui précisant une base.

Exercice 3 (11 points) :

Pour tout ce qui suit, k désigne un parametre réel. On considére gi la
forme quadratique réelle de R®, définie par :

2

g(X) := x> —y* + kxy + xz + 4_ z2 (VX =!(x,y,2) € R).

1. Réduire g, par la méthode de Gauss en distinguant, si nécessaire,
les valeurs de k.

2. En déduire le rang et la signature de g; en distinguant les valeurs
de k.

3. (a) Déterminer les valeurs de k pour lesquelles g; est non
dégénérée.
(b) Existe-t-il des valeurs de k pour lesquelles g; est positive?
négative? Justifier.
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4. Soit g’ 1a forme quadratique réelle de R?, définie par :
g (X) :=xy+xz+yz (VX =(x,y,2) € RY).

(a) Réduire ¢’ par la méthode de Gauss.

(b) Déterminer les valeurs de k pour lesquelles g est équivalente
agq.

(c) Justifier ’existence de trois formes linéaires L, [, et L3 en
x, Y,z (R-linéairement indépendantes) tel que 'on ait :

q1(L1, Lo, L3) = ' (x, ¥, 2).
(d) Déterminer telles formes Ly, L, et Ls.

Bon travail
B. Farui
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Examen de remplacement de 1’année 2015-2016
Etablissement : Université de Béjaia
Durée : 2h

Exercice 1 (5 points) :

Posons E := ¢°([0,1], R) et soit ¢ : E> — R I'application définie par :

o(f, 8) = fo 1f(x)g(x)sin(3mc)dx+f(%)g(%) (Vf,g € E).

1. Montrer que ¢ est une forme bilinéaire symétrique sur E.
2. Montrer que ¢ n’est pas positive.

3. Montrer que @ est non dégénérée.

Exercice 2 (4 points) :
Soit (, ) : Ry[X] X Ry[X] — R l'application définie par :

(P, Q) == P(0)Q(0) + P'(DQ’'(1) + P"(2)Q"(2) (VP, Q € Ry[X]).

1. Montrer que (, ) est un produit scalaire sur R,[X].

2. Soit H := {P € Ry[X] : P(1) =0}.
— Calculer H* en lui précisant une base.

Exercice 3 (11 points) :

Pour tout ce qui suit, k désigne un parametre réel. On considére gi la
forme quadratique réelle de R®, définie par :

(X)) =k +(k+ 1) y* + (k+2)22 + 2k + 1) xy + 2k + 2) xz + yz

(VX ='(x,y,2) € R%).
1. Réduire g, par la méthode de Gauss en distinguant, si nécessaire,
les valeurs de k.

2. En déduire le rang et la signature de gi en distinguant les valeurs
de k.

3. (a) Déterminer les valeurs de k pour lesquelles gx est non
dégénérée.
(b) Existe-t-il des valeurs de k pour lesquelles gi est positive?
Justifier.

—218 —



B. Farar Quelques sujets d’examens des années précédentes

4. Soitq;, (a,b € R) la forme quadratique réelle de IR?, définie par :
q,,(X) :=xy +axz+byz (VX =(x,y,2) € R®).

(a) Réduire g, par la méthode de Gauss.

(b) En déduire le rang et la signature de g, , en distinguant les
valeurs de a et b.

(c) En posant g’ := ¢; _,, déterminer les valeurs de k pour les-
quelles g est équivalente a g'.

(d) Justifier I'existence de trois formes linéaires L;,L, et L3 en
x, Y,z (R-linéairement indépendantes) tel que I'on ait :

%(Llf LZ/ L3) = q/(x/ ]// Z)'
(e) Déterminer telles formes L1, L, et Ls.

Bon travail
B. Farui
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Examen de rattrapage de I’année 2015-2016
Etablissement : Université de Béjaia
Durée : 2h

Exercice 1 (5 points) :

Posons E := ([0, 1], R) et soit ¢ : E> — R I’application définie par :

1
o(f, 9) = f fWg@x-1dx  (Vf,gecE).

1. Montrer que ¢ est une forme bilinéaire symétrique sur E.
2. Montrer que ¢ n’est pas positive.

3. Montrer que @ est non dégénérée.

Exercice 2 (4 points) :

Soit (, ) : Ry[X] X Ry[X] — R I'application définie par :

(P, Q) := P(0)Q(0) + P()Q() + P'(HQ'(1) (VP, Q € Ry[X]).

1. Montrer que (, ) est un produit scalaire sur R,[X].

2. Soit H(X) := X?> — X et L(X) := X? —4X + 2.
— Calculer {H, L} en lui précisant une base.

Exercice 3 (11 points) :

Pour tout ce qui suit, k désigne un parametre réel. On considére gi la
forme quadratique réelle de R®, définie par :

g(X) := x* + (I + k) y* + 2k 2% + 2k xy — 2 xz (VX =!(x,y,2) € R).

1. Réduire gi par la méthode de Gauss (distinguer, si nécessaire, les
valeurs de k).

2. En déduire le rang et la signature de gx en distinguant les valeurs
de k.

3. (a) Déterminer les valeurs de k pour lesquelles g; est non
dégénérée.
(b) Déterminer les valeurs de k pour lesquelles g; est définie
positive.
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4. Soit g’ 1a forme quadratique réelle de R?, définie par :
g(X) :=xy+xz+2yz (VX =(x,y,2) € R).

(a) Réduire ¢’ par la méthode de Gauss.

(b) Déterminer les valeurs de k pour lesquelles g est équivalente
agq.

(c) Justifier l'existence de trois formes linéaires L, [, et L3 en
x, Y,z (R-linéairement indépendantes) tel que 'on ait :

q-1(L1, Lo, L3) = ' (x, ¥, 2).
(d) Déterminer telles formes Ly, L, et Ls.

Bon travail
B. Farui
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Interrogation de I’année 2014-2015
Etablissement : Université de Béjaia
Durée : 1h

Pour ce qui suit, k désigne un parametre réel et q désigne la forme
quadratique réelle de R® définie par :

x
Yy

z

g(x) := X+ (k+1) y* +(k+1) Z2+2xy+2 yz+(2-2k)xz ~ (Vx=|y| e R%).

1. Réduire g par la méthode de Gauss.

2. Déterminer le rang et la signature de g en distinguant les valeurs
du parametre réel k.

3. Déterminer une base de R® qui soit g-orthogonale.

4. Déterminer les valeurs du parametre k pour lesquelles la forme
quadratique g est équivalente (sur R) a la forme quadratique g’

de R?, définie par :
X
g (x):=xy+xz—yz (Vx =|y| e R?).
z

Bon travail
B. Farui
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Examen de l’année 2014-2015
Etablissement : Université de Béjaia
Durée : 2h

Exercice 1 (8 points) :

Pour tout ce qui suit, k désigne un parametre réel. On consideére g; la
forme quadratique réelle de R®, définie par :

g (X) :=x* —ky* +kxz —kyz (VX ='(x,y,2) € R%).

1. Réduire gi par la méthode de Gauss.

2. En déduire le rang et la signature de gi en distinguant les valeurs
du parametre réel k.

3. (a) Déterminer les valeurs de k pour lesquelles gx est non
dégénérée.
(b) Existe-t-il des valeurs de k pour lesquelles g; est le carré d'une
norme de R>? Justifier.
4. Déterminer une base de R® qui soit ge-orthogonale.

5. Soit g’ la forme quadratique réelle de R?, définie par :
g(X)=(x+y)(y+2) (VX =(x,y,2) € R).

(a) Montrer qu'’il existe une unique valeur de k pour laquelle g;
est équivalente a q'.

(b) Pour cette valeur précise de k, déterminer trois formes
linéaires Ly, L, et Lz en x, y, z (R-linéairement indépendantes)
tel que l'on ait :

qe(L1, Ly, L) = q'(x, y, 2).

Exercice 2 (7 points) :

On munit le R-espace vectoriel R[x] de I'application ¢, ) : R[x]* - R,
définie par :

1
(P, Q):=P1)QA) - I) P'(x)Q’(x) Inxdx (VP, Q € R[x]).

1. Montrer que {, ) constitue un produit scalaire de R[x].
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2. Etablir la formule :

1
1
fo x”hrlxdx:—(n_i_l)2 (Vn € IN).

3. En utilisant le procédé de Gram-Schmidt, déterminer une base de
R;[x] qui soit orthonormée pour le produit scalaire ci-dessus.

4. Calculer
1
inf {(a +b-1)7 - f (2x —a)® lnxdx} :
a,beR 0

Exercice 3 (5 points) :

Soient E un espace euclidien de dimension n (n € IN”) et (¢;),,.,, une
base orthonormée de E. Soit aussi f un automorphisme de E (i.e., un
endomorphisme bijectif de E). On suppose que f conserve 1’orthogo-
nalité; c’est-a-dire que f vérifie la propriété :

Vx,y € E: xLly = f(x)L f(y).

1. Montrer que la famille (f(e;)),.;., constitue une base orthogonale
de E.

2. Montrer que pour tous i,j € {1,2,...,n},ona:
(Fle) + fep) L (fle) - fey))-

3. En déduire que les vecteurs f(e;) (1 < i < n) sont tous de méme
norme. Désignons par k cette norme commune.

4. Montrer que pour toutx € E,on a:

el = k]~

(On dit que f est une similitude de rapport k).

Bon travail
B. Farui
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Examen de remplacement de I’année 2014-2015
Etablissement : Université de Béjaia
Durée : 2h

Exercice 1 (8 points) :

Pour tout ce qui suit, k désigne un parametre réel. On consideére g; la
forme quadratique réelle de R®, définie par :

X)) =2+ k+ D)2+ (K +1) 22 +2xy +2xz+2(1 - k) yz

(pour tout X = (x, y,z) € R%).
1. Réduire g, par la méthode de Gauss.

2. Déterminer le rang et la signature de gx en discutant suivant les
valeurs de k.

3. (a) Quelles sont les valeurs de k pour lesquelles g; est non
dégénérée? Justifier.
(b) Quelles sont les valeurs de k pour lesquelles 4/g; devient une
norme sur IR3?? Justifier.
4. Déterminer une base de IR® qui soit gx-orthogonale.

5. Soit g’ la forme quadratique réelle de R?, définie par :
gX)=(x+y) +@x+27>+y—2)7° (VX ='(x,y,2) € R).

(a) Montrer qu’il existe une unique valeur de k pour laquelle g;
est équivalente a q'.

(b) Pour cette valeur précise de k, déterminer trois formes
linéaires L;, L, et L3 en x, y, z (R-linéairement indépendantes)
tel que l'on ait :

Qk(le LZ/ L3) = q’(x/ y/ Z)'

Exercice 2 (8 points) :

On munit le R-espace vectoriel R[x] de I'application ¢, ) : R[x]* - R,
définie par :

"P'(0)Q'(x)

P, =
(P, Q) Y

dx + P(1)Q(1) (VP, Q € R[x]).
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1. Montrer que (, ) constitue un produit scalaire de R[x].

2. Posons pour toutn € IN :

L
I, = f dx.
0 V1-—x?
(a) Montrer que pour tout entiern >2,0on a:

n—1
In = In—Z'
n

(b) En déduire I'expression de I, en fonction de n (distinguer les
cas <7 pair » et < n impair >).

3. En utilisant le procédé de Gram-Schmidt, déterminer une base de
R;[x] qui soit orthonormée pour le produit scalaire ci-dessus.

4. Calculer ) ,

) (2ax + b) 2}

inf f—dx+(a+b—1) :
u,beIR{ 0 1/1 _ xz

Exercice 3 (4 points) :

Soient E un espace euclidien et f et ¢ deux applications de E dans E,
vérifiant :

(fx), vy =<(x, gW)-

— Montrer que f et g sont linéaires.

Bon travail
B. Farui
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Examen de rattrapage de I’année 2014-2015
Etablissement : Université de Béjaia
Durée : 1Th30mn

Exercice 1 (13 points) :

Pour tout ce qui suit, k désigne un parametre réel. On consideére g; la
forme quadratique réelle de R®, définie par :

G (X) =2+ Iy + 22 +kxy +kxz+ 2K yz (VX ='(x,y,2) € RY).

1. Réduire g, par la méthode de Gauss.

2. En déduire le rang et la signature de gx en distinguant les valeurs
du parametre réel k.

3. (a) Déterminer les valeurs de k pour lesquelles gx est non
dégénérée.
(b) Déterminer les valeurs de k pour lesquelles gy est le carré
d’une norme de R®.

4. Déterminer une base de R’ qui soit gc-orthogonale.
5. Soit 4" la forme quadratique réelle de R?, définie par :
qg(X):=x*-3yz (VX =(x,y,2) € RY).
(a) Déterminer les valeurs de k pour lesquelles g, est équivalente
aqg.
(b) OZI prend dans cette question k = 2 et on pose q = q,.

Déterminer trois formes linéaires L, L, et Lz en x,y,z (IR-
linéairement indépendantes) tel que 1’on ait :

q(L1, Ly, L) = 4'(x, y, 2).

Exercice 2 (7 points) :

On munit le R-espace vectoriel IR,[x] de I'application (, ) : Ro[x]* - R,
définie par :

(P, Q):=PMQM) + P(1)HQ'(M) + P"(1)Q"(1) (VP, Q € Ry[x]).

1. Montrer que (, ) constitue un produit scalaire de Ry [x].
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2. Sil'on remplace R;[x] par Rs[x], obtient-on un produit scalaire ?
Justifier.

3. En utilisant I’algorithme de Gram-Schmidt, déterminer une base
de R;[x] qui soit orthonormée pour le produit scalaire ci-dessus.

4. Proposer (sans démonstration) un prolongement du produit sca-
laire de IR;[x] ci-dessus a 1'espace vectoriel plus large R[x].

Bon travail
B. Farui
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Interrogation du groupe 1 de ’année 2013-2014
Etablissement : Université de Béjaia
Durée : 1h

Pour ce qui suit, k désigne un parametre réel et q désigne la forme
quadratique réelle de R® définie par :

x
Yy

z

gx) = x> +ky* + (2K —k—-1)Z* +2xy + 2kxz + 2 yz (Vx =|y|eR3.

1. Réduire g par la méthode de Gauss.

2. Déterminer le rang et la signature de g en distinguant les valeurs
du parametre réel k.

3. Déterminer une base de R® qui soit g-orthogonale.

4. Déterminer les valeurs du parametre k pour lesquelles la forme
quadratique g est équivalente a la forme quadratique ¢’ de R?,
définie par :

X

Yy
z

q(x):=xy—z2° (Vx =|y|eR®.

Bon travail
B. Farui
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Interrogation du groupe 2 de ’année 2013-2014
Etablissement : Université de Béjaia
Durée : 1h

Pour ce qui suit, k désigne un parametre réel et q désigne la forme
quadratique réelle de R® définie par :

X

Yy
z

g(x) := x* + (K + k)(y* + 2°) + 2k(xy + x2) (Vx =|y| e R%.

1. Réduire g par la méthode de Gauss.

2. Déterminer le rang et la signature de g en distinguant les valeurs
du parametre réel k.

3. Déterminer une base de R® qui soit g-orthogonale.

4. Déterminer les valeurs du parametre k pour lesquelles la forme
quadratique g est équivalente a la forme quadratique ¢’ de R?,
définie par :

X

Yy
z

g(x):=x*—4yz (Vx =|y| e R3).

Bon travail
B. Farui
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Examen de l’année 2013-2014
Etablissement : Université de Béjaia
Durée : 2h

Exercice 1 (10 points) :

Pour ce qui suit, k désigne un parametre réel. On considére g la forme
quadratique réelle de R?, définie par :

gr(x) = 2+ 2y  + k22 +2xy + 2z (Vx ='(x,y,2) € R?).

1. Réduire g, par la méthode de Gauss.

2. En déduire le rang et la signature de gx en distinguant les valeurs
du parametre réel k.

3. Quelles sont les valeurs du parametre réel k pour lesquelles la
fonction /g : R*> - R* constitue une norme sur R*? Justifier.

4. Déterminer une base de R’ qui soit g,-orthogonale.

5. Soit ¢’ la forme quadratique réelle de R?, définie par :
g (x):=2xy+2xz—yz (Vx ='(x,y,2) € R®).

(a) Réduire g’ par la méthode de Gauss.

(b) En déduire les valeurs de k pour lesquelles gi et q° sont
équivalentes.

(c) Onprend dans cette question k = 0. Déterminer trois formes
linéaires Ly, L, et L3 en x, y, z (R-linéairement indépendantes)
tel que l'on ait :

QO(Llf LZ/ L3) = q,(x/ ]// Z)'
Exercice 2 (5 points) :

On munit le R-espace vectoriel R[x] de I'application ¢, ) : R[x]* - R,
définie par :

(P, Q):= fo P(x)Q(x)e™* dx (YP,Q € R[x]).

1. Montrer que <, > constitue un produit scalaire de R[x].
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2. Dans cette question, on admet la formule : me x"e™*dx = n!
(Vn € IN).
— En utilisant l'algorithme de Gram-Schmidt, déterminer une
base de Ry[x] qui soit orthonormée pour le produit scalaire ci-
dessus.

Exercice 3 (5 points) :

Soient E un espace euclidien et e, e,,...,e, (n € IN*) des vecteurs uni-
taires (c’est-a-dire tous de norme 1) de E. On suppose que l'on a pour

toutx € E: .

P =) Gxe’.

i=1
— Montrer que la famille (ey, ey, . . ., €,) constitue une base orthonormée
deE.

Bonne chance
B. Farui
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Examen de rattrapage 1’année 2013-2014
Etablissement : Université de Béjaia
Durée : 2h

Exercice 1 (7 points) :

Pour ce qui suit, k désigne un parametre réel. On considére gi la forme
quadratique réelle de R?, définie par :

g(x) = x>+ + 22 +2xy +2xz + kyz (Vx ='(x,y,2) € RY).

1. Réduire g; par la méthode de Gauss.

2. En déduire le rang et la signature de gi en distinguant les valeurs
du parametre réel k.

3. Déterminer une base de R® qui soit g,-orthogonale.

4. Soit g’ 1a forme quadratique réelle de R?, définie par :
7 (x) := (x+y)*+(x+2)*—(y+2)* - (x+y+2)*  (¥x='(x,y,2) € R).

(a) Développer puis réduire 4’ par la méthode de Gauss.

(b) En déduire les valeurs de k pour lesquelles gi et g sont
équivalentes.

Exercice 2 (6,5 points) :
On considere l'application (, ) : Ry[X] X R,[X] — R, définie par :
(P, Q)=P1QQ) +2P2)Q2) + P(3)QM) (YP, Q € Ry[x]).

1. Montrer que <, > constitue un produit scalaire de IR, [x].

2. En utilisant I’algorithme de Gram-Schmidt, déterminer une base
de R;[x] qui soit orthonormée pour ce produit scalaire.

Exercice 3 (6,5 points) :
Soit E un espace préhibertien réel.

1. Montrer que pour tous x,y,z € E,on a:
e+ YA+l + 21 < 20020 + [yl + 2 + 20 - lly + 2l (%)

2. Décrire précisément (en justifiant bien siir) les cas ot I'inégalité
(%) devient une égalité.
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3. Qu’obtient-on exactement si I’'on prend dans () :z = —y?

4. En déduire que le R-espace vectoriel R* muni de la norme || - ||,

définie par :
aN .- a 2
H(b) = |a| + |b] (v (b) €R?)

n’est pas euclidien (c’est-a-dire que cette norme|| - ||; n’est associée
a aucun produit scalaire de R?).

1

Bonne chance
B. Farui
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Interrogation de I’année 2012-2013
Etablissement : Université de Béjaia
Durée : 1h

Exercice 1: Soit g : R* — R, définie par :

X1
X2
X3

g(x) := x7 +5x5 + 2212 — 2 X1x3 + 2 X0X3 (Vx = € R%).

1. Justifier rapidement le fait que g est une forme quadratique sur
R3.

2. Déterminer la forme polaire de g puis la matrice associée a g
relativement a la base canonique de R®.

3. Réduire g par la méthode de Gauss.

4. En déduire le rang et la signature de g.
— Cette forme quadratique g est-elle positive ? justifier.

5. Déterminer une base de R® qui soit orthogonale pour 4.
6. Soit g’ : R* — R la forme quadratique définie par :
X1

X2
X3

g :=xx—x;  (¥x= e R%).

— Les deux formes quadratiques g et ' sont-elles équivalentes?
Justifier.

Exercice 2 : On note par E le R-espace vectoriel 4([0,1],R). Soit
(.,.y : E> > R l'application définie par :

1
(. g) = fo £ dx+ fO)g0)  (Vf,geE).

1. Montrer que (., .) constitue un produit scalaire sur E.
2. Déterminer l'orthonormalisée de Gram-Schmidt de la famille
libre (Py, P1, P>) de E, avec Py(x) := x — 1, P1(x) := x et P»(x) := x2.

Bon travail
B. Farhi
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Examen de I’année 2012-2013
Etablissement : Université de Béjaia
Durée : 2h

Exercice 1 (5 points) :

On munit le R-espace vectoriel R® de la forme quadratique réelle définie
par:
g(X) := X7 + x5 + x5 — 2x1%2 — 2X1X3 — 2 XoX3 (Vx = f(xx1, X2, x3) € R®).
1. Réduire g par la méthode de Gauss.
2. En déduire le rang et la signature de 4.
3. Déterminer une base de R® qui soit orthogonale pour 4.
4. La forme quadratique g est-elle équivalente a la forme quadra-
tique q’ définie par :
q(x):=x]—x5—x3 (Vx = '(x1, X2, x3) € R%)?
(Justifier votre réponse).

Exercice 2 (7 points) :

On munit le R-espace vectoriel R3[X] de I'application ( , ) : R3[X] X

R;[X] — R, définie par :

(P, Q) :=P(-1)Q(-1)+P(0)Q(0)+P(1)Q(1)+P'(0)Q'(0)  (¥P,Q € Rs[X]).
1. Montrer que {, ) constitue un produit scalaire de R3[X].

2. Déterminer une base orthonormée du sous-espace vectoriel IR,[X]
pour ce produit scalaire.

3. (a) Calculer la projection orthogonale du polynéome X° sur
Ry [X].
(b) En déduire la valeur de la distance d(X?, R,[X]).
Exercice 3 (3 points) :

Pour ce qui suit, on note par E le R-espace vectoriel €' ([-1, 1], R), muni
du produit scalaire {, ) défini par :

1
(f, = Il f(x)g(x)dx (Vf,g€E).

On note aussi par F et G les sous-espaces vectoriels de E, constitués
respectivement des fonctions paires et des fonctions impaires.
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1. Montrer que F et G sont supplémentaires.
2. Montrer que F* = G.

Exercice 4 (5 points) :

Soient E un espace préhilbertien réel et f une application de E dans E,
vérifiant :

Sf@), fy) =<, (Vx,y € E).

1. Montrer quel'on a:
lf@l =t (vxeE).
2. Montrer que f est linéaire (donc f constitue un endomorphisme
de E).

3. Supposons de plus que E est euclidien.

(a) Montrer que f est un automorphisme de E.
(b) Quel est 'endomorphisme adjoint de f dans ce cas?

Bonne chance
B. Farhi
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Examen de rattrapage de 1’année 2012-2013
Etablissement : Université de Béjaia
Durée : 2h

Exercice 1 (5,5 points) :

On munit le R-espace vectoriel R® de la forme quadratique réelle définie
par:

g(x) := 4x7 + x5 — 4x120 + 4 X103 + 2 20%3 (Vx = f(xx1, X2, x3) € R®).

1. Réduire g par la méthode de Gauss.

N

En déduire le rang et la signature de g.

@

Déterminer une base de IR® qui soit orthogonale pour 4.

i

La forme quadratique g est-elle équivalente a la forme quadra-
tique g’ définie par :

g (x):=4x0 — x5 (Vx = (x1, x2, x3) € R?)?
(Justifier votre réponse).

Exercice 2 (6,5 points) :

On munit le R-espace vectoriel R,[X] de I'application ( , ) : Ry[X] X
R,[X] — R, définie par :

(P, Q) =P1)QM) + P(MHQ'(Q) + P"(1)Q"(1) (VP, Q € Ry[X]).

1. Montrer que (, ) constitue un produit scalaire de IR,[X].

2. Déterminer une base orthonormée de R,[X] pour ce produit sca-
laire.

3. (a) Calculer la projection orthogonale du polynéme X? sur
Rq[X].
(b) En déduire la valeur de la distance d(X?, R{[X]).

Exercice 3 (4 points) :

Soient E un espace euclidien et F et G deux sous-espaces vectoriels de
E. Montrer les propriétés suivantes :

i) (F+G)* =F* NG
ii) (FNG)* = F* + G*.
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iii) F~+ =F.
Exercice 4 (4 points) :

Soient E un espace euclidien et f et ¢ deux applications de E dans E,
satisfaisant :

(fx), vy =<, gy (Vx, y € E).

1. Montrer que f et g sont linéaires.

2. Soient Z une base orthonormée de E et A et B les matrices as-
sociées respectivement a f et g relativement a #.

— Donner (en justifiant) la relation qui lie entre A et B.

Bonne chance a tous
B. Farhi
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