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Chapitre : suites et séries de fonctions.

|. SUITES DE FONCTIONS.

Définition: Soit E un ensemble non vide de R et
F(E,R) = {ffonction/f: E~ R}.

. . . N -F(E,R
On appelle suite de fonctions, une fonction f : f( ) telle que
n—r1,
E- R
fn :
X — fa(x)

Plus pratiguement on notera la suite de fonctions par {f,}, ou méme (f,),.
I.1. Convergence simple et uniforme d’une suite de fonctions.
[.1.1 Définitions.
Définition1: Soit {f,}, une suite de fonctions définie sur un ensemble E.

On dira que {f,}, est convergente simplement vers une fonction f sur A < E si
vxe A Ve>0,3IN,Vn>N = [fh(x)-f(X)| < ¢

On notera dans ce cas lim f,(x) = f(x), VX € A ou bien f, simple fsur A.

N—+o0
Remarquel: N peut dépendre de ¢ et de x.
Exemple: Etudier la convergence simple de la suite de fonctions {f,}, ou

fo(x) = =20X_ E = [0, +oo[.

3+nx’
Réponse: Il s’agit de calculer lim f,(x), Vx € E.
- N—+00
lercas: x # 0. lim fo(x) =lim =20X_ —|im % = 2.
N—+00 N—+00 3 + NX N—+00

2éme cas: x = 0. lim f,(0) =lim 0= 0.

N—-+0 N—-+0

O0six=0.
Définition2: Soit {f,}, une suite de fonctions définie sur un ensemble E.
On dira que {f,}, est convergente uniformeément sur A < E vers une fonction f si
Ve>0,3N,Vn>N, Vxe A = |fn(X) —f(X)| < ¢

uniforme

Onnoteradanscecasf, — fsurA.
Remarque2: N peut dépendre de ¢ seulement!

, . i 2six>0.
Donc {f,}, est convergente simplement sur E, ie f, smpte flf(x) = {

Propositionl: Soit {f,} , une suite de fonctions définie sur un ensemble E.
{fn}, est convergente uniformément sur A < E vers une fonction f ssi
lim [If, —f[| =0,

N—-+00
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ou ||fn = f|| =sup [fa(x) — f(X)|.
xeA
Preuve: On a que Vx € A, [fa(X) — f(X)| <sup [fn(X) — f(X)].
XeA

1) supposons que
lim ||fa—f| =0 & [Ve >0,3N, Vvn >N, = sup [fa(X) —f(X)| < g}.
M=o XeA

Comme Vx € A, [fn(X) — f(X)| <sup [fn(X) —f(X)| on aura

XeA
[Ve >0,3N,Vn>N, Vx e A = |fa(X) —f(X)| < g:|

uniforme

2) supposons que f, —  fsur
Ae[Ve>0 3N, Vn=N,VxeA = [fi(x)—f(X)| < &]
Comme Vx € A, [fn(X) — f(X)| < &, il suffit d’appliquer le sup a I'inégalité et on obtient:

[Vg >0,3N, Vn>N, = sup [fa(X) - f(X)| < g:| ie lim |[f,—f|| =0

XeA N—+o0
Exemple: Etudier la convergence uniforme de la suite de fonctions {f,}, ou
fa(x) = xe ™, x > 0.

Réponse:
a) Convergence simple: Il s’agit de calculer lim fy(x), Vx € E = [0, +o0[.

N—-+00
lim xe?™ six >0

lim fo(x) = lim xe™ = { " _ — 0. Donc f, "™ fsur E/f(x) = 0.
N—>+o0 N0 im0 six=0
N—-+00
b) Convergence uniforme: Aton lim ||f, —f|| = 0?
N—+00

Calculons ||fn — f|| =sup |[fa(x)| =sup (xe™), il suffit d’étudier les variations de f, :

xeE xeE
fa(x) = e™ —nxe™ = e™(1-nx). Onale TV suivant: x 0 % + 00
fa(x) + —~
fn / N\
' —f(1ly_- 1 i im L
e 14001 () = e et im 101 -t 7 -
iforme

Conclusion: f, T f sur [0, +oo].
Proposition2: La convergence uniforme = La convergence simple.
Theoreme: Soit {f,}, une suite de fonctions définie sur un ensemble E.
On dira que {f,}, est convergente uniformement sur A < E ssi

Ve > 0,dN, Vn>N, Vm >N, Vx e A = |fi(X) —fu(X)| < &
< Ve>03IN,Vn>N, Vvm>N, = |fi-fnl <¢

Remarque: ce théoreme permet de montrer la convergence uniforme sans
connaitre la fonction limite f.
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1.1.2 Méthodes pratiques pour I’étude de la convergence uniforme.

Propositionl: Soit {f,} , une suite de fonctions définie sur un ensemble E.
Supposons que {f,}, est convergente sur A < E vers une fonction f.
S'il existe une suite réelle (M), telle que : [fo(x) — f(X)| < Mj Vx € Aetlim M, = 0.

N—-+00
Alors f, U £ sur A, (la suite (Mp),, est indépendante de x € A).

Preuve: On a: [f,(x) — f(X)| < My, appliquons le sup a I'inégalité, on obtient:
sup [fa(x) — f(X)| < My, puis passons a la limite, on aura :

XeA
uniforme

lim [[fo—f|| = 0ief, " fsurA.

N—+o00
Exemple: Etudier la convergence uniforme de la suite de fonctions {f,} , ou

fn(x) = Sin(TnX), X € R.

Réponse:
a) Convergence simple: Il s’agit de calculer lim f,(x), Vx € E = R.

N—+o0

lim fo00 = lim 20 _ g e f, "™ fsur E/f(x) = 0.

N—+00 N—+00

b) Convergence uniforme: A ton lim ||f, —f|| = 0?

N—-+00

Il suffit de remarquer que [fn(X)| < % vx € Ret lim % =0dou lim ||f,|| =0
n—-+o0 N—+c0
uniforme

Conclusion: f, — 0 sur R.

Proposition2: Soit {f,}, une suite de fonctions définie sur un ensemble E.
Supposons que {f,}, est convergente sur A < E vers une fonction f.

S'il existe une suite reelle positive (my), telle que : sup [fa(X) — f(x)| > my
XeA
etlim m, # 0.

N—+o0
if . . p:
Alors f, T f sur A. (la suite (m,),, est indépendante de x € A).

Preuve: évidente.
Remarque: En pratique, on choisira m, = |fa(Xn) — f(Xn)| @avec (xn)n < A.
Exemple: Etudier la convergence uniforme de la suite de fonctions {f,}, ou

_sin(nx)
fn(x) = Tl e R.

Réponse:
a) Convergence simple: Il s’agit de calculer lim f,(x), Vx € E = R.

N—+o0
lim f,(x) =0, ie f, smpee 0 sur R.
N—+00
b) Convergence uniforme: A ton lim ||f, —f|| = 0?

N—-+00

1

Il suffit de remarquer que pour X, = &, on pose My = [fn(Xn)| = sinl

Tet

lim m, = 0.

N—+o00
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uniforme

Onenconclutf, » 0surR.
Exercice: Etudier la convergence simple et uniforme de la suite de fonctions {f,} ,
ou

_ log(1 + nx)
fn(X) = W, X € R.
Donner les domaines ou il y a convergence uniforme.
Réponse:
Tout d’abord cherchons E = n Dy, /Dj, = {x e R/1+nx>0} = n] — 4
n>0 n>0

l . 1 . . . e .
Or (—ﬁ>n /et nl_l,Too (—ﬁ> = 0 mais f,(0) est bien définie. Donc E = [0, +oo[.

1) Convergence simple: Il s’agit de calculer lim f,(x), Vx € [0,+oo].

N—+o0

lercas: x # 0. lim f,(x) =Ilim log(1 +nx) = 0 (on rapelle: lim
N—+o0 N—>-+00 1+ nx U—>+00
2eme cas: x = 0. lim f,(0) =lim 0=0.

N—+00 N—-+00

Don cfn ills °0sur [0, +oo].
2) Convergence uniforme: Aton lim |f,—f|| =0/ |fo —f|| = sup |fa(¥)|?

N—-+o0 X€[0,+o0[

logu
298 _ ).

Calculons |[fa—f|| = sup [f2(0)] = sup ('0‘9’1(1—”"‘)) il suffit d’étudier les
xe[0,+0[ xe[0,+0[ +NX
variations de f, :
n
.(L+nx)—-nlog(1l+ nx)
fl(x) = L) . _(1 - log(1 + nx)).
(1+nx) (1 + nx)
On ale TV suivant: x 0o &5 1 + o0
fa(x) + -
fn / N
ie sup f(x)—fn(e_1 et lim ||f, —f]| = lim %z%iO.
XG[O +Oo[ N—+o0 N—-+o00

uniforme
Conclusion: f, » 0 sur [0, +oo[.

3) Cherchons les domaines ou la convergence est uniforme.
Remarque: Comme lim ||f, —f|| # 0, le sup est atteint en x,, = % et lim x, =0,

N—-+o0 N—-+00

ceci implique que tout voisinage contenant 0 de la forme [0,a], a > 0 contient (X,),

pour n assez grand, ie 1 < apourn >>.
ler cas: Sur [0,a]. On ale TV suivant pour n >>: X 0 € m 1 a
fa (%) + -
fn / N\
ie sup f(x)—fn(e_l et lim ||f, —f]| = lim %z%iO.
xe[0,a] N—-+o0 N—-+o0

uniforme

Conclusionl: f, » 0surtout[0,a], a > 0.
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log(l+na) . |im Ifa—f]l =0

2eme cas: Sur [a,+[. sup fa(X) = fa(a) = 113
N—+00

xe[a,+oo]
uniforme

Conclusion2: f, — 0 sur tout [a,+x[, a > 0.

I.2 Propriétés de la limite d’une suite de fonctions.
Théoremel:"Conservation de la continuité"
Soit {f,}, une suite de fonctions definie sur un intervalle | de R et convergente sur
| vers une fonction f, vérifiant les conditions suivantes:

1) Toutes les f, sont continues en xo € .

uniforme

2)fn — fsurl.

Alors f est continue en Xo.
Remarques:
1) f est continue en xo ie

f(x0) =lim f(x) =lim (Iim fn(x)) ~lim (lim fn(x)) _lim f2(xo).

N—+0o0 n—+co \X—Xo N—-+00

2) C’est la contraposée du théoreme qui est la plus utile comme le montre
'exemple.

Exemple: On reprend la suite de fonctions: {f,} / fa(x) = % E = [0, +oo[.

Y a t-il convergence uniforme sur E?
Réponse:

2six>0.

a) Convergence simple: On rapelle que f, smpte fsurE/f(x) = { 0s 0
six=0.

b) Convergence uniforme: On a que
1) Toutes les f, sont continues en xo = 0 € [0,+[.

2) f, simple f sur [0, +o0 et f discontinue en xo = 0 € [0, +o0][.

uniforme . .
Onenconclutquef, » fsur[0,+oo[ (il ny aura pas de convergence uniforme

sur tout intervalle contenant xo = 0).
Corollaire: Soit {f,}, une suite de fonctions définie sur un intervalle | de R
et convergente sur | vers une fonction f, vérifiant les conditions suivantes:

1) Toutes les f, sont continues sur I.

uniforme

2)f, — fsurl

Alors f est continue sur I.

Théoreme2:"Conservation de l'intégrabilité”
Soit {fn}, une suite de fonctions définie et convergente vers une fonction f sur un
intervalle [a,b] de R, de plus elle vérifie les conditions suivantes:

1) Toutes les f, sont intégrables sur [a,b].

uniforme

2)f, — fsur[aDb].
Alors f est intégrable sur [a, b].
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Remarque: f est intégrable sur [a,b] ie

}f(t)dt _ }( lim fn(t))dt ~ lim an(t)dt)

Exemple: Soit la suite de fonctions: {f,}, / fo(x) = n(cosx)"sinx, E = [0, %].

Y a t-il convergence uniforme sur E?
Réponse:
a) Convergence simple: On a que pour x € [0, %] :0<cosx<1

ler cas: x €]0, %[.

n +log(cosx)

( L )
n
lim f,(x) =lim sinx.elc9nnlogcosx) — ginx. lim e =0.
N—+00 N—+00 N—+00
2eme cas: x = 0. lim f,(0) =lim 0=0.
N—+o00 N—+o00
3eémecas: x = L. lim fo(£) =lim 0= 0.
2 N—+o0 2 N—+o0
mple

Donc f, "8 0 sur [O,,%].

b) Convergence uniforme: Appliquons le théoreme de conservation de l'intégrabilité
(sa contraposée) sur [0,, %].

n n
2 2
~» Onad’une part : _[ f(Hdt = _[ Odt =10
0 0
4 b4
2 2 n
) . _ n o __.n 172 _ _n
~» D’autre part : !fn(t)dt— n _E(cost) sintdt = n+1[(COSt) 1o 1
et lim —D— =1+0
N—-+00 l

N—-+o00 2

b b
Donc If(t)dt # lim (Ifn(t)dt> et comme toutes les f, sont intégrables sur [0,, Z£]

a a

alors f, "M £ sur [0,, %].

Corollaire: Sous les mémes hypotheses que le théoréme2 , en posant

uniforme

Fn(X) = jfn(t)dt et F(x) = If(t)dt, alorsF, —  Fsur[a,b].
a a
Preuve: On a que

[Fn(X) —F(X)| =

[ (a® — fct)

< [t (® — f()1dt < [Ifa —flldt = 1fa — £l x— )

Et comme x € [a,b] alors |Fn(x) — F(X)| < |Ifn — f||(b—a), on posera
M, = ||f, —f||(b—a) et lim M, = 0, on obtient alors lim ||F,—-F| = 0.

N—+o00 N—+00

Théoreme3: "Conservation de la dérivabilite".
Soit {f, }, une suite de fonctions definie sur un intervalle | de R et convergente sur
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| vers une fonction f, vérifiant les conditions suivantes:

( 1) Toutes les f, sont de classe C* sur I.

< 2) 3xo € | telle que la suite numérique (fn(xo)), converge.
L 3) (fn), converge uniformément sur | vers une fonction g.
Alors on a les résultats suivants :

( a) (fn), converge uniformément vers une fonction f.

/ 0
b) fest de classe C' surletonaf =gie (Iim fn(x)) =lim f,(x).

N—-+o0 N—-+o0

\
Remarque: Les points 2) et a) du théoréme3 peuvent étre supprimé selon le
besoin.

Il. SERIES DE FONCTIONS.

II.1 Définitions et premiéres propriétés.
Elles sont analogues a celles déja vues au niveau des séries numériques avec
toutefois quelques modifications:
Définition1: Soit E un ensemble non vide de R, Soit (u,), une suite de
E- R
X — Un(X) '

fonctions définie sur E ie u, :

% On apelle série de fonctions sur E de terme général u, la quantité :
. +00
Uo + Up +...+Unp +.“no:te Zuk.
k=0
+00

% On apelle n'iéme somme partielle liée & ) ux la quantité :

k=0
N E- R
noté n
Uo + U1 +...+Up = Ug = Sn/Sh: .
kZ; X — Sp(X) = D_ uk(X)
k=0
+00
% On apelle reste d'ordre n de la série ) _ uy, la série
k=0
+00 E_) R
Rn - UK f Rn i .
kzn;l X — Ra() = D Uk(X)

k=n+1

Définiton2: Soit » _ u, une série de fonctions sur E de terme général uy, .

n

% ) U, est dite convergente en un point Xo € E si ) _ un(xo) converge, dans le cas
n n
contraire elle sera dite divergente en Xo.
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Bd Z un est dite convergente sur A < E si Z un(X) converge Vx € A, dans ce cas
n n

on dira que la série converge simplement sur A, dans le cas contraire on dira
gu’elle est divergente sur A.

Propositionl: La définition2 peut étre énoncée comme suit:

1) D unconvergeenxo € E < D _ Un(Xo) converge.

n n

< la s.n (Sn(Xo0)), converge vers S(Xo), S(Xo) est la somme de la série.numérique.
<= lim Rn(xo) =0

N—+00
2) ) unconverge surAC E < Y un(x) converge Vx € A,

n n

< las.n (Sn(x)), converge Vx € A vers S(x), S est la somme de la série.de fonctions.

<= lim Ry(x) =0

N—+o0

Définiton3: Soit Z Un une série de fonctions sur E de terme général u, .
n
1) D us est dite absolument convergente sur A  E si la série de fonctions ) |un|
est convergente sur A.
2) Z un est dite semi-convergente sur A < E si elle est convergente sur A sans

étre absolument convergente sur A.

Remarque: Les théorémes et résultats rencontrés dans le chapitre "séries
numeériques" peuvent étre utiliser dans I'étude de la convergence simple, comme
par exemple: la convergence absolue = la convergence simple.

Définiton4: Soit » _ u, une série de fonctions sur E de terme général uy, .
n>0

On appelle domaine de convergence de la série Z un 'ensemble noté D et donné
n>0

par:

D= <xeE/ D un(x) converge ¢, il peut étre égale A G ou A C E

n>0

Exemple: Donner le domaine de convergence de la série de fonctions :
Zun/un(x) =x", x e R.

n>0
Réponse: On rappelle le résultat rencontré dans le chapitre "séries numériques™:
La série numeérique Za” ou a € R converge ssi |a] < 1 et dans ce cas

n>0
D an = 1Ea'

n>0

Mme Achour.



ESI. Math2. 2009/2010.

Donc la série de fonctions donnée a pour domaine de convergence simple :

D=] -1,1[etonapour ¥x e D : Y x" = ﬁ
n>0

Et biensdr six € R\D la série de fonctions ) _ u, est divergente.
n>0

II.2 Convergence uniforme.

Définiton5: Soit Z Un une série de fonctions sur E de terme général u, et soit
n>0

(Sn), la suite (de fonctions) de ses sommes partielles.
On dira que Z un converge uniformément sur A < E si (Sn), converge

n>0
uniformément sur A.
Exemple: Reprendre la série de fonctions :Z Un/Up(X) = x", x € R.

n>0

On rappelle qu’elle a pour domaine de convergence simple :D =] —1,1],

_ __1
et que gun = 8/8(x) = = pourx € D.
1) Y a t-il convergence uniforme sur D?
2) Dans le cas contraire trouver les domaines ou il ya convergence uniforme.
Réponse:

. . . P . 1 _ Xn+1
1) Soit (Sn), la suite ses sommes partielles, elle est définie par: Sy(x) = o
Voyons si Sp """ Sie at-on lim ||Sy—S| = 0?2 Ol [|Sn — S|l = sup [Sn(X) — SK)|.
n->4co xe]-1,1[
_ Xn+1 1 B |X|n+1 B |X|n+l

ona:|[Sa(x) -S| = |1

1 1L =X|
souvent la convergence uniforme y est "faussée"!).
Donc sup |Sn(x) —S(X)| =lim |Shy(X) —=S(X)| = 40 = lim ||Sp =S| = 0.

xel-1,1[ X=1" N—-+o0
Conclusionl: la série de fonctions :Z Un ne converge pas uniformément dans D.

n>0

2) % D’aprés la question 1) il n’ y a pas de convergence uniforme dans tout
intervalle qui contient le voisinage v(1) ( [a,1[ ou ]a,1[, |a] < 1).

T T-x| = JT-x ~ 1-x or on remarque que

= +oo (il est toujours utile de contréler les borne de l'intervalle car

n+1
% De méme on a que que lim ||1X|_ X = % ie il n’y a pas de convergence
X—>—1%

uniforme dans tout intervalle qui contient le voisinage v(-1) (] —1,a]Jou ] —1,a],
la] < 1).

* Il reste a voir s’il ya convergence uniforme sur [-a,a],0 <a < 1:

_ |x|n+1 an+! ) ; aml

[Sh(X) = S(X)| = 1% < 1-a VX € [-a,a]ie |x| < aor nllrﬂo . 0.

. if .
Conclusion2: S, — ' S sur tout intervalle de la forme [-a,a],0 <a< 1
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L’exemple précédent permet de compléter la référence vue au niveau du chapitre
sur les séries numérigue:

Proposition2: (Référence)
La série de fonctions Zx” a pour domaine de convergence D =] —1,1], et pour

n>0
- _ n_ _1
somme la fonction S/ S(x) = ;X T
Elle converge uniformément sur tout intervalle de la forme [-a,a], 0 < a < 1.
Définiton6: Soit Z Un une série de fonctions sur E de terme général u, et soit

n>0

R, son n iéme reste.

uniforme

On dira que Y u, converge uniformémentsur AC EsiR, — 0surAie
n>0

lim ||Rq | = 0.

N—>+00

Théorémel: (Critere de Cauchy pour la convergence uniforme)
Pour qu’une série de fonction sur E : Z Un soit uniformément convergente sur

n=0

A c E il faut et il suffit que :

m+p

>

n=m+1

ou plus pratiquement on peut écrire:

m+p

>

n=m+1

VS>O,EIN,Vm,Vp21[m>N:>

m+p

Vg>O,EIN,Vm,Vp21,VXeA:|:m>N:>
D un | =sup

< 8:| ou
n=m+1 XeA

Théoréme2: (CN pour la convergence uniforme)
Soit Z Un une série de fonctions sur E de terme général uy.

n>0

m+p

Z Un(X)

n=m+1

. , uniforme . .
Zun converge uniformémentsurAC E = u, — OsurAie lim |u,| =0

N—>+o0
n

Remarque: C’est la contraposée du théoréme précédent qui est la plus utilisée
ie: lim Jua|| = 0 = D un ne converge pas uniformément.

N—>+o0
n

Théoreme3: (Régle d’Abel pour la convergence uniforme)

Soit ) _ u, une série de fonctions sur E de terme général u,, et soit A  E.
n>0
Supposons que U, = Vi Wy, OU (Vq), et (wn) deux suites de fonctions vérifiant :

1) (vn), décroissante selon n pour chaque x € A.

niforme . .
2)vn > 0surAde lim Vol = 0/ Vol =sup [Va(X)]-
M=+00 XeA

3) Pour Sy, = wo + Wy +...+Wp, 3M > 0 (indépendant de n et de x) tq |Sn(X)| < M

Mme Achour.
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VX € A.
Alors la série Z un est uniformément convergente sur A < E.

Exemple: Soit E = [a,b] un intervalle ne contenant pas des points de la forme
x = 2kr, k € Z. Etudier la convergence uniforme de la série de fonctions:

> S'“n(g‘x) ,ola>0surE

n>1

Réponse:

Utilisons Abel uniforme : Soient v,(X) = n%‘ et wn(X) = sin(nx), Up = Vn.Wy.

~» D’une part (vn), N\, , lim v, =0, on remarque que (vy) est indépendante de

y Noboo

~»> D’autre part on a Sy = Wi + Wz +...+Wy, et |Sp(X)| < m (référence "séries

numériques"), or ‘sin%‘ < 1letsin % + 0 puisque x # 2kr, k € Z, donc |S,Tli| est
2

bornée, 3IM =sup |—1X| telle que |Sh(x)| < M Vx € E.
xeE n 2
sin(nx)
ne '

Conclusion: la série Z ou a > 0 converge uniformément sur tout intervalle

n>1

[a,b] ne contenant pas des points de la forme x = 2kr, k € Z.
Remarque: Cette conclusion peut étre prise comme référence.

II.3 Convergence normale.

Définiton7: Soit Z Un une série de fonctions sur E de terme général uy,.
n>0
On dira que Z un converge normalement sur A < E si la série numérique ZHun I
n>0 n>0
converge, ou |[un || =sup |un(X)|.
XeA
Théoreme4: Soit Z Un une série de fonctions sur E de terme général uy.
n>0

D " un converge normalement sur A € E = »_ u, converge uniformément sur A.

Preuve: Ceci résulte des criteres de Cauchy pour les séries numériques et de
fonctions, en effet:

m+p
D llua |l converge < Ve >0, 3N, Vm, Vp > 1 [m >N= ) un] < 5:|,

n=m+1
m+p m-+p
or |[ D unll < D llua| onaalors
n=m+1 n=m+1

m+p

>

n=m+1

VS>O,EIN,Vm,Vp21[m>N:>

Mme Achour.
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Donc ) u, est uniformément convergente sur A.
Théoreme5: (Critére de Weirestrass)
Soit Z Un une série de fonctions sur E de terme général u, telle que .

n>0

1) lun(X)| < cn (indépendant de x) Vx € A.
2) ch converge (en tant que série numérique a termes positifs).

n

Alors )" uy converge normalement sur A  E.
n>0
Preuve: Comme |ua(X)| < €n VX € A, alors sup |[un(X)| < ch = |lUn]| < cCn.
XxeA
Puis il suffit d’appliquer le critére de comparaison pour les séries numériques:

D caconverge = »_ [[ua|| converge.
n n

Exemple: Etudier la convergence normale de la série de fonctions :
ZUn/Un(X) = %, X € R.
n + X
n>1

Réponse:

Utilisons W : un(x)] < - or > L converge (Riemann) = D _ un converge
n n n n>1
normalement sur R.

Proposition: (lien entre les différentes convergences)
Nous avons le diagramme suivant: CN = CA

I N
CU = CS

Remarque: Les implications qui n’ y figurent pas n’existent pas!
II.4 Propriétés de la somme d’une série de fonctions.

Théoreme6: (Conservation de la continuité)
Soit Z U, une série de fonctions sur | de terme général uy,, | étant un intervalle
n>0
qguelconque de R, vérifiant:
1) Toutes les fonctions u, sont continues en Xq € I.
2) Zun converge uniformément sur I.

Alors la somme F de la série ( F(x) = Z Un(X) ) est continue en Xp.
n>0
etona:lim F(x) =lim Zun(x) = Z lim u,(x) = Zun(xo) = F(xo).
X—Xo X—Xo =0 >0 X—Xo =0
Corollairel: Soit Zun une seérie de fonctions sur | de terme général u,, | étant
n>0
un intervalle quelconque de R, vérifiant:
1) Toutes les fonctions u, sont continues sur I.

Mme Achour.
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2) Zun converge uniformément sur I.
Alors la somme F de la série est continue sur I.
Exemple: Soit la série de fonctions : Zun lup(x) =e™", x> 1.
n>0
1) Etudier la convergence simple de la série.
2) Montrer que la fonction F/ F(x) = Ze—“xn est continue sur [1,+oof.
n>0
Réponse:
1) En fait il est intéressant de montrer la convergence normale ou uniforme pour en
profiter a la question2:
Onremarque que X" > 1 = —nx" < -n=e™ <e™" /Vx e [1,+0[ Or Z(%)n
n>0
converge (série géométrique), d’'aprés le critére de Weirestrass on a que Z e ™
n>0
converge normalement donc uniformément donc simplement sur [1,+o[.
2) On applique le théoréme de conservation de la continuité:
1) Toutes les fonctions u, sont continues sur [1,+o[.
2) Zun converge uniformément sur [1, +oof.

Alors la somme F de la série est continue sur [1,+o[.
Théoréme7: (Conservation de I'intégrabilité)
Soit Z Un une série de fonctions sur [a,b] un intervalle de R, de terme général u,,
n>0
vérifiant:
1) Toutes les fonctions u, sont intégrables sur [a, b].
2) Zun converge uniformément sur [a, b].

Alors la somme F de la série est intégrable sur [a, b].

b b b
etona: J.F(t)dt = j(Z un(t)>dt = Z Iun(t)dt
a n>0 n>0 a

a
Exemple: Soit la série de fonctions : Zun lun(x) = (-1)"x", x € R.
n>0

Montrer I'égalité suivante:

| B (_1)n+1 i
og(1+x) = ) —HF—x"/vx €] —1,1[.

n>1

Réponse:

On rapelle que la série Z(—l)”xn a pour domaine de convergence D =] —1,1], et

n>0

pour somme la fonction S/ S(x) = Z(—x)n = ﬁ ( par référence, il suffit de poser
n>0

X =-X).

Et elle converge uniformément sur tout intervalle de la forme [-a,a], 0 < a < 1.

Appliquons le théoréme7 en particulier sur [0,x],0 < x < 1:

1) Toutes les fonctions u, sont intégrables sur [-a,a], 0 < a < 1.

Mme Achour.
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2) D un converge uniformément sur [-a,a], 0 < a < 1.

Alors la somme F de la série est intégrable sur [-a,a], 0 < a < 1,
~» en particulier F est intégrable sur [0,x], 0 < x < 1. Alors:
X

n+l

IF(t)dt = Iﬁdt = Z(j(—t)”dt) < log(l+Xx) = Z = 1) ~==r—X"1, on obtient:
0 0 n>0

| ( 1)n+1 i
og(l+x) = Y ~———x"/vx e [0,1[.

n>1

~ de méme F est intégrable sur [x,0], -1 < x < 0 :
0

IF(t)dt _[—dt j(—t)”dt = —log(1+x) = Z D™ -~/ __x™1 on

n+1
X

obtlent.

I (_1)n+1 ]
0g(1+x) = D ~—4—x"/Vx €] —1,0].

n>1

( 1)n+1
Onaalors: log(1+x) = D ~——x"/Vx €] —1,1[.
n>1
Théoreme8: (Conservation de la dérivabilité)
Soit Z Un une série de fonctions sur | un intervalle quelconque de R, de terme
n>0
général u,, vérifiant:
1) Toutes les fonctions u, sont C! sur |.
2) Ixo € | telle que D un(xo) converge.

3) D _ uj converge uniformément sur |.

Alors :
a) ) un converge uniformément sur .

b) La somme F de la série est C* sur | et F'(x) = (Z un(x)> = Zu’n(x).

n>0 n>0
Remarque: La condition 2) et le résultat a) peuvent étre supprimés (selon le
besoin).
Exemple: Reprendre la série de fonctions : Zun [un(x) = e™" x> 1.
n>0
Montrer que la fonction F / F(x) = ) e™" est dérivable sur [1,+o[.
n>0
Réponse:
Appliquons le théoréme de conservation de la dérivabilité:
1) Toutes les fonctions u, sont C* sur [1,+ool.
2) Etudions la convergence normale éventuelle afin de déduire I'uniforme de Z Up.
n>0

calculons sup |un(X)| pour cela posons gn(X) = |up(x)| = n?x"1e™™"

Xe[1,+o0]

Mme Achour.
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étudions alors les variations de g, : gh(X) = n?x™2e=™"(n — 1 — n2x"),
le signe de g,(x) dépend de celui de (n— 1 —n2x").

Comme ”n_zl <1<x"ien-1<n%"= gn(x) <0 = sup gnr(X) = gn(1) = n%™.
Xe€[1,+00]

Donc sup |up(x)| = n%e™" et la série numérique Z n2e~" converge (référence).

X€[1,+00[ n>0
On conclut alors la convergence normale donc uniforme de Z Uy, sur [1,+oo].
n>0
De 1) et 2) La somme F de la série est C! sur [1,+oo[ et

F'(x) = (Zun(m) = > uh(x).

n>0 n>0

Le théoréme précédent peut s’appliquer autant de fois que nécéssaire, ceci nous
permet de donner le corollaire suivant.

Corollaire2:Soit Z Un une série de fonctions sur | un intervalle quelconque de
n>0
R, de terme général u,, vérifiant:
1) Toutes les fonctions u, sont Ck sur I.
2) > uf” converge uniformément sur |I.

Alors : La somme F de la série est Ck sur | et F®(x) = Zuﬁk)(x).
n>0

lll. SERIES ENTIERES.

Définition1: On appelle série entiére une série de fonctions ) _ u, de terme
n>0
général u, telle que uy(x) = an(X —Xo)" OU Xo est un réel fixé et (an), une suite
numerique réelle.

Exemple: Donner le domaine de convergence de la série entiére : » (X —Xo)".
n>0

Réponse:
En faita, = 1 Vn € N, c’est une série géométrique de raison (x — Xo), elle converge

simplement sur D =]xo — 1,Xo + 1[ vers sa somme S/ S(X) = T (xl ) et
- — A0

converge uniformément sur tout [, f] < D.

Remarques:
1) Le domaine de convergence d’une série entiére Zan(x — Xo)" n'est jamais vide,
n>0
il contient au moins Xo.
2) L’'exemple précédent nous montre qu'il suffit d’étudier les séries entiéres de la
forme Zanx”, il suffira ensuite de posery = (x — Xo) afin de généraliser les
n>0

résultats a celles de la forme: D an(x —xo)".

n>0

Mme Achour.
15



ESI. Math2. 2009/2010.

Théorémel: (ler lemme d’Abel)
Soit Z anX" une série entiére convergente en un point x; € R*, alors elle est
n>0

absolument convergente Vx/ |x| < |x1|, ie elle converge absolument sur
I = xal, (xa|[-

Preuve: ) anx] converge
n>0

CN
= lim ax] =0 < [Ve>0, 3N, Vn =N = Janx]| < ¢].

N—-+00
Soit x / |x| < [x1], alors [anx"] = |anx]]. |Xi1 |n donc Ve > 0, AN, vn > N :
lanx"| < & - |n, or Y |+ |n converge (série géométrique de raison 0 < |- | < 1).
n>0
On obtient que Z anpX" converge par le critere de comparaison.
n>N

On en conclut que ) _ anx" converge sur ] — [xa|, [xa|[.
n>0

Corollairel: Soit Zanx” une série entiére divergente en un point x; € R, alors
n>0
elle est divergente Vx/ x| > |X].
Corollaire2: Soit Zanx” une série entiere convergente sur un intervalle
n>0
] —a,a[ alors elle est normalement convergente sur tout [-r,r] <] —a,a[ (et méme
sur tout [a, B] <] — a,a).

lll.1 Rayon et domaine de convergence:
Définition2: Soit Z anX" une série entiere, soit D son domaine de
n>0
convergence.
On appelle rayon de convergence de la série entiere la quantité notée R et donnée
par:

R = sup< [x|/ ) anx" converge ¢ = sup{|x|/x € D}
n>0
Exemple: Donner le rayon de convergence de la série entiere : Zx”.
n>0
Réponse:
Comme D =] —1,+1[ = R =sup{|x|/x e D} = 1.

Théoreme2: (Théoreme de Hadamard)

Soit Z anX" une série entiére de rayon de convergence R, on pose :
n>0

p =limsup (gflan]).

N—>+00

Nous avons alors les résultats suivants:
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1)p=0 = R = +w.
2) p=+0 = R=0.

30<p<+0 = Rz%
Remarque: On rapelle que lim | Bni1 =1 = I|m (yaal ) = 1.

N—>+00

Exemple: Calculer le rayon R de convergence de Ia Série entiere : Z eneosn xn,
n>1

Réponse:
Soit a, = e"®s" > 0. Utilisons le théoreme de Hadamard et calculons

p =limsup (yfan]) :

N—>+c0

Comme glan| = e®" et

. . H
limsup (cosn) =1 = p =limsup (fJas]) =e = R = % -1

N—>+c0 N—>+c0
Théoreme3: (Caractérisation du rayon)
Soit Z anx" une série entiere de rayon de convergence R.
n>0
Nous avons alors les résultats suivants:
1)R=0 < D = {0}.
2)R=+0 < D=R.
3)Si0<R < +w:

vx e R/|X| <R (ilexe] —R,R[) : Zanxn converge absolument.
n>0
vx € R/[x| > R (ie x €] —o0,~R[UIR,+[) : D _ anx" diverge
n>0
Remarque: Dans le cas ou 0 < R < +x, le théoréme2 ne donne pas la nature en
X = R, il faudrait donc étudier les séries numériques » a,R" et »_ as(-R)".
Exemple Donner le domaine D de convergence de I;soérie entiénrzg :

Z (n+1)(n+3)

n>1

Réponse:
1) Calcul du rayon R de la série entiére: soit

_ 1 an+1 (n+1H(n+3) _ —tim (. _
= rnmey ~ O [ = i neay =1 = 2ol () =1
D’apreés le théoréme de Hadamard : R = 1_q

p
Remarque: a, est une fraction de polynome ou un polynome alors R = 1.

Si 2) Etude aux bornes:
1 1
Enx=1: Ri
~ Enx = E (n+1)(n 3) converge (( TN+ 3) V(+w) e iemann +

n>1

I'équivalence).

N (-Dn
Enx=-1:)_ T D3 converge

n>1
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(=Dn % convergence absolue).

(s Dn+3 Vo) N
Conclusion: D = [-1,1].
Définition3: Soit Z anX" une série entiére de rayon de convergence R.
n>0
L'intervalle noté A =] — R,R[ est appelé intervalle de convergence de la série
entiere.

Théoremea4:
Soit Z anX" une série entiére de rayon de convergence R et A =] —R,R[ son
n>0
intervalle de convergence.
Elle est normalement (donc uniformément) convergente sur tout [-r,r] < A (et
méme sur tout [a, B] < A).

Propositionl: Soient Z anx" et Z bnx" deux séries entieres de rayons de
n>0 n>0
convergence respectifs R, et Rp. Nous avons alors les résultats suivants:
1) |an] < |bn] = Ra > Ry.
2) |an| ~) lbn| = Ra = Rp.

V(+o0

Preuve:

1) Supposons que |a,| < |bn| et montrons que ]| — Ry, Rp[S] — Ra,Ral.

Soit x €] — Ry, Rp[ ie anx” converge absolument, or [a,x"| < |bpX"| = Zanx”
n>0 n>0

converge absolument (donc converge), ie x €] —Ra,Ra[. On en conclut que

Ra > Ry.

2) Supposons que |an| ~) |bn| et montrons que Ra = Ry.

V(400
On a
@] ~ [b] = lim [3] -1 = [v8>o,aN,Vn2NzHﬂ _1\<g}
V(+0) n—+oo bn bn

ie Ve >0, 3N, Vn > N = (1 -¢)|bn| < |an| < (1 + €)|bn|, choisissons par exemple

-1

Donc pour n >>: l|bn| < lan| < §|bn| et appliquons 1) :
27w @ 2

L’inégalité (1) donne R, < Ry et I'inégalité (2) donne R, > Rp. On en conclut que
Ra = Rb

Proposition2: Soient ) _ anx" et » _ bnx" deux séries entiéres de rayons de
n>0 n>0
convergence respectifs R et Ry, et soient Y (a + bn)X" et D wax" leurs séries
n>0 n>0

somme et produit de rayons respectifs Rs et Rp. Nous avons alors les résultats
suivants:
1)Rs > inf(Ra,Ro) et Rp > inf(Ra, Ry).

Mme Achour.
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2) Si Rz # Rp alors Rs = inf(Ra,Ryp).

Exemple: Calculer le rayon de convergence de la série entiére :
D "(cos?n +eneosmxn,

n>1

Réponse:

1) Calculons R4 le rayon de convergence de : Zcoszn.x”.

n>1

Propl
Posons a, = cos?n, Jan| <1 = Ra >1(carlas.e ) 1.x"a pour rayon 1),

n>1
;. . P Coro.1
orenx =1 la série Zcoszn diverge (CN non vérifiée) = Ry <1 =R, =1
n>1
2) Soit Ry le rayon de convergence de : > e"®".x",R, = = (déja fait).
n>1

Comme Ra # Ry alors R = inf(Ra,Rb) = +-

GENERALISATION.
Plus généralement on considére une série entiére de la forme Y " an(x —xo)".
n>0

1) Son rayon de convergence est celui de Z anX", il sera noté R.
n>0

*R=0 < D={0}.

R =40 < D=R.

* Si0O<R < 4w :

VX € R/|x—Xo| < R(ieXx €]xo—R,xo +R]) : Zan(x — Xo)" converge absolument.
n>0

VX € R/|Xx—Xo| > R (ie x €] —oo,Xo — R[U]Xo + R,+x[) : Zan(x—xo)” diverge

n>0

3) Son intervalle de convergence est A =]xo — R,Xo + R[ €t ) _ an(x —Xo)" est

n>0
normalement (donc uniformément) convergente sur tout [-r,r] < A (et méme sur
tout [a, B] < A).

l1l.2 Propriétes de la somme d’une série entiere:
Théoréme5: Soit Z anX" une série entiere de rayon de convergence R et
n>0
A =] —R,R[ son intervalle de convergence.
Alors sa somme est continue sur A.
Preuve:
On rappelle qu’elle est uniformément convergente sur tout intervalle
[a,b] <] — R,R[, donc d’aprés le théoréme de conservation de la continuité: sa
fonction somme S est continue sur tout intervalle [a,b] <] — R,R[.
On en conclut que S est continue sur A.
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Théoreme6: Soit Z anX" une série entiére de rayon de convergence R et de
n>0

somme S sur son intervalle de convergence A =] — R,R[. Et soient :
~ Z nanx"! la série entiére obtenue par dérivation terme a terme.

n>1

Z %XM la série entiére obtenue par intégration terme a terme.

n>0
Alorson a:
1) Les trois séries entiéres ont méme rayon de convergence, ie R = R; = Ry.

2) S'(x) = Znanxﬂletjsa)dt > By,

n>1 n>0

Preuve:
1) Supposons que Z nanx"* a pour rayon de convergence R;, comme

n>1

lim yn =1:
N—+o0
limsup (y/nan ) —I|m g limsup (ffan] ) =limsup (4fas[ ) = R =Ru.
() N—-+o0 N—-+o0
De méme, Supposons que Z %x”ﬂ a pour rayon de convergence Ry,
n>0
comme lim J—L1 - =1
N—-+00 n-+ 1

limsup ( |1 = lim / I|m sup ({12l ) =limsup (flan] ) = R =R;
N—>-+00 + 1 N—-+o0 N—>+00

2) Il suffit d’appliquer les theoremes de conservatlon de la dérivabilité et de
l'intégrabilité:
% Toutes les u, / u,(xX) = apx™ sont C* sur ] — R,R[ (donc en particulier
intégrables).
* Z u, est uniformément convergente sur tout intervalle [a,b] <] — R,R[, car son
n>0
rayon de convergence est R.
* Z un, est uniformément convergente sur tout intervalle [a,b] <] —R,R[.
n>0

Donc la somme S est dérivable et inté grable eton a:

S'(x) = D nanx"* et j S(tydt = Z By

n>1

Remarque:Si dans le theoreme6 on a la série entiere Z anX"/ng > 1 alors

n=ng
S'(x) = Znanx”‘l.

n=ng
Corollaire3: Soit Zanx” une série entiere de rayon de convergence R et de
n>0
somme S sur son intervalle de convergence A =] — R,R[.
Alors S € C*(] —R,R[) et S®(x) = Z n(n—1)...(n— (k—1))anx"*,

n>k
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Théoréme6: (Second lemme d’Abel)
Soit Z anX" une série entiére de rayon de convergence R €]0,+[ et de somme S
n>0
sur son intervalle de convergence A =] —R,R[.
~» Si Z anR" converge alors S est continue a gauche de x = R ie

n>0

lim S() = > anR".

x—R~ n>0

~» Si Z an(-R)" converge alors S est continue a droite de x = -R ie

n>0

lim S(x) = D _an(-R)".

Xx——R™* nzo
. . Ve - - n
Exemple: Calculer le rayon R ainsi que la somme S de la série entiére : Z XT
n>1
Réponse:
1) Calcul du rayon R de la série entiére: soit
_ l H dn+1 _ N H —
an =4 >0lim |ZL| =1 = p =lim (4flan] ) = 1.

N—>+o0
1

D’apres le théoreme de Hadamard : R = 5= 1 (on aurait pu dire que a, est une

fraction de polynome donc R = 1.

2) Etude aux bornes:

~ Enx=1:> L diverge (Riemann).
n>1

~ Enx=-1: Z (—%)n converge (Leibnitz).
n>1
Conclusion: D = [-1,1]
’ ) A A . / — n-1 _ n / — 1 —
3) D'aprés le théoréme6: S'(x) = %x = gx  ieS'() = 75 Wx €] ~11]

(série géométrique). D'ou S(x) = —log(1 —x) + C, or S(0) = Z % =0.

n>1

Donc S(x) = —log(1 —x) vx €] —1,1].
De plus Z an(-1)" converge alors d’'apres le théoréme 6 :

n>0

3D _jim 50 = —log2.

n=0 x—-1*

Conclusion: S(x) = —log(1 —x) vVx € [-1,1].

I11.3 Séries de Taylor.
Dans tout ce paragraphe on considérera xo € R et une fonction f € C* au v(Xo).
On cherchera a répondre a la question suivante:

n)
F (!X") (X —Xo)" ?

Sous quelles conditions a t-on f(x) = Z .

n>0

Définition4: On appelle série de Taylor de f au point X, la série entiére
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(n)
3 f (Xo0) (X=Xo)".
n!
n>0
Proposition3: Soit une série entiére Zan(x —Xo)" qui a pour somme S sur son
n>0
S(n)(Xo)

intervalle de convergence ]xo — R,Xo + R[, alors a, = o

Preuve:
Onrapelle que S € C*(] —R,R[) et
SW(x) = Z nin-1)...(n—(k—=1))ax"* = SM(x) = nla,.
n>k
Corollaire4: Toute série entiére est la série de Taylor de sa somme.
Preuve:

Onaque S(x) = »_an(X—Xo)"/an = % = S(X) = S(“)n(!xo) (X = Xo)".

n>0 n>0

Rappel: Le développement de Taylor de f a I'ordre n DT, au v(xo) est donné
par:

oo @ 3 F (X") T 2X0) (x —x0)" + Rn(X).
k=0
fO+D (X — O(X — Xo))
(n+1)!
Théoréme7: Supposons que f € C*]xo — R,X0 + R][.

OU Ry(x) = (X —X0)"™ /6 €]0,1[, Rn(X) est le reste du DT,,.

f(x)zz:f (XO)(X X0)" VX €]xo — R,Xo + R[ssi lim Rn(x) = 0.

n>0 N—+00

Preuve:
Evidente, il suffit de passer a la limite dans I'égalité (x).
Théoreme8: Soit f € C*]xo — R,Xo + R[, s'il existe une constante M > 0 telle que

VX €Xo —R,Xxo +R[, Vn € N : [f{W(x)| < M

()
Alors f(x) = Z fn&(x —Xo0)" VX €]xo — R, X0 + R[.

n>0

Preuve:
Il suffit de montrer que lim R,(x) = 0. On a |Rn(X)| < M. R™ :
N—+o00 (n + 1)!
or lim —R™_ _ 0, pour cela il suffit de considérer la série numérique

N—+00 (n 1)'

associée: Z W elle est convergente (d’aprés la régle de D’Alembert par
n>0

+1
exemple lim —R” =0
ple) = o, (1 1)!
Exemple: Donner le DSE de f(x) = sinx et g(x) = Iog( 14X )
Réponse:
Mme Achour.
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1)Onaquel|fWXx)|<1vVxeR = x—X L X L e

3! 51!
-1 nX2n+1
f@)zzg%ﬂﬁjﬁ—VXeR
2) g(x) = log(1 +x) —log(1 -x) = > ﬂ +> XL yx €] - 1,1 (voir
n>1 n>1

. o D)™ 41
formulaire). D’ou g(x) = Z — 75— X" V¥x €] -1,1[. Comme

n>1

((_1)“+1+1>_ %sin=2k+l
" Osin =2k

On obtient alors | 1 yemigy ] —11]
~ 2n+1

Mme Achour.
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