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Chapitre : séries numériques.

Introduction générale:
Le but de ce chapitre est de définir ce qu’est une série numérique et ce que veut
dire gu’elle converge, on donnera notament un sens a une somme infinie de
nombres, il y aura beaucoup de similitude avec les intégrales généralisées.

I.DEFINITIONS ET PREMIERES PROPRIETES.

.1 Définitions.
Définition1: Soit (un),.y UNe suite numerique reelle.
% On apelle série numérique réelle de terme général u, la quantité :

+00
noté
Uop+Ug +...+Up +... = Zuk.
k=0
+00
% On apelle n'ieme somme partielle liée & ) | ux la quantité :
k=0

n 7
oté

n
Uo+ U1 +...+Un = D Uk = Sp.
k=0
+00
% On dira que Z Uk converge si et seulement si sa suite de sommes partielles
k=0
(Sn),y CONverge ie ssi lim S, existe et est finie.

N—>-+00

Dans ce cas on apelle somme de la série sa limite S et I'on note:

+00
S =lim Sy = > uk.
k=0

N—>+c0

+00

Dans le cas contraire on dira que la série numérique Z uk diverge.
k=0

Remarquel: Une série numérique peut étre donnée sous la forme Z Uk avec

k>ng
No > 1 on posera simplement S, = up, + Un,+1 +...+Un €t la définitionl reste valable,
on notera donc souvent » _ u, sans préciser lindice initial.

n

Exemple: Déterminer la nature de la série de terme général u, = ﬁ (n>1).
Réponse:
On remarguera que up = % -5 Jlr 1 Vv n > 1. Calculons (si elle existe) lim Sp.
N—>+00
— —(1-1 1_1 1 __1 \_q,__1
Sh=Uir+Uz+...+Up = (1 2>+ > 3)+...+ ) n+1> 1 — ] cette

somme est dite "simplifiable".

+o0

Donc lim S, = 1 = S existe, alors la série numérique converge et on a Zuk =1

N—>+o00 k=1
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Définition2: Soit ) _ u, une série numérique de terme général u, .

n
+00

% La série R, = Z ukx est apelée reste d’ordre n de la série donnée.
k=n+1
X Si Z un converge vers S alors on aura R, = S-S, etdonc lim R, = 0.

N—>+00
n

1.2 Propriétes.

Théorémel: (Opérations)
Soient ) un et Y _ v, deux séries numériques réelles convergentes respectivement
n>0 n

vers S et T. Alors:

' La série de terme général (u, +vn) est convergente et on a
n=0 n>0 n>0
' La série de terme général Au, (A € R) est convergente et on a

D (Aun) =AD up = 2S.

n>0 n>0

Théoréme2: (CN)
Soit ) " un une série numérique on a:

n>0

Y un converge = lim u, =0

N—>+o0
n

Preuve: Onaque Sy = Up+Ug +...+Up1 +Up €L Spg = Ug + Ug +...+Up1 =
Un = Sh — Sp-1,
comme Zun converge alors S =lim S, =lim S,_1,ce qui donne lim u, = 0.

N—>+o0 N—>+o0 N—>+o00
n

Remarque2: La proposition2 est la condition nécessaire de convergence d’'une
série (CN), mais elle n’est pas suffisante!

Exemple: Déterminer la nature des séries numériques de terme général
Up = (1", vy = Iog<1+ %)
Réponse:

. ] CN )
1)Onalim usj =10 =Ilimu, # 0= Zun diverge.
N-+o0 N—>-+oo n

2) Onaque v, = Iog(n;nl> = log(n+1)—logn Vv n > 1. Calculons (si elle existe)
lim Sp.

N—>+00
Sh =Vi+Va+...4vy, = (log2 —logl) + (log3 —log?2) +...+(log(n + 1) —logn) = log(n +
Donc lim S, = +oo, alors la série numérique donnée diverge.

N—>+00
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On remarque que lim v, = 0 et pourtant ) _ v, diverge!

N—>+o0
n

Remarque3: Dans le 2) de I'exemple nous avons utilisé une somme
"simplifiable" afin de calculer S, nous pouvons aussi utiliser les sommes
géomeétriques comme le montre I'exemple qui va suivre.

Exemple: Déterminer la nature de la série de terme général u, = a" ou a est une
constante réelle quelconque.

Réponse:

Calculons (si elle existe) lim Sp.

N—>+o0

_ an+l .
Sh=Up+Up+...+Up = 1+a+...+4a" = 11+a' On rapelle que (a"), est un suite
Osifa| <1
e : . . . lsia=1
géomeétrique qui converge ssia €] —1,1[, enfaitona: lim a" = _
N+ +oosSia>1
n' A sinon

ler cas: |a| > 1. La CN nous donne que Zun diverge puisque lim u, = 0.

N—>-+00
n

. . . _ ah+l L.
2éme cas: |a|] < 1 lim S, =lim 1-a™ _ _1 _doncla série converge vers
- N-s-+20 noto  1—@ 1-a
1
1-a’
L’exemple précédent nous permet d’énoncer le résultat suivant:

Proposition: (Référencel)
La série numeérique Za” ou a € R converge ssi |a| < 1 et dans ce cas

n>0
Zan - 1%3_

n>0
Théoréeme3: (Décalage)
Soit ) _ u, une série numérique de terme général u,. Alors:

n>0

1) D u, converge = vk >1: ) u, converge.
n>0 n>k

2) 3k > 1/ > u, converge = »_ u, converge.
n>k n>0

Preuve: On a que
Spn=Up+Up+...4Uy = Ug+...+Ux1 + Uk +...+Unp = Sp = Sk1 + Skn.

\ 4 \4

Sk1 Skn
Les assertions 1) et 2) découlent de cette dérniére égalité en passant a la limite qd
N - -+ et on aura que les séries D _ un et Y _ u, sont de méme nature vk > 1.
n>0 n>k

Remarque4: La nature d’'une série numérique ne change pas si I'on modifie un
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nombre fini de ses termes.

II.CRITERES DE CONVERGENCE POUR LES SERIES POSITIVES.

Dans tout ce paragraphe, on considerera une série numérigue a termes positifs
ie son terme général u, > 0 Vn > no.

II.1 CRITERE DE MAJORATION.

Théorémel: Pour qu'une série a termes positifs Z un soit convergente il faut
n>0
et il suffit que la suite de ses sommes partielles (S,), soit majoree.
Preuve: On a que (Sn),, est croissante, en effet: Sp;1 — Sp = Un1 > 0.
Donc [ (Sn), converge < (Sn), majorée ].

Corollaire: Z un diverge < lim S, = +00. On a donc les notations suivantes

n>0 N—>+o0

% Si ) Up CONverge, on notera Y _ U < +oo.
% Si ) up diverge, on écrira Y _ uy = +o,

Exemple: Déterminer la nature de la série numérique > —L1—.
=0 (n+1)
Réponse:
-1 1 _1__1 >
On a que uy (n+1)2_oetu"<n(n+1) ) n+1vn—1'
_ _ 1 1_1 1 1 _o__1
Sn—uo+u1+...+un<1+(l 2>+<2 3) Tt A n+l> 2 — ]

ie Sy < 2Vn > 0. Donc (Sn), majorée par 2 alors la série numérique donnée est

1
convergente et ——— <2
% (n+1)2

En fait on a montré que la série Z % converge (il suffit de poser N = n +1)

n>1

II.2 CRITERE DE COMPARAISON.

Théoréme?2:
Soient Zun et Zvn deux séries numériques telle que 0 < up < v, VN > ng alors
ona:
1) Si Zvn converge alors Z Un converge.

2) Si D _ uy diverge alors ) _ v, diverge.

Preuve: Soient S, et T, les niémes sommes partielles de ) " u, et Y _ v,

respectivement.
1) Supposons Zvn converge alors (T,), est majorée par sasomme Tie T, < T.

Comme 0 < up <vpalors0 < S, <Th <Tie (Sn), est majorée par T.
Donc ) u, converge.
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2) En fait il suffit d’écrire la contraposée de 1) et on retrouve 2).

Exemple: Déterminer la nature de la série numérique Z %
n>0

Réponse:

Onaque u, = % >0etu, < 2—1nVn22(:arn” >2"Vn>2,
1 n , . , S . comp

or Z(§> converge (série géométrique) = » _ u, converge.

n>0 n>0

II.3 CRITERE D’EQUIVALENCE.

Théorémea3:
Soient Y un et Y _ v, deux séries numériques a termes positifs telle que un ~ Vp.

+00

Alors les deux séries sont de méme nature.

Donc Ve >0,3N >0, vn>N = |\lj—2—1| < e

Prenons par exemple ¢ = L Alors3an > 0, vn>N = |3—2 - 1| < %

2
SRR LS
1 u 3
n>N =>§SV—QS§
= %vn < Up < %vn (car v, est positive)

Puis il suffit d’appliquer le critere de comparaison.

Exemple: Déterminer la nature de la série numérique > ——+——.
“~ n°+4n-3
Réponse:
equi
Onaqueu =+~l20etcomme 1 converge = u
n>1 n>0
converge.

On rapelle que I'on avait précédement montré que la série Z n_12 converge .

n>1
.4 REGLE DE CAUCHY.

Théoréme4:
Soit Z Un une série numeérique a termes positifs telle que lim yu, = | existe

N—+o0

(0 <1 < 4), alors ona .
1) Sil < L alors ) _ u, converge.

2)Sil > 1alors ) _ u, diverge.
3) Sil = 1 on ne peut rien dire, c’est le cas douteux.
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Preuve:
. . 1
lercas: 0 <I| < +4w. Onaquel =Ilim yu, =lim (uy)™

N—+o0 N—+o0

= I:Ve>0, iN, Vn>N = |(un)%—|| <8:|
= |:V8>0, N, Vn>N = (I-¢) < (un)% < (|+8):|
@) ()

1) Supposons que | < 1 et utilisons I'inégalité (2), il suffit de choisire > 0/1+¢ < 1
(ceci est toujours possible) on obtient u, < (I + 5)% avec Z(I + 5)% étant une série

com

£ s p
géométrique convergente = » _ u, converge.
2) Supposons que | > 1 et utilisons cette fois I'inégalité (1), il suffira de choisir
e >0/1-¢>1o0nobtient (un)% >|l-&>1lieu, >1Vn> N ce quidonne:

. CN .
lim up =0 = _ u, diverge.

N—+00 =0
2éme cas: | = +0.0n a que
lim (Un)% = 40 & [VA >0,3IN, Vvn>N = (Un)% > AJ

N—+o0

Ce qui donne u, > A", il suffit de prendre A > 1 et donc ZA" diverge (série

géométrique) = D un diverge.

. Yl Yl n
Exemple: Déterminer la nature de la série numérique Z( n ) :
n>1

2n+1
Réponse:
Onaque u, = ( 2nn+ 1 )n > 0, utilisons la régle de Cauchy:
i i N _|ijm -1 RS
Jlmo (Un) ‘n'lT!o T ‘n'lT!o =5 <1l= D un converge.

Remarque: Il est conseillé d'utiliser la régle de Cauchy lorsque le terme général
présente des puissances en n.

|.4 REGLE DE D'ALEMBERT.

Théoréme5: Soit Z Un une série numeérique a termes positifs telle que

lim uu”—:l = | existe (0 < | < +o0), alors ona :.
N—+o0

1) Sil < L alors ) _ u, converge.
2) Sil > 1alors ) uj diverge.
3) Sil = 1 on ne peut rien dire, c’est le cas douteux.

U . . 3" n

Exemple: Déterminer la nature des séries numériques » _ ey et D4
n>1 n>1

Réponse:

3n

1) On aqueu, = Ein]

> 0, utilisons la régle de D’Alembert:
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. . n+1 Inl .
lim Yl _Jim 3 ol _im 3

_0 1 R.A Z
lim g =M o e My T <1l= u, converge.

2) Onaquev, = ZT > 0, utilisons la régle de D’Alembert:

n
. Vil 1 2n+1 n _y n _ R.A .
fim Sl oy M Gy T27 1= v diverge.

Remarque: Il est conseillé d'utiliser la régle de D’Alembert lorsque le terme général
présente des factoriels.

Propositionl: Soit (un), une suite numérique reelle a termes positifs, ona :
Silim % = | existe alors lim yu, = L.

N—-+o0 n n—-+oo

I.5 CRITERE INTEGRALE.

Théoréme6: Soit f : [0,+0][ — R, une fonction continue et décroissante, on a:

Zf(n) converge Ssi j f(x)dx converge.
n>0 0
Preuve:
Comme f \ pourtoutx € [n,n+1[ (n € N) = f(n+1) < f(x) < f(n)

n+1 n+1 n+1
puis il suffit d'intégrer sur [n,n + 1[J f(n+1)dx < J f(x)dx < j f(n)dx

n n n
n+1

on obtient alors f(n+ 1) < j f(x)dx < f(n) Vn € N,

n
1

n=0: f(1) < [fo)dx < f(0).
0
2

n=1: f(2) < [foodx < f(D).

1

k+1
n=k: fk+1) < [ fdx < (k)
k
k+1

Aprés sommation on aura: f(1) + f(2) +...+f(k + 1) < J fO)dx < f(0) + (1) +...+f(k).
0

k+1 k+l k
ie Zf(n) < _[ f(x)dx < Zf(n) puis il suffira d’utiliser le critére de majoration pour
n=1 0 n=0

les intégrales généralisées ainsi que pour les séries numériques.
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Remarque: Le théoréme reste valable sif : [a,+o] — R., a € N* grace au
théoréme de décalage.

1.6 REGLES DE RIEMANN ET DE BERTRAND.
Celles-ci sont une conséquence dirécte du critére intégrale.

Théoréme7: (Référence?2)
> % (a € R) converge ssi a > 1.

n>1

: R) converge ssi
)gnamgﬁn (@,p € R) g

[(a>1, Bquelconque) ou (a =1letp>1)].
Preuve:

1) ler cas: a > 0. Posons f(x) = xl >0, f:[1,+0] — R, fvérifie les conditions

du critére intégrale, en effet :
~» fest continue (f(x) = e~*!°9%) comme composée de fonctions continues,
~ Deplus (x*) =ax®1>0=g /g(x) = x* = f\.

Donc Z o est de la méme nature que J ——dx qui converge ssia > 1.

n>1

2eme cas: a < 0. Posons u, = n—la =e" “'09“ avec (—a) >0,o0na:

: l1sia=0
lim u, = _ ie lim uy #0Va <0 N Zun diverge.
N—+0 +0Sl —a >0 N—-+c0 n>1

On en conclut ) _ n—la converge ssi a > 1.
n>1

2) En exercice.

Exemple: Déterminer la nature de la série numérique Z Iog( N+ 1
Réponse:
Onaqueun—log<'r“rl > 0, un—log( 1+2> Iog(1+ o)

Donc u, ~

+00

£ 1 ~ ﬁ or Z diverge (Rlemann) Z un diverge.

|.7 REGLE DE L’'ORDRE.

Théoréme8: Soit Z Un Une série numeérique a termes positifs
1) S'il existe o > 1 tq :lim n?u, = 0* alors ) _ u, converge.

t>+o0

2) S’il existe @ < 1tq :lim n%*u, = +o alors Zun diverge.

t—+o0

Preuve: en exercice, elle est analogue a celle déja faite au niveau des intégrales
généralisées.
Proposition2: (Référence3)
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La série numérique D _ n?ef" (ol a € R et B € R*) converge ssi B < 0.

III.CAS DES SERIES DE SIGNE QUELCONQUE.

l11.1 CRITERE DE CAUCHY.

Théorémel: Pour qu'une série numérique Y _ u, soit convergente il faut et il
n>0
suffit que la suite de ses sommes partielles (S, ), soit une suite de Cauchy, ie

Ve >0, 3N, vm, vn[m>N,n>N =[S, - Sn| < ]

Exemple: Montrons en utilisant le critére de Cauchy que la série > L diverge.
n>1

ou plus pratiquement on peut écrire:
m-+p

> u

n=m+1

VE>O,3N,Vm,Vp21[m>N:>

Réponse:
S 1 1 1 1
j— m =
Onaquen§m+lun— i1 T me2 T om T am 5

m+p

>

n=m+1

Donc pour ¢ = 1 VN, dm > N, I3p =m > Ntq

> > g Ce qui montre que

> un nest pas de Cauchy, on en déduit que > L diverge.
n>0 n>1

I11.2 CONVERGENCE ABSOLUE.
Définition1:
1) Une série numérique Z un est dite absolument convergente si la série Z|un|

est convergente.
2) Une série numérique Z un est dite semi-convergente si elle est convergente

sans étre absolument convergente.

Théoréme2: ) |uq| converge = ) u, converge.
Preuve: Ceci résulte diréctement du critere de Cauchy, en effet:

m+p

D lun|

D _Jua| converge < Ve > 0, 3N, ¥Vm, Vp > 1 [m >N =

n=m+1
m+p m+p m+p
iev5>0,3N,Vm,szl[m>N:> Z|un|<s}or D un| < D Jual
n=m+1 n=m+1 n=m+1

m+p

>

n=m+1

on a alors Ve > 0, AN, vm, szl[m>N =

Donc Z un est de Cauchy ce qui implique qu’elle est convergente.
Remarque: Il est clair que I'on peut utiliser les critéres pour les séries a termes
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positifs dans I'étude de la convergence absolue.
I11.3 REGLE D'ABEL.

Théoréeme3: Abel 1
Supposons que u, = V. Wy, OU (Vy), et (wy) veérifient les conditions suivantes :
1) (vn), décroissante et lim v, = 0.

N—>+c0

2)IM > 0 tq |Sn| < M ouU Sy, = Wg + W1 +...+Wj
Alors la série ) _ u, est convergente.

Corollaire: Abel 2
Supposons que Uy = V. Wy, 0OU (Vn), et (wy) Vérifient les conditions suivantes :
1) (vn), monotone et lim v, = I, 1 € R.

N—>+o0

2) an est convergente.
Alors la série Z un est convergente.
Preuve:
~ Supposons (Vn), \, Alors la suite (vy — ) vérifie la premiere condition d’Abell.
D’autre part an étant convergente alors lim S, = S (existe et est finie),
appliquons la définition : o
[Vg >0, 3N, n>N=1S, -S| < g].
@[V8>O, 3N, nzN:>S—e<Sn<S+8:|
©3IM>0/Vn>N= S| <M
Alors wy, vérifie la deuxieme condition d’Abel 1 alors 2:(vn - I)w, converge, on

obtient que ) vaw, est aussi convergente.

~» Supposons (vn), /, il suffit de travailler avec (—vn), \..

Exemple: Etudier la nature (convergence absolue et semi-convergence) de la
serie

> sinnan ,oll & est un paramétre réel
n>1
Réponse:
1) CONVERGENCE:
ler cas: a > 0, utilisons Abell. Soient v, = n—la et w, = sinn, Uy = Vy. Wp.

~> D’une part (vo), \, , lim v, =0.

N—>+o0

~» D’autre part on a
Sh = W1 + Wz +...4Wpn, Wy = sinn = Im(e"") = S, = Im(e' +e? +...+e™").
Donc

Mme Achour.
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1- e'”| 1+|e'”| 2

S _|m(e|1 e ) S ‘ell e ‘< ||
" Toe )T Bl Toe ISFl e = e T eer

valeur absolue

module
Calculons en détail M = 2 :
11-e|

M = 2 _ 2 _ 2 _ 2 1

|1-cosl—isinl| J(l—cosl)2+sin21 J2-2cos1l 2 /% a S|

Finalement Z un converge par Abell.

i 1) Soientz, 7 e C/z=a+ibetz =a' +ib’

& Re(z+27') =Rez+Rez, Imz+27)=Imz+ImZ
Rappel: | & |z| = JaZ+b2, Ja] = Rez < |z, |b| = Imz < |z

& 2.7'| = |z].|2']

2) el = cosf +ising, [e"| = Jcos?0 +sin% =1

2eéme cas:a = 0, utilisons la CN.

Ona lim u, =lim sinnn’A donc lim u, + 0, on en déduit » _ u, diverge.

N—>+c0 N—>+c0 N—>+o0

3éme cas:a < 0, de méme utilisons la CN.
Ona lim u, =lim n®sinnnZ car lim n™® = 400 et lim sinnn'Z2 donc lim u, # 0,

N—>+c0 N—>+00 N—>+c0 N—>+00 N—>+00

on en déduit » _ u, diverge.

Conclusionl: la série Z un converge si et seulement si a > 0. elle ne sera donc

pas absolument convergente pour a < 0.
2) CONVERGENCE ABSOLUE:

ler cas: a > 1, on a que | sinn | < n“ , comme » n—la converge (Riemann o > 1)

alors d’apres le critére de comparaison la série Z un converge.
| sinn | > sinn
> S
_ 1-cos2n 1,71 _ cosZn 1
de plus sin?n = el ie> 3 (n“ ) or Z diverge (Riemann
a<1)
ety Corf%dt converge (il suffit d’utiliser Abel 1 comme au début de I'exemple).

2eme cas: 0 < a < 1,0naque

car |sinn| € [0,1],

Donc ) | %(n% - M) diverge par linéarité — Z| sinn |d|verge

Conclusion2: la série Z un converge absolument si et seulement si o > 1.

3) SEMI-CONVERGENCE:
La série numérique donnée est semi-convergente lorsque a €]0,1].

Cet exemple nous permet d’énoncer aisément le résultat suivant:

Mme Achour.
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Proposition:(Référence4)
. - L . ) sin(nx) cos(nx)
1) Soient les séries numériques suivantes: E N E ne o X # 2kr, k € Z.

% Elles sont convergentes ssi o > 0.
% Elles sont absolument convergentes ssi a > 1.
% Elles sont semi-convergentes ssi a €]0,1].

2) [sinX + Sin2X +...+sinnx| < — , |COSX + €0S2X +...+CcOSnX| < 1
sin 3| sin 2|
Remarque:
sin(nx) . R . L.
1) Dans las.n )| —a— Si X = 2k, k € Z (ou méme x = 2kx) on obtient la série
nulle.

cos(nx)
na

2) Dans la s.n Z
2 e

I1l.4 REGLE DE LEIBNITZ.

, Si X = 2k, k € Z on obtient la série de Riemann

Définition2: On appelle série altérnée une série numérique qui s’écrit sous la
forme Z:(—l)”vn ou (vn), est une suite numerique de signe constant.
Définition3: Soit Z:(—l)”vn une série numérique altérnée.
n>ng
Elle sera dite série de Leibnitz si:
1) vp > 0,Vn > no.
2) (vn), est décroissante.
3) lim v, = 0.

N—>+o0

Théoréme4: Toute série de Leibnitz Z(—l)”vn est convergente.
Preuve:
Appliquons la régle d’Abell, en premier lieu (vn), verifie la premiere condition,
en second lieu posons w, = (-1)",
ISn| = Wo +W1 +...4Wp| = |1 -1+ 1+...+(-1)"| <1
(]Sn| vaut 1 ou 0), donc on a bien IM = 1 tq |Sn| < M.
On en conclut que 2:(—1)”vn est convergente.

_ : y (-1)" 1" /n+1
Exemple: Etudier la nature des séries Z; 2 et Z; —
n> n>
Réponse:

_ n

1) La série ) D et une série altémée en posant v, = —= > 0.
n>1 n ‘/ﬁ

Elle est de Leibnitz, en effet :

& Vy, >0

+ (vn), est décroissante (poser f(t) = Jt, f'(t) = _2‘1/T > 0)

& lim v, =0.

N—>+o0

Mme Achour.
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Alors elle est convergente.

_ D'+l D g 1)" 1 g
2) U, = n = m + 57 or 2w converge etnzZ1 i diverge donc

D un diverge par linéarité.

n>1

Remarquel: Dans I'exemple précédent il est intéressant de constater que
GONIES 1"
e

N—>+o0

Un et elles ne sont pas de méme nature, ceci explique

'importance de travailler avec des séries dont le terme général est de signe
constant pour utiliser les critéres de comparaisons (I'équivalence, régle de
l'ordre...)

Théoréme5: Soit Z U, une série de Leibnitz. Alors

>

k>n+1

S~ Sl = Ra| = < luneal:

n
OU Sy = ) ux et R, est le n iéme reste de la série Y _ un.
k=ng
Remarque2: Le théoréme4 fournit la régle de Leibnitz, le résultat qui est donné
sous la forme du théoréme5 est une conséquence de la régle de Leibnitz mais qui
n'est pas utile a ce niveau la, il nous sérvira plus loin!

1.5 REGLES DE CAUCHY ET DE D ALEMBERT GENERALISEES.

Propositionl: (Régle de Cauchy généralisée).
Soit Zun une série numérique telle que lim ylu,| = | existe (0 < | < +w), alors

N—+o0

ona .
1) Sil < 1 alors Z un converge (car elle est absolument convergente).

2) Sil > 1alors ) _ u, diverge (CN : son terme général ne tend pas vers 0).
3) Sil = 1 on ne peut rien dire, c’est le cas douteux.

Proposition2: (Régle de D’Alembert généralisée).
Soit ) _ u, une série numérique telle que lim |uu“—;1| = | existe (0 < | < +), alors

N—+o00

ona ..
1)Sil < 1alors Z un converge (car elle est absolument convergente).

2) Sil > 1 alors Z un diverge (CN : son terme général ne tend pas vers 0).
3) Sil = 1 on ne peut rien dire, c’est le cas douteux.

I11.6 TECHNIQUE DU DL.

Exemple: Etudier la nature (convergence absolue et semi-convergence) des séries
de termes généraux:

Mme Achour.
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nInn
e n .

Réponse:

a) Soit u, = (—1)”Jﬁsin(%> = (—1)’\/ﬁ(i +o(nl)), ie:
- G ofE)

_ n
> D et une série de Leibnitz donc convergente.

o VN
~ Zo(

n>1

1) Convergence:

) est absolument convergente d’apres la régle de 'ordre,

o 2%)
nz

En effetona lim n2
Donc par linéarité Z un converge.

N—+o0
n>1

2) Convergence absolue:

-1D)" 1 4 . .
= or E —— diverge (Riemann) donc E u, diverge
Vn Vn n>1 Vn g ( ) n>1 g

absolument par le critere d’équivalence.
Conclusion: ) u, est semi-convergente.

n>1

b) Soit vy = (I‘nlzne—"?]” D o I o)

=lim o(1) =0, a =

N—-+o00

> 1.

NoJw

|un| ~

Inn
: GO GO ( 1) Inn In
Ve =~ 2n2 ( )

1) Convergence:
)" (=1)" . .
o Y Inn et =~ sont des séries de Leibnitz (en exo) donc

n>1 n>1
convergentes.
: (-1)"Inn (Inn) Inn 4 Inn
~ Soitw, = +0 ,ona|wn| ~ — converge
" 2n?2 n2 [Wal o 2N2 Z g

n>1
(Bertrand) d’ou an converge absolument par le critére d’équivalence donc elle
n>1
est convergente.
Par linéarité  _ v, converge.
n>1
2) Convergence absolue:

D" 1 1 g i
T T ornzl: nn diverge (Bertrand) donc n2>1:vn diverge

Vo] ~

+00

absolument par le critere d’équivalence.
Conclusion: ) v, est semi-convergente.

n>1

Mme Achour.
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IV.COMMUTATIVITE ET ASSOCIATIVITE DES SERIES NUMERIQUES.

Ce paragraphe nous permet d’éviter de faire certains abus comme par exemple
d’appliquer la commutativité a des séries sans conditions.
Les quelques preuves qui sont donnés sont pour les plus curieux...

Théorémel: Si une série Z un est absolument convergente alors toute série
Z Ucny (OU & est une bijection de N vers N) est egalement convergente et

converge vers la méme somme, ie que la somme d’une série absolument
convergente ne dépend pas de l'ordre de ses termes.

Preuve:

En fait il suffit de montrer que la somme d’une série (donc convergente) a termes
positifs ne dépend pas de I'ordre de ses termes.
Soit Z un/un >0Vn >0, soient S sa somme et (Sy), la suite de ses sommes
n>0
partielles.
Effectuons un changement de I'ordre des termes de la série Z Un, ON renumeérote
n>0
la série obtenue que I'on notera Zvn, soit (Ty), la suite de ses sommes partielles.
n>0

Montrons que Zvn converge et que lim T, =S :

n>0 N—+o0

~» |l existe m € N telle que tous les termes de T, soient parmis les termes de Sp,.
On obtient alors

Th<Sm<S

ie (Tn), est majorée donc convergente vers une limite T, de plus par passage a la
limite on aura

T=Ilim T, <lim S, =S

N—+o0 N—+o0
On a donc montré en premier lieu que Zvn convergevers Tetque T <S.
n>0
~» De méme, il existe m’ € N telle que tous les termes de S, soient parmis ceux
de T, .
On obtient alors

Sn S Tm/ S T
Par passage a la limite on aura
S=lim S, <lim T, =T

N—+o0 N—+o0
On a donc montré en second lieu que S < T. Alors S =T.
Finalement Zvn converge vers S.
n>0
Remarque: Le théorémel nous a permit d’établir la commutativité des séries
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absolument convergentes.

Définition1: On dit gu’'une série Z Un est commutativement convergente si
D ug) est convergente V¢ une bijection de N vers N.

Exemple: Toute série absolument convergente est commutativement convergente.

Définition2: On dit qu'une série ) _ v, est obtenue par
regroupement des termes d’'une série Z Un Si on peut écrire:

2 un

UO + U1 +.. .+Um0 + Um0+]_ +...+Uml + Um1+1 +.. .+Um2 +...

n>0 M M M
Z Vp = Vo + Vi + Vo +...
n>0
k=mg k=mn
iequevo = D ucetquev, = Y ucVn>1,
k=0 k=mp_1+1

Exemple:

D D" =1-1+1-1+1-1+..+1-1+..
= — = = ——

n>0

ie vp, = 0Vn > 0 et donc la série Zn>0 vy, est convergente (série nulle) alors que
2:(—1)n diverge (CN).
n>0
Théoréeme2:Soit une série Zvn obtenue par regroupement des termes d’une
série ) un.
1) Sila série ) _ u, converge alors ) | v, converge etona: » Vo = > Un.
n>0 n>0 n>0 n>0

2) Sila série ) _ u, est & termes positifs alors :
n>0

D " un converge < »_ v, converge |de plus: D v = up

n>0 n>0 n>0 n>0
Théoréme3:Si une série Z U, est semi-convergente alors il existe { une
bijection de N vers N telle que la série Z U¢my SOIt convergente vers une somme

différente ou bien elle peut méme étre divergente, ie que la somme d’une série
semi-convergente dépend de 'ordre de ses termes.

Preuve:

En fait il suffit de donner un contre exemple pour montrer que que la somme d’'une
série semi-convergente dépend de I'ordre de ses termes.

Mme Achour.
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(_1) n+1
n

Soit la série semi-convergente : _ un /Uy =
n>1

(Sn(u)), la suite de ses sommes partielles.

44,41 1.1 1.1_1 (-1)™*
;un—l >t~ ats e TT gttt T

, soient S(u) sa somme et

Nous verrons plus loin que S(u) = log2.
Considéronsla série ) vy obtenue a partir des termes de ) _ u, en effectuant la
n>1 n>1
permutation suivante:
Zvn =l—%—%+l—l—l+...+ 1 1 1.,

n>1

Nous avons trois possibilités :

1) Zvn est divergente et dans ce cas nous avons notre contradiction.
n>1

2) Zvn est convergente vers une somme différente de S(u) et dans ce cas aussi
n>1

nous avons notre contradiction.

3) Zvn est convergente vers la somme S(u), dans ce cas faisons un
n>1

regroupement des termes de Zvn comme suit:

n>1

2 W = (1_%_%%(%_%_%) +"'+<2n1—1 I _4_1n> e

n>1

D’apreés le théoréeme?2 an est convergente, soit (Ts.(w)), la suite de ses
n>1

sommes partielles:
n n
_ 1 1 1N 1 1 _ 1
T3n(W)_§(2k—1 4k -2 4k> k_l(Zk—l 2(2k - 1) 4k)
n
_ 1 1 1 -1 1 1
_k21<22k—1 2.2k) 22< k-1 2k
1
4

2
=1
DG DA

- %SZn(u)

Par passage & la limite on obtient que »  w, converge vers T = %S, ceci fournit la
n>1
contradiction pour le 3eme cas.

Définition3: Soient Y _ u, et Y _ v, deux séries numériques réelles, on appelle
n>0 n>0

n
produit de Cauchy des deux séries la série D _ wi, telle que wy = D UV .
k=0

n>0
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Théoreme3: Soient ) u, et Y _ v, deux séries numériques absolument
n>0 n>0

convergentes alors leur produit de Cauchy an est une série absolument
n>0

convergente, de plus: ) | wy = (Z un>. (Z vn>.

n>0 n>0 n>0
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