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Test de conformité : Test du 2

0.1. Le probléme

La question posée est la suivante : Connaissant la distribution globale selon les modalités d’un des
2 caracteres, cette distribution est-elle modifiée par la prise en considération du deuxiéme caractére?
Autrement dit, les proportions de la distribution marginale se trouvent-elles, dans les colonnes du deux-
iéme caractere.
La vérification de la conformité de la répartition théorique choisie & la répartition expérimentale donnée
est faite au moyen du test du 2.

0.2. Test du x?

Considérons une série statistique constituée par un nombre N d’observations. Ces observations sont
réparties en k classes qui correspondent :

- soit & des modalités diverses d’un caractére qualitatif,

- soit & des classes de valeurs d’un caractére quantitatif.

Soit o; Veffectif observé de la classe i ( 01 + 02 + ... + o = N). L’effectifs théoriques de la classe i
est noté t;. Les effectifs observés o1, 09, ..., 0 different plus ou moins des effectifs calculés tq,ts. .., .
On se propose de prédire les fluctuation d’échantillonage de cet écart, en d’autres termes, si on parie que
I’écart sera inférieur a une valeur donnée, on court un certain risque qu’il s’agit d’évaluer.

Il est d’abord nécessaire de mesurer ’écart entre la répartition théorique et la répartition observée ou
expérimentale. Des considérations théorique ont amené K. Pearson a adopter le calcul de I'indice suivant

X2 = Zk [(0; — t;)?/t;],Ce nombre est nul si et seulement si l'effectif observé de chaque classe est
égal & Veffectif théorique, c’est a dire que la répartition théorique représente parfaitement la répartition
observée.
Ce nombre est d’autant plus grand que la répartition expérimentale s’écarte plus de la répartition
théorique. Seulement la seule valeur du x? ne suffit donc pas & caractériser la "proximité" de deux
répartition. Il faut faire intervenir le nombre de classes. Comme t; +t3 + ...+t = N, la connaissance
de (k—1) des t; détermine entiérement ¢;. On dira que le nombre de degrés de liberté (noté d.d.l) est
égal & k — 1.
Le test du x? se fait selon les étapes suivantes :

1) On pose ’hypothese nulle :

Hp :" Il y a conformité (ou concordance) entre la répartition théorique et la répartition expérimentale."

k

2) On caleule : x> =) [(0i —t:)/ti],

3) Conclusion :

Etant donné un seuil de signification a (o = 5% ou 1%), correspondant a un seuil de sécurité o/ = 1—a.
On utilise alors la table du x? pour déterminer la valeur du y? ayant la probabilité o d’étre dépassé avec
un nombre de degrés de liberté (d.d.1) correspondant.

On applique ensuite la régle de décision suivante :

a) Si x% > x2 (c.a.d si x? calculé est supérieur ou égal & la valeur lue dans la table) : 'hypothése Hy
est rejetée.

b) Si x? < x2 : 'hypothése Hy est retenue.

0.3. Condition d’utilisation du test du x?
Le test du x? ne peut étre utilisé que si tous les effectifs calculés sont suffisamment grands ¢; > 5, Vi.

Exemple pratique 1 :
Les résultats des épreuves d’un examen a ’echelle nationale sont : 60% de regus, 25% admissibles (admis
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a passer les épreuves orales) et 15% éliminés.
Un établissement présente 160 éléves et obtient 75 regus, 53 admissibles et 32 éliminés. Y a t-il conformité
entre ces résultats et ceux valables & I’échelle nationale?

Solution : L’hypothése nulle Hy : "les résultats obtenus sont conformes a ceux valables a 1’échelle

nationale". On établit le tableau suivant qui permet le calcul du x? :

. 0; ti (Oi — ti)Q (Oz‘ — ti)Q/ti

Regus | 75 | 96 441 4,593
Admissibles | 53 | 40 169 4,225
Eliminés | 32 | 24 64 2,666
Total | 160 | 160 2 = 11,484

ici, d.d.t = 3 — 1 = 2. Les tables donnent

X501 = 9,21 et X ooy = 13,82
d’ou X3 01 < X2 < X3,001-

Conclusion.

- au seuil de signification de 1% (au seuil de sécurité 99%), il convient de rejeter I'hypothése nulle Hy.
Mais au seuil de signification de 10% (au seuil de sécurité de 90%) il y a conformité entre ces résultats et
ceux valables a ’echelle nationale. C’est & dire que I’hypothése nulle Hy peut étre retenue.

Exemple 2. Un ensemble de 150 familles est étudié lors d’enquétes sociales. Un des caractéres étudié
est la profession du chef de famille, dont on ne retient, pour less besoins de 1’étude, que 2 modalités :
agriculteur, ou non-agriculteur. L’autre caractére est le confort du logement, dont on retient 3 modalités
: pas d’eau courante, eau courante froide seulement, eau courante froide et chaude. Si nous choisisssons
les colonnes pour le caractére "profession” et les lignes pour le caractére "confort" (on pourrait aussi bien
faire l'inverse), le tableau se présente ainsi :

Agriculteur Non-agriculteur Total
Pas d’eau courante 15 6 21
Eau courante froide 34 26 60
Eau courante chaude et froide 21 48 69
Total 70 80 150

» La question posée est la suivante : Connaissant la distribution globale selon les modalités d’un des
caracteéres (par exemple ici le confort), cette distribution est-elle modifiée par la prise en considération
du deuxiéme caracteére (ici la profession) ? Autrement dit, les proportions de la distribution marginale
(colonne a lextréme droite) se retrouvent-elles dans la colonne "agriculteurs", et dans la colonne "non-
agriculteurs".

» L’hypothése est 'hypothése nulle : "il n y a pas de différence entre les trois distributions de "con-
fort"; dans I’échantillon total, dans le premier sous-échantillon des agriculteurs, dans le deuxiéme sous-
échantillon des non-agriculteurs.

- Par conséquent, le caractére "confort" est indépendant du caractére "profession". Aussi le test du 2
appliqué a deux caractéres est parfois appelé test d’indépendance.

- ou encore : l’échantillon total est homogeéne, et il n y a pas lieu, lorsque l'on étudie le caractére
confort, de considérer séparément les agriculteurs et les non-agriculteurs. Aussi, le test du x? appliqué
dans ce sens sera appelé test d’homogénéité.

La population de référence ici est ’échantillon total (les 150 familles ). Elle indique les proportions
théoriques que ’on doit trouver dans les colonnes du tableau si I’hypothése nulle se vérifie.

Pour la modalité " Pas d’eau courante " : le pourcentage marginal est 2= = 14%

150
Pour la modalité " Eau courante froide" : le pourcentage marginal est 162—00 = 40%
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Pour la modalité " Pas d’eau courante " : le pourcentage marginal est % = 46%

Ces proportions permettent de calculer les effectifs théoriques :

Pour la modalité " Pas d’eau courante " : Veffectif théorique de la modalité "agriculteur” est 70 x 14% =
9,8 (celui de 'non-agriculteur est 80 x 14% = 11, 2)

Pour la modalité " Eau courante froide" : Peffectif théorique est 70 x40% = 28 (celui de 'non-agriculteur
est 80 x 40% = 32)

Pour la modalité " Pas d’eau courante " : leffectif théorique est 70 x 46% = 32,2 (celui de 'non-
agriculteur est 80 x 46% = 36, 8)

Le tableau de calcul du x? se présente ainsi (avec les effectifs théoriques entre parenthéses) :

Agriculteur Non-agriculteur
o T o T Total

Pas d’eau courante 15 (9,8) 6 (11,2) 21

Eau courante froide 34 (28) 26 (32) 60

Eau courante chaude et froide 21 (32,2) 48 (36,8) 69

Total 70 80 150
X2 = (O}T)2, ou T est la valeur théorique d’une case et O la valeur observée de la méme case.

,  (15-9,8%  (6-11,2)* (34— 28) L (26— 32)? L (21-32, 2)? L (4836, 8)?

= 9,8 11,2 28 32 32,2 36,8

= 14,88.

Le nombre de degrés de liberté : D.dI.=(2—-1) x (3—-1) = 2.

La table du %2 nous apprend que pour 2 degrés de liberté, le seuil de probabilité pour P = 0,001
correspond & une valeur de x? > 13,82. La probabiité de trouver des écarts aussi importants que les
écarts observés par le seul effet du hasard est inférieur & 1 pour mille; avec ce risque d’erreur, on peut
donc considérer que les deux caractéres "profession" et "confort" sont liés; ils ne sont pas indépendants.

1. Comparaison de deux moyennes

Etant donné deux échantillons X1;, X15..., X1, et X2;, X25..., X2, de taille respectives n; et n
de moyennes respectives

ni

1 - 1 &
— Y Xliet X2=—Y X2
=1 et

ni

X1 =
i
On suppose qu’ils sont extraits de deux populations dont les moyennes respectives sont my et ms.

Le probléme consiste & comparer les moyennes de ces deux échantillons. Doit-on attribuer au hasard la
différence d = X1 — X2 ou au contraire doit-on la considérer comme significative ? Pour cela on étudie
d’abord l'intersection des intervalles de confiances des moyennes my et mo.

- Si les intervalles de confiance de my et mq sont disjoints, on conclue qu’il y a une différence significative
entre les moyennes des deux populations.

- Si les intervalles de confiance sont non disjoints tels que X1 € IC(ms) et X2 € IC(my) (cad
X1,X2 € IC(m1)NIC(ms2)), dans ce cas on peut conclure que la différence entre les moyennes des deux
populations n’est pas significative au taux de risque considéré.

- Si les intervalles de confiance sont non disjoints tels que X1 ¢ IC(mz) et X2 ¢ IC(my) (cad
X1,X2 ¢ IC(my1) N IC(m3)), dans ce cas pour pouvoir conclure si les moyennes des deux populations
sont semblables ou non, on procéde au test de comparaison de moyennes (test de 1’écart réduit).
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Test de ’écart réduit Cas de grands échantillons ny , ny > 30

Le test de comparaison se fait selon les étapes suivantes :

1°) On pose 'hypothése nulle Hy et 'hypothése alternative Hj.

Hp : "les deux échantillons proviennent d’une méme population" c’est a dire "m; = my”

H; : "les deux échantillons ne proviennent pas d’une méme population" c’est & dire "mq; # my”
: x1-x%2
X1-X2

2°) On calcule I'écart réduit des moyennes des deux échantillons : § = ————
échl + Téch2

ni n2
3°) Conclusion : au seuil de sécurité de av = 95% si :
- ¢ > 1,96 (=~ 2) alors on rejette 'hypothése nulle Hy et on conclue que les deux populations sont
différentes.
- & < 1,96 (=~ 2) alors on retient I'hypothese nulle Hg et on conclue qu’il n y a pas de différence
significative entre les deux moyennes.

Remarque : au seuil de sécurité de 99% on compare £ a 2,58

TABLE DES DISTRIBUTIONS DE X2
Probabilité P que la valeur correspondante de X2 soit dépassée en fonction du degré de liberté

V\P [ 0,9 0,06 | 0,025 ] 0,01 | 0,001

1 0,0158 | 3,34 | 5,02 | 6,63 | 10,83
021 | 599 | 7,38 |921 | 13,82
058 | 7,81 |935 | 11,34 | 16,27
1,06 | 949 | 11,14 | 13,28 | 18,47
1,61 | 11,07 | 12,83 | 15,09 | 20,52
2,2 12,59 | 14,45 | 16,81 | 22,46

O O x| W N
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2. Test de Fisher-Snédécor (Test de comparaison de 2 variances)

La distribution F de Fisher-Snedecor est souvent utilisée pour comparer deux variances. On peut mon-
trer que le rapport de deux variances suit une loi de Fisher caractérisée par deux nombres de degrés de
liberté (k et r) correspondant au nombre de degrés de liberté du numérateur et au nombre de degrés de
liberté du dénominateur. La variable F ne peut prendre que des valeurs positives et sa distribution est
fortement asymétrique. La variable aléatoire F de Fisher est souvent utilisée pour comparer les variances
de deux échantillons de tailles différentes. L’homogénéité des variances des populations (homoscedastic-
ité) est une condition préalable a la comparaison des moyennes des populations. Si les variances sont
hétérogenes, on ne peut comparer les moyennes.

Le test de Fisher-Snédécor a pour objectif de vérifier si les variances de deux populations sont différentes
ou non & partir des variances S?1 et S22, calculées a partir des échantillons de tailles respectives nl et
n2, prélevés dans les 2 populations.

HO: 021 =022

H1: o021 différent de 022

Supposons que S?1 soit plus grande que S22

La statistique & utiliser pour éprouver HO est: Fps = g;gb

Il s’agit d’une variable aléatoire F de Fisher-Snedecor a lzbiet r degrés de liberté o

k = (nl-1) degrés de liberté

r = (n2-1) degrés de liberté

Pour faciliter la lecture des tables la variance la plus grande se placera au numérateur et le seuil de
confiance (1 — a) sera (1 — %)

La conclusion du test est: si Fi,;5 est plus grand que le F' théorique (avec k et r degrés de liberté
et la probabilité (1 — %)), alors il y aura rejet de ’hypotheése nulle (HO): le rapport entre les 2 variances
observées est trop grand pour étre attribué au hasard de I’échantillonnage.

Ezemple d’application

On a prélevé 2 échantillons de 9 et 11 individus provenant de 2 sources différentes. Les 2 échantillons

sont les suivants :
Echl 30 40 21 38 27 23 30 29 43

Ech2 9 24 8 14 0 0 4 13 19 10 11
On se propose de comparer les 2 variances calculées a partir de ces séries (avec le risque a= 0,05 ).
On obtient Slgbs = 57,4444 et 5’2358 = 54,3636
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On calcule le rapport des 2 variances en prenant la plus forte des 2 variances au numérateur (Ftest).
Fops = S1%,,/522, = 57,4444/54,3636 = 1,057

La valeur de F de la table est déterminée par les degrés de liberté :

k =9 -1 = 8 pour I’échantillon 1

r =11 - 1 = 10 pour I’échantillon 2

La valeur de la table F est 3,07. Elle se trouve a l'intersection de la ligne k=8 et la colonne r =10
1,057<3,07 , on en conclut qu’il n’y a pas de différence significative entre les variances des 2 lots

dans lesquels les échantillons ont été prélevés (avec a=0,05).

Table: Loi de Fisher-Snédécor
Valeur f de la variable de Fisher-Snedecor F ( k ; r ) ayant la probabilité 0.05 d’étre dépassée
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

1 161,45 1995 215,71 224,58 230,16
2

3

4

5

6 5,99

7 5,59

8 3,07

Exercice {TH) : Le taux de rendemeni moyen poln un échantillon dacdons de 6 compagnies
pétrolicres oot de 12.6% evec va €oavi-tvpe de 3,5 Le teax de rendement moveu des ections de 8
compagnries de service est, de 10,9% avee un écart-type de 3.5%. Avee un misque de 5%, peut-on conclure

que les actions des sowmpaguies péirelidres sont nius volatile cue celles de corapagries de service (avireraent
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