
Chapitre 	

Variance� corr�lation


����� Variance d
une variable al�atoire

L�esp�rance math�matique d�une variable al�atoire ne dit rien sur la distribution des valeurs
possibles de cette variable autour cette esp�rance �valeur moyenne�� Pour tenir compte de ces
variations� on introduit la notion de variance d�une variable al�atoire par la d��nition suivante�

V ar�X� � E��X � 
��� o� 
 � E�X� �����

On peut tout de suite v�ri�er que�
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�����

D�monstration�
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Exemples de calcul de variance

A� Variance d�une variable al�atoire normale de param
tres �
� ���
On rappelle que E�X� � 
� Donc�
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B� Variance d�une variable al�atoire binomiale de param
tres �n� p�
On montre que�

V ar�X� � np ��� p�

Pour voir cel�� calculons d�abord�

E�X�� �
nX
i	�

i� p�i� �
nX
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i� Cn
i p

i��� p�n�i ���	�

On utilise ensuite l�identit�� i� � i�i � �� � i�
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� n�n� ��p� � np �����

D�o��

V ar�X� � E�X��� �E�X��� � n�n� ��p� � np� n�p�

� np��� p� ���
�

Propri�t�s de la variance

Si a et b sont deux constantes� on a�

V ar�aX � b� � a�V ar�X�

Pour cel�� on utilise E�aX � b� � aE�X� � b� Donc�

V ar�aX � b� � E���aX � b�� �aE�X� � b����
� E��aX � b� aE�X�� b��� � E�a��X �E�X����
� a�E��X � E�X���� � a�V ar�X� �����


����� Covariance� corr�lation de deux variables al�atoires

Covariance

La covariance de deux variables al�atoires X et Y quelconques not�e Cov�X�Y � est d��nie par�

Cov�X�Y � � E��X � E�X���Y �E�Y ���

Ce qui donne aussi par developpement�

Cov�X�Y � � E�XY � E�X�Y �XE�Y � �E�X�E�Y �� � E�XY � E�X�E�Y ��

On peut voir que si les deux variables al�atoires X et Y sont ind�pendantes� ce qui signi�e que
E�XY � � E�X�E�Y �� alors Cov�X�Y � � �� La r�ciproque est fausse�

Variance de sommes de variables al�atoires

On montre que�
V ar�X � Y � � V ar�X� � V ar�Y � � �Cov�X�Y �

D�monstration�

V ar�X � Y � � E��X � Y �E�X � Y ���� � E��X � Y � EX �EY ����
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� E��X �EX�� � �Y � EY ��� � ��X �EX��Y �EY ��
� E��X �EX��� � E��Y � EY ���� � �E��X �EX��Y �EY ��
� V ar�X� � V ar�Y � � �Cov�X�Y � �����

En g�n�ral pour plusieurs variables al�atoires� on a�

V ar�
nX
i	�

Xi� �
nX
i	�

V ar�Xi� � �
X
i�j

Cov�Xi� Yj�

Si X�� X�� � � � � Xn sont ind�pendants deux � deux� alors V ar�
Pn

i	�Xi� �
Pn

i	� V ar�Xi��

Corr�lation de deux variables al�atoires

La corr�lation de deux variables al�atoires X et Y � not�e par ��X�Y �� est d��nie par�

��X�Y � �
Cov�X�Y �p

V ar�X�V ar�Y �

lorsque V at�X�V ar�Y � est non nul� On montre que �� � ��X�Y � � ���

Covariance de sommes de variables al�atoires

On montre que�

Cov�
nX
i	�

Xi�

mX
j	�

Yj� �
nX
i	�

mX
j	�

Cov�Xi� Yj�

Exercice�
Calculer la variance d�une v�a� uniforme sur l�intervalle �a� b��
On a�

E�X� �
a� b

�

E�X�� �

Z b

a

x� dx

b� a
�

�

b� a

x�

�
jba �

b� � a�

��b� a�

V ar�X� � E�X��� �E�X��� �
�b� a��

��

Exercice�
Calculer la variance d�une v�a� exponentielle de param
tre ��
On a�

E�X� � ���

E�X�� �

Z
�

�

dx x��e�� x � ����

V ar�X� � ����

Exercice�
Montrer que�
�� Cov�X � Y� Z� � Cov�X�Z� �Cov�Y� Z�
�� Cov�a � bX� c� dY � � bd Cov�X�Y �� a� b� c� d sont des constantes�
Exercice�
La densit� de probabilit� d�une v�a� X est donn�e par�

f�x� �

�
a� bx� �� � x � ��

� sinon

Si E�X� � ��	� trouver a et b et calculer V ar�X��
R�ponse� a � ��	� b � ��	� V ar�X� � ���	�
Exercice�
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Calculer E�X� et V ar�X� lorsque la densit� de probabilit� de X est donn�e par�

f�x� �

�
	�x� �x � 	�
� sinon

f�x� �

�
���� x���� ��� � x � ���

� sinon

f�x� �

�
�xe�x����� �x � ��

� sinon

Exercice�
La densit� de probabilit� simultan�e de deux v�a� X et Y est donn�e par�

f�x� y� � c�x� � y��e�y lorsque � y � x � �y� � � y � ��

�� Trouver la valeur de c�
�� Trouver les densit�s marginales de X et Y �
�� Calculer les esp�rances math�matiques et les variances de X et Y �
�� Calculer la corr�lation de X et Y �




