
Chapitre �

Variables al�atoires simultan�es

������ Fonction de r�partition simultan�e

Il est souvent n�cessaire de consid�rer des �v�nements relatifs � deux variables �ou plus� simul�
tan�ment� On d��nit pour cela une fonction � deux variables a et b�

F �a� b� � PfX � a� Y � bg avec� ��� � a ����� � b ��� �����

o� F est appel�e fonction de r�partition simultan�e des variables al�atoires X et Y �

������ Fonction de r�partition marginale

La fonction de r�partition de X peut �tre d�duite de la fonction de r�partition simultan�e de
X et Y comme suit�

FX�a� � PfX � ag � PfX � a� Y � ��g
� limb��PfX � a� Y � bg � limb��F �a� b� � F �a���� �����

De m�me�

FY �b� � PfY � bg � F ���� b� �����

FX et FY sont appel�es fonction de r�partition marginales de X et Y �

������ Loi de probabilit� simultan�e

Lorsque X et Y sont deux variables al�atoires discr
tes� on peut d��nir la loi de probabilit�
simultan�e de X et Y comme suit�

p�i� j� � PfX � i� Y � jg �����

La loi de probabilit� marginale de X se d�duit par�

pX �i� � PfX � ig �
X
j

PfX � i� Y � jg �
X
j

p�i� j� ���	�

De m�me�

pY �j� �
X
i

p�i� j� �����

��
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�����
 Exemples de variables al�atoires simultan�es

On fait un tirage de � boules au hasard d�une boite contenant � rouges� � blanches et 	 vertes�
X d�signe le nombre de boules rouges d�un tirage donn� et Y d�signe le nombre de boules

blanches�
La loi de probabilit� simultan�e p�i� j� � PfX � i� Y � jg de X et Y est alors�
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Remarquons que�
P

i�j p�i� j� � ��
On peut aussi calculer les probabilit�s marginales pX�i� et pY �j� et voir que�X

i

pX�i� � � et
X
j

pY �j� � �

������ Densit� de probabilit� simultan�e

Les variables al�atoires X et Y sont dites simltan�ment continues s�il existe une fonction f��� ��
� deux arguments r�els� ayant pour tout sous�ensemble C du plan la propri�t� suivante�

Pf�X�Y � � Cg �
Z Z


x�y��C

dx dy f�x� y� �����

f�x� y� est appel�e densit� de probabilit� simultan�e de X et Y �
En d��nissant C � f�x� y�jx � A� y � Bg� c�est un domaine rectangulaire� on a�

Pfx � A� y � Bg �
Z
A

dx

Z
B

dy f�x� y� �����

On sait que�

F �a� b� � PfX � a� Y � bg � Pfx ����� a�� y ����� b�g
�

Z a

��

dx

Z b

��

dy f�x� y� ������

d�o��

f�a� b� �

�F �a� b�


a 
b
������

Si X et Y sont des variables al�atoires simultan�es continues� alors elles sont individuellemnt
continues� Leurs densit�s de probabilit�s marginales sont donn�es par�

Pfx � Ag � Pfx � A� y �������g�
Z �

��

dy

Z
A

dxf�x� y�

�

Z
A

dx


Z �

��

dyf�x� y�
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On d��nit alors�

fX �x� �

Z �

��

dyf�x� y� et fY �y� �

Z �

��

dxf�x� y� ������
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������ Exemples d
applications des densit�s de probabilit� simultan�es

La densit� de probabilit� simultan�e de deux variables al�atoires X et Y est donn�e par�

f�x� y� �

��
�

� e�x e��y si � � x ��� � � y ��

� sinon
������

Calculons�




PfX � �� Y � �g �
Z �

�

dy


Z
�

�

dx � e�x
�

e��y
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dy� e��y
��e�x� j��

� � e��
Z �

�

dye��y � e�� ��� e��� ����	�




PfX � Y g �
Z
�

�

dy

Z y

�

dx � e�x e��y � ��� ������




