
Chapitre �

Variables al�atoires continues

������ D��nition d
une variable al�atoire continue

Nous avons vu dans le cas de variables al�atoires discr
tes� que l�ensemble des valeurs de la
variable al�toires pouvait �tre soit �ni� soit in�ni d�nombrable�

Mais il existe aussi des variables al�toires telles que leur ensemble de valeurs peut �tre in�ni et
non d�nombrable� de telles variables sont appel�es variables al�atoires continues�

Exemples� horaire d�arriv�e d�un train� la taille d�une personne� ���

Une d��nition �quivalente est la suivante� X d�signe une telle variable qu�on quali�era d�al�atoire
continue� s�il existe une fonction f non�n�gative pour tout x � R et v�ri�ant pout tout sous�
ensemble de nombres r�els B � R la propri�t��

PfX � Bg �
Z
B

f�x� dx �	���

Cette relation g�n�ralise la relation connue du cas discret�

PfX � Bg �
X
i�B

PfX � ig �	���

La fonction f est appel�e densit� de probabilit� de la variable al�atoire X�

On a evidemment�

� PfX �������g� R�
��

f�x� dx � �

� Pfa � X � bg � R b
a
f�x� dx

� La fonction de r�partition dans le cas continue s��crit�

F �a� � PfX � ag �
Z a

��

f�x� dx �	���

et inversement�

f�a� �
dF �a�

da
�	���

� Notons aussi que dans le cas continu� on a� PfX � ag � PfX ��a� a�g � �� La probabilit�
qu�une v�a� continue prenne une valeur isol�e �xe est toujours nulle�

������ Types de variables al�atoires continues

Comme pour les v�a� discr
tes� les variables continues sont aussi r�parties en plusieurs cat�gories
selon le type de leur loi�

�




�� CHAPITRE 	� VARIABLES AL�ATOIRES CONTINUES

Variable uniforme sur un intervalle ��� 	�

Une variable al�atoire est dite uniforme sur l�intervalle r�el��� 	�� si sa densit� de probabilit� est
donn�e par�

f�x� �

��
�

�

����

si � � x � 	

� sinon

�	�	�

La fonction de repartition d�une variable uniforme est donn�e par�

F �a� �

�				�
				�

� si a � �


a���

���� si � � x � 	

� si a 	 	

�	���

Variable al�atoire normale

Une variable al�atoire X est dite normale avec param
tres 
 et �� si la densit� de probabilit�
de X est donn�e par�

f�x� �
�

�
p
��

exp
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Fig� � Variable al�atoire normale de param�tres �
 � �� � � ��


 et �� repr�sente d�une certaine mani
re la valeur moyenne de X et une mesure de ses varia�
tions�

A partir de cette de�nition� on a bien�

Z ��

��

f�x�dx �
�

�
p
��

Z ��

��

exp



� �x � 
��

���

�
dx � � �	���

Ceci peut se voir en faisant le changement de variables y � �x� 
��� et en utilisant la relation

connue�
R ��
��

dy exp
�
�y�

�

�
�
p
���

Propri�t�� Si X est une variable al�atoire normale avec param
tres 
 et ��� alors la nouvelle
variable al�toire Y � � X�	 est aussi une variable al�atoire normale avec les param
tres �� 
�	�
et �� ���



��

Preuve� La fonction de r�partition de Y est donn�e par�

FY �a� � PfY � ag � Pf� X � 	 � ag � P

�
X � a� 	

�




� FX



a� 	

�

�
�

Z 
a�����

��

�

�
p
��

exp



� �x� 
��

���

�
dx

�

Z a

��

�

� �
p
��

exp



� �y � �� 
� 	���

� �� ��

�
dy

Donc�

fY �a� �
�

� �
p
��

exp



� �y � �� 
� 	���

� �� ��

�

Variable normale standard �ou centr�e r�duite�

D�apr
s la propri�t� pr�c�dente� si X est une variable al�atoire normale avec param
tres �
�����
alors la variable Z � �X � 
��� est une variable al�atoire normale avec param
tres ������

Une variable mormale ayant ces param
tres est dite standard ou centr�e r�duite�
On note par � la fonction de r�parttion d�une variable normale standard�

��x� �
�p
��

Z x

��

exp



�y

�

�

�
dy �	���

Les valeurs de cette fonction sont calcul�es de mani
re num�rique et sont donn�es dans des
tables� On les donne pour les valeurs de x entre � et l�in�ni� Pour les autres valeurs� on peut utilis�
des relations telles que ���x� � ����x�� Ce qui donne pour la variable standard Z�

PfZ � �xg � PfZ � xg pour �� � x �� �	����

On peut alors exprimer la fonction de r�partition d�une variable al�atoire normale X avec
param
tres �
���� par la fonction ��

FX�a� � PfX � ag � P

�
X � 


�
� a� 


�



� �



a� 


�

�
�	����

Le tableau suivant donne quelques valeurs num�riques de la fonction ��x��

x ��x� x ��x�
� ��	�� ��� ����	
��� ��	
� ��� �����
��� ���		 ��� ���


��� ��
�� ��� �����
��� ��
�� ��� �����
��� ����� ��� ����	
��� ����	 ��� ����

��� ����� ��� �����

Pour les autres valeurs� on peut utiliser des interpolations� Par exemple�

��x�� � ��x�� �
�x� � x��

�x� � x��

�
��x�����x��

�

Approximation de �
On a�

�p
��



�

x
� �

x�

�
exp
��x�

�

�
� ����x� �

�

x
p
��

exp
��x�

�

�
�	����

pour tout x � �� ce qui donne�

�� ��x� � �

x
p
��

exp
��x�

�

�
�	����

pour les grandes valeurs de x�
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Variable al�atoire exponentielle

Une variable al�atoire dont la densit� de probabilit� est donn�e par�

f�x� �

��
�

� exp���x� si x 	 �

� si x � �
�	����

o� � est positif� est dite variable al�atoire exponentielle de param
tre ��
La fonction de r�partition F est donn�e par�

F �a� � PfX � ag �
��
�

� si a � �

R a
� dx� exp���x� � �� e��a si a 	 �

�	��	�

On remarquera que F ���� � ��
Densit� de probabilit� de Laplace
La densit� de probabilit� de Laplace est une forme sym�tris�e de la densit� de probabilit�

exponentielle� elle est donn�e par�

f�x� �

��
�

�
�� exp���x� si x 	 �

�
�� exp���x� si x � �

��
� �

�

�
� exp���jxj� �	����

La fonction de r�partition est alors�

F �x� �

��
�

�
�
exp��x� si x � �

�� �
� exp���x� si x 	 �

�	��
�

Exercice�
A partir de �h�� du matin� les bus passent toutes les �	 minutes � un arr�t donn�� Il passent

donc � �h��� �h�	� �h��� ���
Un usager arrive entre 
h�� et 
h��� L�heure de son arriv�e est une variable al�atoire uniforme

sur cette p�riode �
h��� 
h����
�� Donner le graphe de la densit� de probabilit� de l�heure d�arriv�e de l�usager�
�� Trouver la probabilit� que l�usager attende moins de cinq minutes pour prendre le bus�
R�ponse�
Si T est l�heure d�arriv�e en minutes compt�e � partir de 
h��� on a�

Pobabilit� d�attendre moins de 	mn � Pf�� � T � �	g� Pf�	 � T � ��g

�

Z ��

��

dx

��
�

Z ��

��

dx

��
�

�

�

Exercice�
La fonction de r�partition d�une variable al�atoire est donn�e par�

F �x� �

�				�
				�

� x � �
x�� � � x � �
��� � � x � �

����� � � x � �
� � � x

�	����

V�ri�er que� PfX � �g � ������ PfX � ���g � ���� PfX � �g���� Pf� � X � �g � �����
Exercice�
Soit X une v�a� normale de param
tres �
 � �� �� � 
�� Calculer�
�� Pf� � X � 	g
�� PfX � �g
�� PfjX � �j � �g



��

On donne� ������ � ���	�� ������ � ���
�� ���� � ������ ���� � �
����
R�ponse�
��

Pf� � X � 	g � P
n�� �

�
�
X � �

�
�

	� �

�

o
� P

n��
�

� Z �
�

�

o

� �
��
�

�
� �

���
�

�
� �

��
�

�
� � � �

��
�

�
� �����

��

PfX � �g � P
nX � �

�
�

�� �

�

o
� PfZ � ��g

� �� ����� � ���� � �����

��

PfjX � �j � �g � PfX � 
g� PfX � ��g � PfZ � �g� PfZ � ��g
� ������ � ����� � ���� ����� � ��	�




