
Chapitre �

Variables al�atoires

����� D��nition d
une variable al�atoire

Apr�s la r�alisation d�une exp�rience� on s�int�resse le plus souvent � une fonction du r�sultat
qu�au r�sultat lui�m�me�

Exemples
� Jet de � d�s� on s�int�resse � la somme obtenue sur � d�s plut�t qu�au r�sultat de chaque d��
� Jet d�une pi
ce plusieurs fois de suite� on s�int�resse au nombre de fois que pile est apparu

plut�t qu�� suite de piles et faces obtenus�
Ces grandeurs sont des fonctions r�elles d��nies sur l�ensemble fondamental et sont appel�s

�variables al�atoires� �v�a��� On peut attribuer une probabilit� aux di��rentes valeurs que la v�a�
peut prendre�

������ Exemples de variables al�atoires

Exemple �
On consid
re le jet de � pi
ces de monnaie� On s�int�resse au nombre de piles qu�on va obtenir�

qu�on d�signe par X�
X est une v�a�� elle peut prendre � valeurs X � �� �� �� ��
L�ensemble fondamental est S � f�ppp�� �ppf�� � � � � �fff�g�
Les di��rentes probabilit�s associ�es � chaque valeurs de X sont�

P �fX � �g� � P �ffff�g� � ���
P �fX � �g� � P �f�ffp�� �fpf�� �pff�g� � ���
P �fX � �g� � P �f�fpp�� �pfp�� �ppf�g� � ���
P �fX � �g� � P �f�ppp�g� � ���

On a P ���i	�fX � ig� �P�
i	� P �fX � ig� � �� car X prend n�cessairement l�une des valeurs

�� �� �� ��
Exemple �
On r�p�te le jet d�une pi
ce jusqu�� ce que pile appara�sse� mais au plus n fois �c�est � dire

qu�on arr�te l�exp�rience au n�i
me jet quel que soit le r�sultat obtenu��
Les jets sont ind�pendants� Pile appara�t avec une probabilit� p�
On d�signe par X le nombre de jets e�ectu�s jusqu�� l�arr�t de l�exp�rience�
X est une variable al�atoire� elle peut prendre les valeurs �� �� �� � � � � n�
Les di��rentes probabilit�s associ�es � chaque valeurs de X sont�

P �fX � �g� � P �f�p�g� � p
P �fX � �g� � P �f�fp�g� � ��� p�p
P �fX � �g� � P �f�ffp�g� � �� � p��p

���
P �fX � n� �g� � P �f�ff � � �fp�g� � ��� p�n��p

P �fX � ng� � P �f�ff � � �ffp�� �ff � � �fff�g�

��
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� ��� p�n��p� �� � p�n � ��� p�n��

On v�ri�e bien que pour n �x��

P ��ni	�fX � ig� �
nX
i	�

P �fX � ig� � �

On remarque que les di��rents �v�nements qu�on a consid�r��

�p�� �fp�� �ffp�� � � � � �ff � � �fff�

appartiennent � des ensembles fondamentaux di��rents contrairement � l�Exemple � pr�c�dent�

�p� � fp� fg � S�
�fp� � fff� fp� pf� ppg � S�
���
f�ff � � �ffp�� �ff � � �fff�g � Sn

������ Fonctions de r�partition

D��nition

La fonction de r�partition F d�une variable al�atoire X �discr
te ou continue� est d��nie pour
tout nombre r�el a��� � a � ��� par�

F �a� � P �fX � ag�

Propri�t�

� F est une fonction croissante� si a � b� alors F �a� � F �b�

� lima��� F �a� � �

� lima��� F �a� � �

� En plus� on suppose que F est continue � droite

Fonction de r�partition et probabilit� sur X

Tous les calculs de probabilit� concernant X peuvent �tre trait�s en termes de fonction de
r�partition� Par exemple�

P �a � X � b� � F �b�� F �a�� 
a � b

������ Types de variables al�atoires discr�tes

D��nition� lois de probabilit�

Une v�a� ne pouvant prendre qu�une quantit� d�nombrable de valeurs est dite �discr
te��

Pour une telle v�a� X� on d��nit sa loi de probabilit� p��� par la fonction�

p�a� � P �fX � ag�

Si X peut prendre les valeurs x�� x�� � � � alors p�xi� 	 �� i � �� �� � � � et p�x� � � pour toutes les
autres valeurs de x�

On aura
P�

i	� P �fX � ig� �P�

i	� p�xi� � ��

Les v�a� discr
tes sont r�parties en plusieurs cat�gories selon le type de leur loi�



��

Variables de Bernouilli

On consid�re une exp�rience qui peut donner � r�sultats� A ou B�
p est la probabilit� de A �� � p � �� et ��� p� sera la probabilit� de B�
On d��nit la variable al�atoire X� en lui donnant la valeur X � � si A est sorti et X � � si

c�est B qui est sorti�
La loi de probabilit� de X est alors�

p��� � PfX � �g � �� p
p��� � PfX � �g � p

Une variable al�aoire est dite de Bernouilli s�il existe p � ��� �� tel que la loi de probabilit� soit
donner comme auparavant� On a clairement p��� � p��� � ��

Variables binomiales

Comme avant� on consid�re une exp�rience qui peut donner � r�sultats� A ou B� p est la
probabilit� de A �� � p � �� et ��� p� la probabilit� de B�

On r�alise maintenant n epreuves ind�pendantes�
On d��nit la variable al�atoireX qui compte le nombre de fois que A est sorti sur ces n �preuves�
X peut prendre les valeurs �� �� �� � � �� n�
X est appel�e v�a� binomiale de param
tres �n� p��
On remarque alors qu�une variable de Bernouilli est une v�a� binomiale de param
tres ��� p��
La loi de probabilit� d�une v�a� binomiale de param
tres �n� p� est donn�e par�

p�i� � P �fX � ig� � Cn
i p

i��� p�n�i� i � �� �� � � � � n
Il y a Cn

i mani
res d�avoir i r�sultats A sur les n �preuves�
On remarquera que�

nX
i	�

p�i� �
nX
i	�

Cn
i p

i��� p�n�i � �

en utilisant la formule du bin�me de Newton�

Variables de Poisson

Une variable al�atoireX pouvant prendre les valeurs �� �� �� � � � est dite de Poisson avec param
tre
� � � si sa loi de probabilit� est donn�e par�

p�i� � P �fX � ig� � e��
�i

i

� i � �� �� �� � � �

On a bien une loi de probabilit� car�

�X
i	�

p�i� �
�X
i	�

e���i�i
 � �

Variables g�om�triques

On consid�re une exp�rience qui peut donner � r�sultats� A ou B� p est la probabilit� de A
�� � p � �� et ��� p� la probabilit� de B�

On ex�cute une s�ries d��preuves ind�pendantes jusqu�� obtenir le premier r�sultat A�
On d�signe par X la variable al�atoire qui compte le nombre d��preuves n�cessaires jusqu�� ce

r�sultat�
X peut prendre les valeurs �� �� �� � � ��
La loi de probabilit� est donn�e par�

p�i� � P �fX � ig� � ��� p�i�� � p� i � �� �� � � � � n
car pour fX � ig� on �i� �� B et un seul A�
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On a bien�
�X
i	�

p�i� � p �
�X
i	�

�� � p�i�� �
p

�� ��� p�
� �

X est alors appel�e v�a� g�om�trique de param
tres p�

Variables binomiales n�gatives

On consid�re une exp�rience qui peut donner � r�sultats� A ou B� p est la probabilit� de A
�� � p � �� et ��� p� la probabilit� de B�

On ex�cute une s�ries d��preuves ind�pendantes jusqu�� obtenir un total de r r�sultats A�
On d�signe par X la variable al�atoire qui compte le nombre d��preuves n�cessaires jusqu�� ce

r�sultat�
X peut prendre les valeurs r� r� �� r� �� � � � �
La loi de probabilit� est donn�e par�

p�i� � P �fX � ig� � Cn��
r�� �� � p�i�r � pr� i � r� r � �� r� �� � � � � n

car pour fX � ig� le dernier r�sultat est A et parmi les �n� �� pr�c�dents r�sultats� il y a �r � ��
A et �n� r� B d�o� le Cn��

r�� �
On peut montrer�

�X
i	r

p�i� � p �
�X
i	r

Cn��
r�� ��� p�i�r � �

Une telle variable X est dite binomiale n�gative de param
tres �r� p�� Une variable g�om�trique
est binomiale n�gative de param
tres ��� p��

Variables hyperg�om�triques

On tire sans remise un �chantillon de n boules d�une boite en contenant N � Parmi ces N boules�
Np sont blanches et N �Np sont noires�

On d�signe par X le nombre de boules blanches tir�es� On aura�

p�i� � P �fX � ig� � CNp
i �CN�Np

n�i

CN
n

avec i � max��� n�N � Np�� � � � �min�n�Np��
Une telle v�a� est appel�e hyperg�om�trique�
Exercice
Une boite conteint �� boules num�rot�es de � � ���
On tire sans remplacement � boules�
Quelle est la probabilit� qu�au moins une des � boules tir�es porte un num�ro sup�rieur � �
�
R�ponse�
Si X repr�sente le plus grand num�ro tir��
X prend les valeurs �� �� � � �� ���
Les C��

� tirages sont tous �quiprobables�
L��v�nement fX � ig correspond au tirage de la boule i et de � boules quelconques� portant

un num�ro entre � et �i � ��� Il y a clairement C�
� �Ci��

� nombres de tirages�
Donc�

P �fX � ig� � Ci��
�

C��
�

� i � �� �� � � � � ��

On aura donc�

P �fX 	 ��g� � P �fX � ��g� � � � �� P �fX � ��g� � 	��

Exercice
D�une boite contenant � boules blanches� � rouges et 	 noires� on tire � boules au hasard�



�	

Supposons que l�on gagne � point pour chaque boule blanche tir�e et qu�on perd � point pour
chaque boule rouge�

On d�signe par X le nombre de points marqu�s pour un tirage donn��

X est une v�a� qui prend les valeurs ���������� avec les probabilit�s respectives�

P �fX � �g� �
C�
� � C�

�C
�
�C

�
�

C��
�

�
		

��	

P �fX � �g� � P �fX � ��g� � C�
�C

�
� � C�

�C
�
�

C��
�

�
�


��	

P �fX � �g� � P �fX � ��g� � C�
�C

�
�

C��
�

�
�	

��	

P �fX � �g� � P �fX � ��g� � C�
�

C��
�

�
�

��	

On s�assure que�
�X

i	��

p�i� � �

La probabilit� de gagner � ce jeu est�

P �fX 	 �g� �
�X
i	�

p�i� �
		

��	
�

�

�
� ��� ��

Exercice

La probabilit� qu�un tireur atteigne une cible est de 	�� � ��� �� �d�pend de l�habilit� du
tireur�� Il tire � coups sur la cible�

�� Quelle est la probabilit� qu�il atteigne cette cible au moins 
 fois�

�� S�il a atteind la cible � fois� quelle est la probabilit� que les � echecs arrivent juste apr�s �
succ�s�

R�ponse�

�� D�signons par X le nombre de fois que la cible a �t� atteinte en � coups�

X une variable binomiale de param
tres �
� 	����

P �fX � ig� � C�
i

�	
�

�i��
�

���i

Probabilit� d�atteindre la cible au moins 
 fois � P �fX 	 �g� � ��� ��

�� Il y a � cas tels que les � echecs arrivent juste apr�s � succ�s� Il y a C�

 � �� cas favorables

pour atteindre � fois la cible�

D�o� la probabilit� cherch�e ���� � �� ���

Exercice

Les vis fabriqu�es par une soci�t� peuvent avoir un d�faut avec une probabilit� ����� L��tat
d�une vis est ind�pendant des autres vis� La soci�t� accepte de rembourser les sachets de �� vis
qu�elle vend si plus d�une vis dans le sachet pr�sente un d�faut�

Quelle proportion de sachets vendus la soci�t� risque de devoir rembourser�

R�ponse� On d�signe par X le nombre de vis ayant un d�faut dans sachet choisi au hasard� On
peut voir que X est une variable al�atoire binomiale de param
tres �n � ��� p � ������

P �fX � ig� � C��
j pi�� � p����i

La probabilit� de rembourser ce sachet est�

P �fX � �g� � �� P �fX � �g�� P �fX � �g� � ����
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Propri�t�s de la loi binomiale et de Poisson

�� Croissance de la loi binomiale
Soit X une variable binomiale de param
tres �n� p� avec � � p � �� Lorsque k croit de � � n�

P �fX � kg� grandit d�abord de mani
re monotone� puis d�croit �galement de mani
re monotone�
le maximum �tant atteind lorsque k est �gal � la partie enti
re de p�n� ���

Preuve�
Consid�rons le rapport�

P �fX � kg�
P �fX � k � �g� �

�n � k � ��p

k��� p�

On �tudie les valeurs de k pour lesquelles� ce rapport est plus grand ou plus petit que un� Par
exemple P �fX � kg� 	 P �fX � k � �g� si k � �n � ��p�

�� Approximation Poissonienne de la loi binomiale
Supposons que X est une v�a� binomiale de param
tres �n� p� et posons � � np� On a�

p�i� � P �fX � ig�
�

n


�n � i�
i

pi��� p�n�i

�
n


�n � i�
i

���n�i�� � ��n�n�i

�
n�n � �� � � � �n � i � ��

ni
�i

i


��� ��n�n

�� � ��n�i

Si n est tr
s grand et � est �x��

��� ��n�n � e�� ��� ��n�i � �
n�n � �� � � � �n� i � ��

ni
� �

Donc� p�i� � P �fX � ig� � e�� �
i

i� �
Si n est grand avec � �x�� la loi binomiale tend vers une loi de Poisson�




