Chapitre 4

Variables aléatoires

4.0.9 Définition d’une variable aléatoire

Aprés la réalisation d’une expérience, on s’intéresse le plus souvent & une fonction du résultat
qu’au résultat lui-méme.

Exemples

- Jet de 2 dés: on s’intéresse & la somme obtenue sur 2 dés plutét qu’au résultat de chaque dé.

- Jet d’une piéce plusieurs fois de suite: on s’intéresse au nombre de fois que pile est apparu
plutét qu’a suite de piles et faces obtenus.

Ces grandeurs sont des fonctions réelles définies sur ’ensemble fondamental et sont appelés
"variables aléatoires" (v.a.). On peut attribuer une probabilité aux différentes valeurs que la v.a.
peut prendre.

4.0.10 Exemples de variables aléatoires

Exemple 1

On considere le jet de 3 pieces de monnaie. On s’intéresse au nombre de piles qu’on va obtenir,
qu’on désigne par X.

X est une v.a., elle peut prendre 4 valeurs X =0,1,2, 3.

L’ensemble fondamental est .S = {(ppp), (ppf), -, (FFH)}.

Les différentes probabilités associées a chaque valeurs de X sont:

P{X=0}) = PHSfIN}Y=1/8
PU{X =1}) = PH(ffp), (fof), (ff)}) =3/8
PH{X =2}) = P{(fop), (pfp), (ppf)}) =3/8
P{X =3} = P{(ppp)}) =1/8

On a P(U_{X =i}) = Z?:o P({X =i}) =1, car X prend nécessairement ["une des valeurs
0,1,2,3.

Exemple 2

On répéte le jet d’une piece jusqu’a ce que pile apparaisse, mais au plus n fois (c’est & dire
qu’on arréte I’expérience au n-igme jet quel que soit le résultat obtenu).

Les jets sont indépendants. Pile apparait avec une probabilité p.

On désigne par X le nombre de jets effectués jusqu’a ’arrét de I’expérience.

X est une variable aléatoire, elle peut prendre les valeurs 1,2,3,--- n.

Les différentes probabilités associées a chaque valeurs de X sont:

Px=1})) = P{H@} =
PHX =2}) PH(fp)}) = =p)p
P{x=3}) = PH{(//p})=010-p)p

PUX=n—-1}) = P )} = (1—p)" %
PUX =n)) = PUF—FIo)(Ff - FID)D)
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On vérifie bien que pour n fixé:

PUL{X =i}) =) PUX=i})=1

i=1

On remarque que les différents événements qu’on a considéré:

(p), (fp), (ffp),---, (£ ffF)

appartiennent a des ensembles fondamentaux différents contrairement & I’Exemple 1 précédent:

(p)e{p, [} =5
(fp) € {ff, fo.pf pr} = 52

{(F 1), (S FID}Y C Sa
4.0.11 Fonctions de répartition
Définition

La fonction de répartition F' d’une variable aléatoire X (discréte ou continue) est définie pour
tout nombre réel a(—oco < a < 400) par:

Fla)=P{X <d})

Propriété
- F est une fonction croissante: si a < b, alors F(a) < F(b)
- limgyqeo Flla) =1
-limgy oo F(a) =0
- En plus, on suppose que F' est continue a droite

Fonction de répartition et probabilité sur X

Tous les calculs de probabilité concernant X peuvent étre traités en termes de fonction de
répartition. Par exemple:

Pla< X <b)=F(b) - F(a), Ya<b

4.0.12 Types de variables aléatoires discrétes

Définition, lois de probabilité

Une v.a. ne pouvant prendre qu'une quantité dénombrable de valeurs est dite "discrete'.
Pour une telle v.a. X, on définit sa loi de probabilité p(.) par la fonction:

pla) = P({X = a})

Si X peut prendre les valeurs 1, s, --- alors p(x;) > 0, ¢ = 1,2,--- et p(x) = 0 pour toutes les
autres valeurs de z.

On aura Z;’il PH{X =1i}) = Zjil p(zi) =1.

Les v.a. discretes sont réparties en plusieurs catégories selon le type de leur loi.
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Variables de Bernouilli

On considére une expérience qui peut donner 2 résultats: A ou B.

p est la probabilité de A (0 < p < 1) et (1 — p) sera la probabilité de B.

On définit la variable aléatoire X, en lui donnant la valeur X = 1 si A est sorti et X = 0 si
c’est B qui est sorti.

La lo1 de probabilité de X est alors:

p(0) = P{X=0}=1-p
P{X=1}=p

=

N

i

=
|

Une variable aléaoire est dite de Bernouilli s’il existe p € [0, 1] tel que la loi de probabilité soit
donner comme auparavant. On a clairement p(0) + p(1) = 1.

Variables binomiales

Comme avant, on considére une expérience qui peut donner 2 résultats: A ou B, p est la
probabilité de A (0 < p < 1) et (1 —p) la probabilité de B.

On réalise maintenant n epreuves indépendantes.

On définit la variable aléatoire X qui compte le nombre de fois que A est sorti sur ces n épreuves.

X peut prendre les valeurs 0,1,2,---,n.

X est appelée v.a. binomiale de parametres (n, p).

On remarque alors qu’une variable de Bernouilli est une v.a. binomiale de parametres (1, p).

La loi de probabilité d’une v.a. binomiale de paramétres (n, p) est donnée par:

p(i):P({X:i}):Cinpi(l_p)n_i’ iZOala"'an

Il y a ¢ manieres d’avoir ¢ résultats A sur les n épreuves.
On remarquera que:
n n
dopliy=> Crpi(l-p)i=1
=0 =0
en utilisant la formule du binéme de Newton.

Variables de Poisson

Une variable aléatoire X pouvant prendre les valeurs 0, 1,2, - - - est dite de Poisson avec parametre
A > 0 si sa loi de probabilité est donnée par:

. . A .
p(l):P({X:Z}):eAﬁ’ Z:0a1a2a"'
On a bien une loi de probabilité car:
dopliy =Y e\ /it=1
1=0 =0

Variables géométriques

On considére une expérience qui peut donner 2 résultats: A ou B, p est la probabilité de A
(0 <p<1)et (1—p)laprobabilité de B.

On exécute une séries d’épreuves indépendantes jusqu’a obtenir le premier résultat A.

On désigne par X la variable aléatoire qui compte le nombre d’épreuves nécessaires jusqu’a ce
résultat.

X peut prendre les valeurs 1,2,3,---.

La loi de probabilité est donnée par:

pi)=P{X=i)=(1-p)"""-p, i=12--n

car pour {X =i}, on (i — 1) B et un seul A.
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On a bien:

. - i-1 _ p _
dopiy=p-Y (1-p) —m—l

i=1 i=1

X est alors appelée v.a. géométrique de parameétres p.

Variables binomiales négatives

On considére une expérience qui peut donner 2 résultats: A ou B, p est la probabilité de A
(0 <p<1)et (1—p)laprobabilité de B.

On exécute une séries d’épreuves indépendantes jusqu’a obtenir un total de r résultats A.

On désigne par X la variable aléatoire qui compte le nombre d’épreuves nécessaires jusqu’a ce
résultat.

X peut prendre les valeurs r,r+ 1,7+ 2,---.

La lo1 de probabilité est donnée par:

p(i)=PUX =i})=Cr (1 —-p)~"-p", i=rr—1,7r—2,---.n

car pour {X = i}, le dernier résultat est A et parmi les (n — 1) précédents résultats, il y a (r — 1)
Aet (n—r) B doule C’f__ll.

On peut montrer:
dopliy=p- > Crl(1-p)r =1

Une telle variable X est dite binomiale négative de parametres (r, p). Une variable géométrique
est binomiale négative de parametres (1, p).

Variables hypergéométriques

On tire sans remise un échantillon de n boules d’une boite en contenant N. Parmi ces N boules,
Np sont blanches et N — Np sont noires.
On désigne par X le nombre de boules blanches tirées. On aura:

Np .CN—'NP
p(i) = PX = i}) = ——="

avec i = max(0,n — N + Np),---, min(n, Np).

Une telle v.a. est appelée hypergéométrique.

Exercice

Une boite conteint 20 boules numérotées de 1 & 20.

On tire sans remplacement 3 boules.

Quelle est la probabilité qu’au moins une des 3 boules tirées porte un numéro supérieur a 177

Réponse:

Si X représente le plus grand numéro tiré.

X prend les valeurs 3,4, -, 20.

Les C2° tirages sont tous équiprobables.

L’événement {X = i} correspond au tirage de la boule ¢ et de 2 boules quelconques, portant
un numéro entre 1 et (i — 1). Il y a clairement C} ~C§_1 nombres de tirages.

Donc: )
cy!

C—go’ 223,4,,20

PH{X =1i}) =
On aura donc:

PUX >1T)) = P{X =17T}) + - -+ P({X = 20}) = 51%

Exercice
D’une boite contenant 3 boules blanches, 3 rouges et 5 noires, on tire 3 boules au hasard.
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Supposons que ’on gagne 1 point pour chaque boule blanche tirée et qu’on perd 1 point pour
chaque boule rouge.

On désigne par X le nombre de points marqués pour un tirage donné.

X est une v.a. qui prend les valeurs 0, +1, 42, 3 avec les probabilités respectives:

C3 + C3c3¢3 55
Px =0 = 2o

ch ~ 165
C3Cy+C3C3 39
ez 15
PHX =2 = PH{X=-2})= ———==—
P =8) = PY=-3h= k=1
N N N - Cit 165
On s’assure que:
3
Z p(i) =1
i=—3

Exercice

La probabilité qu'un tireur atteigne une cible est de 5/6 = 83,3% (dépend de I’habilité du
tireur). Il tire 9 coups sur la cible.

1) Quelle est la probabilité qu’il atteigne cette cible au moins 7 fois?

2) S’il a atteind la cible 6 fois, quelle est la probabilité que les 3 echecs arrivent juste aprés 3
succés?

Réponse:

1) Désignons par X le nombre de fois que la cible a été atteinte en 9 coups.

X une variable binomiale de parametres (9,5/6).

pitv=m=cr(2)/()”

Probabilité d’atteindre la cible au moins 7 fois = P({X > T}) = 82,2%

2) Il 'y a 4 cas tels que les 3 echecs arrivent juste aprés 3 succés. Il y a C¢§ = 84 cas favorables
pour atteindre 6 fois la cible.

D’oui la probabilité cherchée 4/84 = 4,8%.

Exercice

Les vis fabriquées par une société peuvent avoir un défaut avec une probabilité 0,01. L’état
d’une vis est indépendant des autres vis. La société accepte de rembourser les sachets de 10 vis
qu’elle vend si plus d’une vis dans le sachet présente un défaut.

Quelle proportion de sachets vendus la société risque de devoir rembourser?

Réponse: On désigne par X le nombre de vis ayant un défaut dans sachet choisi au hasard. On

peut voir que X est une variable aléatoire binomiale de parametres (n = 10, p = 0.01):
PH{X =i}) = C}% (1 —p)*

La probabilité de rembourser ce sachet est:

PUX >1}) =1-P{X =0}) — P({X =1}) = 0.4%
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Propriétés de la loi binomiale et de Poisson

1- Croissance de la loi binomiale

Soit X une variable binomiale de parametres (n,p) avec 0 < p < 1. Lorsque & croit de 0 & n,
P({X = k}) grandit d’abord de maniére monotone, puis décroit également de maniére monotone,
le maximum étant atteind lorsque k est égal & la partie entiere de p(n + 1).

Preuve:

Considérons le rapport:

PUX=Hk) _ (n—k+1)p

P{X=k—1}) k(1 —p)
On étudie les valeurs de & pour lesquelles, ce rapport est plus grand ou plus petit que un. Par
exemple PH{X =k}) > P{X =k—-1})sik<(n+1)p.
2- Approximation Poissonienne de la loi binomiale
Supposons que X est une v.a. binomiale de parametres (n,p) et posons A = np. On a:

Wi = P =)
= ni pi(l - p)n_i
(n ;!z)!z!

= W) (L= AT

(n— )l

nn—1)---(n—i+1) XN (1-=X/n)"

nt it (1—X/n)

Sin est trés grand et A est fixé:

(I=A/n)" ~ e_>‘. (1=X/n) ~1
n(n—1)~~~'(n—z—|—1) o1

nl

Donc: p(i) = P({X =i}) = e 20

3]
Sin est grand avec A fixé, la loi binomiale tend vers une loi de Poisson.





