
Chapitre �

Probabilit� conditionnelle

����� Probabilit� conditionnelle

Exemple

Le jet de � d�s� peut donner �� r�sultats possibles avec lesquels on peut construire l�ensemble
fondamental�

S � f�i� j�� � � i� j � �g
Supposons que le premier d� a donn� �� Quelle est la probabilit� que la somme des � d�s donne ��

Avec cette condition� il ne peut y avoir que � r�sultats possibles�

��� ��� ��� ��� ������ ������ ��� 	�� ��� ��

chacun avec une probabilit� ����
Pour les �� autres r�sultats� la probabilit� �conditionnelle� est devenue ��
Donc la probabilit� cherch�e est ����
Cette probabilit� qu�on vient de calculer s��crit P �E j F �� probabilit� conditionnelle que E

apparaisse sachant que F est r�alis�� avec E��la somme des � d�s est �� et F��le premier d�
donne ���

G�n�ralisation

On montre que�

P �E j F � �
P �E � F �

P �F �

�P �F � � ��� En e�et� si F est r�alis�� E appara�tra chaque fois que E et F sont r�alis�� on a donc
un �v�nement de E � F �

D�autre part� on sait que F est r�alis�� F devient alors le nouveau ensemble fondamental
�r�duit��

P �E j F � �
n�E � F �

n�F �
�

P �E � F
P �F �

Exemples

Exemple ��
En reprenant l�exemple pr�cedent� quelle est la probabilit� que la somme de � d�s donne �

sachant que le premier a donn� ��
Dans ce cas� on a�

E � f��� ��� ��� 	�� ������ �	� �������g
F � f��� ��� ��� ��� ������ ������ ��� 	�� �����g

P �EjF � �
P �f��� 	�g�

P �F �
�

�

�

�	
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Exemple �� Un sac contient �� boules blanches� 	 jaunes et �� noires� Quelqu�un tire une
boule au hasard du sac� il voit la boule et nous dit que la boule n�est pas noire�

Quelle est la probabilit� que cette boule soit jaune�
R�ponse�

� Premi
re m�thode�

On d��nit les �v�nements suivants de l�ensemble fondamental�
J � �la bille est jaune�

N � �la bille est noire�
La probabilit� qui nous int�resse est la probabilit� conditionnelle�

P �J j N c� �
P �J �N c�

P �N c�
�

P �J�

�� P �N �
�

	��	

�� ����	
�

�

�

� Deuxi
me m�thode�

On peut aussi travailler directement avec l�ensemble fondamental r�duit� La boule choisie n�est
pas noire� il reste donc �	 boules dont 	 jaunes� D�o� une probabilit� ��� de tirer une boule jaune�

Autre application

On peut utiliser la formule pr�c�dente dans le sens inverse�

P �E � F � � P �F � �P �E j F �

Le calcul de P �F � et P �E j F � est parfois plus facile�

Exemple� Une boite contient � boules rouges et � blanches� On tire sans remise deux boules�
Quelle est la probabilit� que les deux boules soient rouges�


 R� � �la premi
re boule tir�e est rouge�

R� � �la deuxi
me boule tir�e est rouge�

P �R� �R�� � P �R�� � P �R� j R�� �
�

��
� �

��
�

��

��


 On peut aussi �crire�

P �R� �R�� �
C�
�

C��
�

�
��

��

����� Formule de Bayes

Formule des probabilit�s totales

Soient E et F deux �v�nements quelconques� On a� E � �E � F � � �E � F c� qui s�exclut
mutuellement� Par l�Axiome �� on a�

P �E� � P �E � F � � P �E � F c�
� P �F � �P �E j F � � ��� P �F �� � P �E j F c� �����

G�n�ralisation

Soient F�� F�� � � � � Fn des �v�nements mutuellemnt exclusifs mais tels que �ni	�Fi � S� c�est �
dire un seul �v�nement Fi peut se produire� On dit qu�on a une partition de S�

En ecrivant E � �ni	��E � Fi� qui s�exclut mutuellement� On obtient�

P �E� �
nX
i	�

P �E � Fi� �
nX
i	�

P �E j Fi� � P �Fi� �����



�


Formule de Bayes

On consid
re une partition de S� S � �ni	�Fi� Supposons qu�un �v�nement E s�est r�alis�� On
veut connaitre la probabilit� que l�un des Fj se soit aussi r�alis�� Cette probabilit� est donn�e par
la formule de Bayes�

P �Fj j E� �
P �E j Fj�
P �E�

�
P �E j Fj� � P �Fj�Pn
i	� P �E j Fi� �P �Fi�

Exemple�
On consid
re � cartes de jeu� RR� NN et RN� La carte RR a deux faces rouges� ��� On m�lange

les trois cartes� on tire une au hasard� et on ne regarde qu�une seule face�
Si la face qu�on voit est rouge� quelle est la probabilit� que l�autre face soit noire�
R�ponse�
RR � �la carte est enti
rement rouge�
NN � �la carte est enti
rement noire�
RN � �la carte est Rouge�Noire�
RR�NN et RN forme une partition de l�ensemble fondamental�
R � �la face qu�on voit est rouge�
La probabilit� qu�on cherche est�

P �RN j R� �
P �RN �R�

P �R�

�
P �R j RN � � P �RN �

P �R j RR� � P �RR� � P �R j NN � � P �NN � � P �R j RN � � P �RN �

�
��� � ���

� � ��� � � � ��� � ��� � ��� �
�

�
�����

����
 Ev�nements ind�pendants

D��nition�
Deux �v�nements E et F sont dits ind�pendants si P �E � F � � P �E� � P �F �� c�est � dire

P �E j F � � P �E��
Le fait que F se soit r�alis� n�in ut pas sur la probabilit� de E�
Th�or�me�
Si E et F sont deux �v�nements ind�pendants� alors E et F c le sont aussi�
Preuve�
E � �E � F � � �E � F c�� union de deux �v�nements mutuellement exclusifs� D�o��

P �E� � P �E � F � � P �E � F c� � P �E� � P �F � � P �E � F c�

qui donne�

P �E � F c� � P �E� � ��� P �F �� � P �E� � P �F c�

Lorsque E est ind�pendant de F � la probabilit� queE survienne n�est in uenc�e ni par l�information
que F est r�alis� ni par celle que F n�est pas r�alis��

D��nition�
En g�n�ral� un ensemble de n �v�nements E�� E�� � � � � En est dit totalement ind�pendant si pour

tout sous�ensemble de r �r � n� �v�nements Ei� � Ei�� � � � � Eir� on a�

P �Ei� �Ei� � � � � �Eir� � P �Ei�� � P �Ei�� � � �P �Eir�

Exercice�
Soient E�F et G � �v�nements totalement ind�pendants� Montrer que�

P �E � F �G� � P �E� � P �F �G�

et de m�me pour n�importe quel �v�nement form� � partir de F et G�
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Th�or�me�
�a� � � P �E j F � � �
�b� P �S j F � � �
�c� Si Ei� i � �� �� � � � � n sont des �v�nements qui s�exclut mutuellement� alors�

P ���i	�Ei j F � �
�X
i	�

P �Ei j F �

Donc la fonction P �� j F � est une fonction de probabilit�� On peut donc lui appliquer tous les
r�sultats qu�on a d�montr� auparavant�

Propri�t��
Si E�� E� et F sont trois �v�nements� on a alors�

P �E� j F � � P �E� j E� � F � � P �E� j F � � P �E� j Ec
� � F � �P �Ec

� j F �

Exercice�
Trois machines A� B et C produisent des composants� ��� des composants de A sont d�fectueux�

��� des composants de B sont d�fectueux� ��� des composants de C sont d�fectueux�
On forme des paquets de ces composants en mettant un nombre �gal de composants de A� de

B et de C�
�� Un composant est pris au hasard d�un paquet quelconque� Quelle est la probabilit� que ce

composant soit d�fectueux�
R�ponse� On d��nit les �v�nements suivants�
� F��le composant est d�fectueux�
� MA � �le composant sort de la machine A�� MB � �le composant sort de la machine B� et

MC � �le composant sort de la machine C��
fMA�MB�MCg forment une partition de S�

P �F � � P �F jMA�P �MA� � P �F jMB�P �MB� � P �F jMC�P �MC�
� �� � � ��� � �� � � ��� � �� � � ��� � ��� �����

�� Un composant est pris au hasard d�un paquet� On trouve qu�il est d�fectueux� Quelle est la
probabilit� que ce composant a �t� fabriqu� par la machine A�

R�ponse�

P �MA j F � �
P �F jMA�P �MA�

P �F �
�

�� � � ���
�� �

�
�

�

Exercice�
On fait le jet de � pi
ces de monnaie� Quelle est la probabilit� conditionnelle qu�au moins un

�face� sorte sachant qu�on va avoir au moins un �pile��
R�ponse�
� A � ��v�nement d�avoir au moins un face�
� B � ��v�nement d�avoir au moins un pile�

P �A� � �� P �fpppg� � ���

P �A �B� � �� P �ffffg� � P �fpppg� � ���

P �A j B� �
P �A�B�

P �A�
� ���

Exercice�
Une boite contient � boules blanches et � boules noires� On tire d�abord au hasard � boules de

la boite� Ensuite� on tire au hasard une troisi
me boule de la mani
re suivante�
� si l�une des � premi
res boules est blanche� on tire une troisi
me boule de la boite sans remettre

les � premi
res�
� sinon� on remet les � premi
res boules et on tire la troisi
me�



��

Quelle est la probabilit� que la troisi
me boule soit noire�
R�ponse�

P �N � � P �N j NN �P �NN � � P �N j NB�P �NB� � P �N j BB�P �BB�

�
C

�

C��
�

� C


�

C��
�

�
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�

C�
�

� C
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� ��� ���	�

Exercice�
Une compagnie d�assurrance estime que les gens sont r�partis en � cat�gories�
� ceux qui sont soumis aux accidents� ���
� ceux qui ne le sont pas� ���
Des statistiques montrent que ��� des premiers risquent d�avoir un accident dans l�espace d�un

an� cette probabilit� tombent � ��� pour la deuxi
me cat�gorie�
�� Quelle est la probabilit� qu�une nouvelle personne �qui veut s�assurer� soit victime d�un

accident durant l�ann�e qui va suivre�
R�ponse�
On d�signe par�
A� � �la personne aura un accident dans l�ann�e qui va suivre�
A� �la personne est soumise aux accidents�

P �A�� � P �A� j A� � P �A� � P �A� j Ac� � P �Ac� � ���

�� Si une personne aura un accident dans l�ann�e qui suit� Quelle est la probabilit� qu�elle fasse
partie de la premi
re cat�gorie�

P �A j A�� �
P �A� �P �A� j A�

P �A��
� ���

Exercice�
On analyse les r�sultats d�un examen avec des r�ponses � choix multiples� c�est � dire � chaque

question� on propose m r�ponses dont une seule est correcte�
On sait qu�un l��l�ve en r�pondant correctement soit connait vraiment la r�ponse� soit la devine�

On estime que la probabilit� pour qu�il connaisse vraiment la r�ponse est p�
D�autre part� on admet que la probabilit� de deviner une r�ponse correcte� est de ��m o� m

est le nombre de r�ponses propos�es�
Quelle est la probabilit� conditionnelle qu�il connaisse e�ectivement le r�ponse � une question

s�il a r�pondu correctement�
R�ponse�
C� �il r�pond correctement � la question�
K� �il connait vraiment la r�ponse�
Alors�

P �K j C� �
P �C j K� � P �K�

P �C j K� � P �K� � P �C j Kc� � P �Kc�

�
� � p

� � p� ��m � ��� p�

�
mp

� � �m � ��p
�����

Si m � 	 et p � ��� alors P �K j C� � ���
On peut dire que ��� seulement des personnes qui r�pondent correctement aux r�ponses con�

naissait vraiment les r�ponses exactes�
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Exercice�
Supposons que fFig est une partition de S�
A� et A� � �v�nements quelconques de F �
Etablir la relation suivante�

P �A� j A�� �
X
i

P �A� j A� � Fi� � P �Fi j A��




