
Chapitre �

Esp�rance math�matique

������ D��nition

A� Pour une variable al�atoire discr�te x de loi de probabilit� p�i�� on d��nit l�esp�rance de X�
not�e par E�X�� par l�expression�

E�X� �
X
i

i p�i� �
���

C�est � dire la moyenne pond�r�e des valeurs que X peut prendre� les poids �tant les probabilit�s
correspondantes�

B� Pour une variable al�atoire continue X admettant une densit� de probabilit� f�x�� on d��nit
de mani
re similaire�

E�X� �

Z ��

��

dx x f�x� �
���

Exemples d�esp�rance de variables discr�tes

A� Esp�rance d�une variable de Bernouilli
X peut prendre � valeurs � et � avec les probabilit�s p��� � � � p et p��� � p� l�esp�rance est

donn�e par�

E�X� � � � ��� p� � � � p � p �
���

B� Esp�rance d�une variable de binomiale

X peut prendre les valeurs �� � � � � n avec les probabilit�s p�i� � Cn
i p

i��� p�n�i� l�esp�rance est
donn�e par�

E�X� �
nX
i	�

i p�i� �
nX
i	�

i Cn
i p

i��� p�n�i

�
nX
i	�

i n


i
 �n� i�

pi��� p�n�i �

nX
i	�

p n �n� ��


�i � ��
 �n� i�

pi���� � p�n�i

� n p

nX
i	�

�n� ��


�i � ��
 �n � i�

pi����� p�n�i

� n p

nX
j	�

�n� ��


j
 �n� �� j�

pj�� � p�n���j

� n p �p� ��� p��n�� � n p �
���

C� Esp�rance d�une variable de Poisson
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X peut prendre les valeurs �� � � � �� avec les probabilit�s p�i� � e�� �i

i� � l�esp�rance est donn�e
par�
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D� Esp�rance d�une variable de g�om�trique

X peut prendre les valeurs �� � � � �� avec les probabilit�s p�i� � �� � p�i��p� l�esp�rance est
donn�e par�

E�X� �
�X
i	�
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Exemples d�esp�rance de variables continues

A� Esp�rance d�une variable uniforme
La densit� de probabilit� est donn�e par�

f�x� �

��
�

�

���� si � � x � 	

� sinon

�
�
�

d�o� l�esp�rance�

E�X� �

Z b

a

dx
x

�	 � ��
�

�

�	 � ��
� �	

� � ���

�
�

��� 	�

�
�
���

C�est � dire le milieu de l�intervalle ��� 	��
B� Esp�rance d�une variable exponentielle
La densit� de probabilit� est donn�e par�

f�x� �

��
�

� exp���x� si x 	 �

� si x � �
�
���

d�o� l�esp�rance�

E�X� �

Z �

�

dx x�e��x � �
Z �

�

xd�e��x�
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�
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C� Esp�rance d�une variable normale
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La densit� de probabilit� est donn�e par�

f�x� �
�

�
p
��

exp
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 �
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car la premi
re int�grale est nulle pour raison de sym
trie�

������ Esp�rance d
une fonction de variable al�atoire

Soit X une variable al�atoire� Il arrive que l�on s�int�resse � une autre variable al�atoire Y qui
est fonction de X � Y � g�X�� En particulier� pour les esp�rances� on a les r�sultats suivants�


 Cas d�une variable al�atoire X discr�te Si la loi de probabilit� de cette variable al�atoire X
est p�i�� alors pour toute fonction r�elle g���� on aura�

E�g�X�� �
X
i

g�i� p�i� �
����


 Cas d�une variable al�atoire X continue Si cette variable al�atoire X est de dnesit� de prob�
abilit� f�x�� alors pour toute fonction r�elle g���� on aura�

E�g�X�� �

Z �

��

dx g�x� f�x� �
����

Exemples�

Lin�arit� de l�esp�rance

Pour toute paire a� b de constantes� on a�

E�a X � b� � a E�X� � b �
��	�

On peut voir cela dans le cas continu�

E�a X � b� �

Z �

��

dx �a x� b� f�x�

� a

Z �

��

dx x f�x� � b

Z �

��

dx f�x� � a E�X� � b �
����

Autres moments � l�origine

E�X� est nomm�e aussi premier moment par rapport � l�origine�

E�Xn� est nomm�e n�i�me moment par rapport � l�origine�

P
i i
n p�i� si X est discr
te

R�
��

dx xn f�x� dx si X est continue
�
��
�
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������ Esp�rance de sommes de variables al�atoires

Esp�rance de fonction de plusieurs variables al�atoires
Si X et Y sont deux variables al�atoires et g��� �� une fonction de deux variables� Les r�sultats

pr�c�dents se g�n�ralisent de la mani
re suivante�

E�g�X�Y �� �
X
i�j

g�i� j� p�i� j� �
����

dans le cas o� X et Y sont discr
tes de loi de probabilit� simultan�e p�i� j�� et�

E�g�X�Y �� �

Z
�

��

dx

Z
�

��

dy g�x� y� f�x� y� �
����

dans le cas o� X et Y sont continues de densit� de probabilit� simultan�e f�x� y��
Cas d�une somme de variables al�atoires
Supposons que E�X� et E�Y � sont �nies� On pose g�X�Y � � X � Y � on obtient �dans le cas

continu��

E�X � Y � �

Z
�

��

dx

Z
�

��

dy �x� y� f�x� y�

�

Z
�

��

dxx


Z
�
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dy f�x� y�
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Z
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dyy


Z
�

��

dx f�x� y�

�

�

Z �

��

dxx fX �x� �

Z �

��

dyy fY �y�

� E�X� �E�Y � �
����

G�n�ralisation

E�X� �X� � � � ��Xn� � E�X�� �E�X�� � � � ��E�Xn� �
����




