
Chapitre �

Axiomes des probabilit�s

On va d��nir plusieurs notions qui vont permettre de construire la th�orie des probabilit�s�
ensemble fondamental� �v�nement� probabilit�� ���

����� Ensemble fondamental et �v�nement

Ensemble fondamental

� L�ensemble des r�sultats possibles � une exp�rience est d�sign� comme l�ensemble fondamental

de l�exp�rience� On le note S�
Exemples�
� Jet d�une pi
ce de monnaie� S � fpile� faceg
� Jet d�un d� � � faces� S � f�� �� �� �� 	��g
� Jet de � pi
ces de monnaie� S � fpp� fp� pf� ffg
� Jet de � d�s� S � f�i� j�� i� j � �� �� � � �� �g

Ev�nements

�Tout sous�ensemble E de l�ensemble fondamental S est appel� �v�nement� Un �v�nement est
donc un ensemble �ob�issant � une certaine condition� correspondant � divers r�sultats possibles
de l�exp�rience�

Exemple�
� Jet d�une pi
ce de monnaie� E � fpileg est l��v�nement que pile apparaisse�
� Jet d�un d�� E � f�� �� 	g est l��v�nement pour qu�un nombre impair apparaisse�
� Jet de � pi
ces de monnaie� E � fpp� pfg est l��v�nement que pile apparaisse au premier jet�
� Jet de � d�s� E � f��� ��� �	� 	�� �����g est l��v�nement pour que la somme des nombres des �

d�s donne ���

����� Op�rations sur les �v�nements

� Union�
Soient E et F deux �v�nements d�un ensemble fondamental S� On d��nit l��v�nement E � F

comme l��v�nement contenant chaque point de E et chaque point de F �
� Intersection�
On d��nit l��v�nement E � F comme l��v�nement contenant les points qui sont � la fois dans

E et dans F �
� Ev�nement vide�
On appelle �v�nement vide �� l��v�nement ne contenant aucun point�
� Ev�nements mutuellement exclusifs �ou incompatibles��
Deux �v�nements E et F sont dits mutuellement exclusifs si on a E �F � ��
� Extension des d��nitions�
Union et intersection de plus de deux �v�nements�
Si E�� E�� E�� � � � sont des �v�nements� on d��nit�

�
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S
�

n	�� union de tous les �v�nementsT
�

n	�� intersection de tous les �v�nements

� Complementation�

Pour chaque �v�nement E� on d��nit Ec� l��v�nement compl�mentaire de E� comme l��v�nement
contenant tous les points de S non contenu dans E�

Repr�sentation graphique�

Exemples�

� Si E � fpileg alors Ec � ffaceg
� Si E � fpp� fpg alors Ec � fff� fpg
� Sc � �

� Inclusion�

L��v�nement F est inclus dans l��v�nement E si F � E�

����� Propri�t�s des op�rations sur les �v�nements

� Commutativit��

E � F � F �E � E � F � F �E

� Associativit��

�E � F � �G � E � �F �G� � E�E � F � �G � E � �F �G�

� Distributivit��

�E � F � �G � �E �G� � �F �G� � E�E � F � �G � �E �G� � �F �G�

� Lois de Morgan�
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Axiomes

Pour chaque �v�nement E de S� n�E� est le nombre de fois o� l��v�nement E survient lors des
n premi
res r�p�titions de l�exp�rience� Alors P �E� la probabilit� de l��v�nement E est d��nie par�

P �E� � lim
n��

n�E�

n

converge vers une certaine valeur�

� Axiome ��

� � P �E� � �

� Axiome ��

P �S� � �

� Axiome ��

Pour chaque s�quence d��v�nements mutuellement exclusifs E�� E�� � � � tels que �Ei�Ej � �� i ��
j�� on a�

P ���i	�Ei� �
�X
i	�

P �Ei�



��

Cons�quences imm�diates

� Soit une s�quence d��v�nements E�� E�� � � � o� E� � S et Ei � � pour i � �� Comme ces
�v�nements sont mutuellement exclusifs et comme S � ��i	�Ei� on a par l�Axiome ��

P �S� �
�X
i	�

P �Ei� � P �S� �
�X
i	�

P �Ei�

d�o� P ��� � ��
� Soit une suite �nie d��v�nements mutuellement exclusifs E�� E�� � � � � En� donc�

P ��ni	�Ei� �
nX
i	�

P �Ei�

qui r�sulte de l�Axiome � en posant Ei � � si i � n�

Th�or�mes �l�mentaires

� Nous remarquons que les �v�nements E et Ec sont mutuellement exclusifs E �Ec � � et que
E �Ec � S� donc�

P �S� � � � P �E� � P �Ec�

Donc�
Th�or�me�
P �Ec� � P �E�� �
� Th�or�me�
Si E � F � alors P �E� � P �F ��
D�monstration� Comme E � F � on a F � E � �F � Ec�� E et F � Ec sont mutuellement

exclusifs� donc�
P �F � � P �E� � P �F �Ec� 	 P �E�

par les Axiomes � et ��
� Th�or�me�
P �E � F � � P �E� � P �F �� P �E �F �
D�monstration�
On a E � F � E � �F � Ec� avec E et F � Ec mutuellement exclusifs� D�o� P �E � F � �

P �E� � P �F �Ec��
De plus� F � �E � F � � �F �Ec�� donc P �F � � P �E � F � � P ��F �Ec�� CQFD
Remarque�
Il y a aussi d�autres d�monstrations�
Exemple�
� On peut aussi montrer que�

P �E � F �G� � P ��E � F � �G� � P �E � F � � P �G�� P ��E � F � �G�
� P �E� � P �F �� P �E �F � � P �G�� P ��E �G� � �F �G��
� P �E� � P �F �� P �E �F � � P �G�

�P �E �G�� P �F �G� � P ��E �G� � �F �G��
� P �E� � P �F � � P �G�� P �E � F �� P �E �G�� P �F �G�

�P �E �F �G�

� Th�or�me�
En g�n�ral� on a�

P �E� �E� � � � � �En� �
nX
i	�

P �Ei��
X
i��i�

P �Ei� �Ei�� � � � �

����r��
X

i��i������ir

P �Ei� �Ei� � � � � �Eir � � � � �

����n��P �E� �E� � � � � �En�
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La somme
P

i��i������ir
P �Ei� � Ei� � � � � � Eir� est prise sur les C

n
r sous�ensembles possibles

de taille r de l�ensemble f�� �� �� � � � � ng�
Preuve�
�par r�currence�

����� Hypoth	se d
�v�nements �l�mentaires �quiprobables

On appelle �v�nement �l�mentaire un �v�nement de S constitu� de un seul �l�ment de S�
Il est naturel d�admettre dans certains cas que chaque �v�nement �l�mentaire de l�ensemble

fondamental S � la m�me probabilit� d�appara�tre�
Si S � f�� �� � � � � Ng� on suppose que�

P �f�g� � P �f�g� � � � � � P �fNg� � �

N

Il r�sulte que pour tout �v�nement E de S�

P �E� �
Nombre de points dans E

Nombre de points dans S

Exemple ��
Si � d�s son jet�s� quelle est la probabilit� que leur somme donne 
�
S � f�i� j�� � � i � �� � � j � �g contient �� points�
E � f��� ��� ��� 	�� ������ ������ �	� ��� ��� ��g contient � points d�o� P �E� � �



�

Exemple ��
Dans une boite� on a � boules blanches et 	 noires� On tire deux boules au hasard� Quelle est

la probabilit� de tirer une boule blanche et une noire�
a� Si on consid�re des tirages de boules ordonn�es�
S � fBB����� BN ����� NB����� NN ����g contient ��� points car il y a �� boules�
E � fBN ����� NB����g contient �� points� d�o� P �E� � 
�

��� � 

��

a� Si on consid�re des tirages de boules non ordonn�es�
S � fBB�C�

�C


� � �	�� BN �C�

�C


� � ���� NN �C�

�C


� � ���g contient C��

� � 		 points car il y a
�� boules�

E � fBN ����g contient �� points� d�o� P �E� � ��
�� � 


�� �
Exercice�
Dans un meeting d�athl�tisme� � couloirs sont num�rot�es de � � �� Trouver les di��rentes

possibilit�s pour placer les coureurs si�
�� On a � coureurs�
R�ponse� ������	�������� � �
 � �����
�� On a seulement 	 coureurs qu�on peut placer dans 	 couloirs quelconques�
R�ponse� 	
�C�

� � ������	�� � ����
�� On a �� coureurs� de telle mani
re que � coureurs doivent �tre plac�s ensemble sur les couloirs

� et ��
R�ponse� C��

� �C�
� ��
 �

���
����� � 
�����

�� On a deux �quipes� chacune de � coureurs� les membres d�une m�me �quipe ne doivent pas
�tre c�te � c�te�

R�ponse� ���
��
 � ��	�
Exercice�
� visiteurs �v�� v�� v�� v�� arrivent dans une ville qui a 	 hotels �h�� � � � � h��� De combien de

mani
res peut�on disperser ces visiteurs dans ces 	 hotels si�
�� on utilise seulement � hotels �exactement��
R�ponse� C�

� ��
 � ���
�� si � hotels exactement sont utilis�s et tels que les visiteurs v� et v� sont plac�s dans le m�me

hotel�
R�ponse� C�

� ��
 � ��
Exercice�
Soient des �v�nements tels que�



��

P �A� � �
� P �B� � �

� P �A �B� � �
�

Montrer les relations suivantes et repr�senter par des diagrammes de Venn les �v�nements
correspondants�

�� P �A �B� � P �A� � P �B�� P �A �B� � �
�

�� P �Ac� � �� P �A� � �
� P �Bc� � �� P �A� � �

�
�� P �Ac �Bc� � P ��A �B�c� � �� P �A �B� � �

�
�� P �Ac �Bc� � P ��A �B�c� � �� P �A �B� � �

�
	� P �A �Bc� � P �CAB� � P �A� � P �A �B� � �

�
car on a� A � �A �B� � �A �Bc�� l�union de deux �v�nments mutuellemnt exclusifs�
Exercice�
Soient E�F et G trois �v�nements quelconques �trois conditions�� Trouver les expressions et

dessiner les diagrammes des �v�nements suivants�
� E seul est r�alis�� E � F c �Gc

� E et G le sont mais pas F � E �G � F c

� au moins l�un des trois est r�alis�� E � F �G
� les trois le sont� E � F �G
� aucun ne l�est� Ec � F c �Gc

� au moins deux d�entre eux le sont� �E � F � � �E �G� � �F �G�
Exercice�
�� Soient E�F et G trois �v�nements quelconques� Montrer l��galit��

P �E � F �G� � P �E� � P �F � � P �G�� P �Ec � F �G�
�P �E � F c �G�� P �E � F �Gc�� �P �E � F �G�

en d�duire l�in�galit� de Boole�
P �E � F �G� � P �E� � P �F � � P �G�
Preuve�
On a que E � F � S � �E � F � � �G �Gc� � �E � F � � �G �E � F � � �Gc �E � F �
qui est l�union de deux �v�nements mutuellement exclusifs� D�o��
P �E � F � � P �E � F �G� � P �E � F �Gc�
�� Montrer par r�currence qu�en g�n�ral�
P ��ni	�Ei� �

Pn
i	�P �Ei�

Exercice�
�� Montrer que�
P �E � F � 	 P �E� � P �F �� �
Preuve�
P �E � F � � P �E� � P �F �� P �E �F � 	 P �E� � P �F �� �
�� Montrer l�in�galit� de Benferroni�
P �E� �E� � � � � �En� 	 P �E�� � P �E�� � � � �P �En�� �n� ��
Preuve�
Par r�currence en utilisant la question pr�c�dente�
Exercice�
Un groupe est form� de � couples� � hommes et � femmes�
On choisit � personnes au hasard�
�� Quelle est la probabilit� d�avoir �une personne de chaque couple��A�

P �A� �
��

C�
�

�
�

�	

�� Quelle est la probabilit� d�avoir �� hommes et � femmes��B�

P �B� �
C�
� �C�

�

C�
�

�
��

�	

�� Quelle est la probabilit� d�avoir A et B �

P �A �B� �
C�
�

C�
�

�
�

��
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Exercice�
On enferme au hasard N lettres di��rentes dans N enveloppes d�adresses di��rentes� Quelle est

la probabilit� pour qu�une lettre au moins arrive � son vrai destinataire�
Exercice�
On suppose que n personnes sont pr�sentes ensemble�
�� Quelle est la probabilit� que leurs dates de naissance tombent sur des jours tous di��rents

�on ne consid�re pas l�ann�e et on exclut le �� F�vrier��
�� Quelle valeur minimale faut�il donner � n pour que cette probabilit� atteigne 	� ��


