
Chapitre �

Analyse combinatoire

Il arrive souvent dans le calcul des probabilit�s de d�nombrer �ou de compter� les di��rentes
situations pouvant se pr�senter lors d�une exp�rience �nombre de r�sultats possibles pour une
exp�rience�� C�est l�objet de l�analyse combinatoire qui est donc la th�orie du d�nombrement �ou
du comptage�� Toute cette th�orie est bas� sur le th�or
me suivant�

Th�or�me� Principe fondamental du d�nombrement
Si r exp�riences doivent �tre r�alis�es et sont telles que la premi
re peut produire n� r�sultats�

la deuxi
me peut produire n� r�sultats� etc� ��� alors il y aura au total n� � n� � n� � � �nr r�sultats
possibles pour les r exp�riences prises ensemble�

Exemple ��
On peut d�montrer ce th�or
me pour r � �� en consid�rant deux exp�riences l�une donnant n

r�sultats �i � �� �� � � �� n� et l�autre donnant m r�sultats �i � �� �� � � ��m�� L�exp�rience global va
donner n �m r�sultats not�s �i� j��

Exemple ��
Le nombre de plaques min�ralogiques compos�es de � lettres et � chi�res est de �������������� �

�������
Si on exclut la r�p�tition des chi�res et des lettres� leur nombre devient �� ��	 ����
�� � �������
Exemple ��
On consid
re le jet de deux d�s� Le nombre de r�sultats possibles qu�on peut avoir est ���
Th�or�me� Arrangements
On consid
re n objets tous di��rents� Il existe�
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arrangements dans un ordre donn� de r objets pris parmi les n objets�
D�monstration� par le th�or
me �a�
Th�or�me� Permutations
Le nombre de permutations de n objets di��rents est n
 � An

n �c�est � dire d�arrangements de
n objets consid�r�s en m�me temps et pris dans un ordre donn���

D�monstration� par le th�or
me �a�
Th�or�me� �Coe�cients multinomiaux�
Il y a�
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permutations di��rentes de n objets parmi lesquels n� sont semblables� n� sont semblables� ���
Exemple ��
Comment peut�on placer � boules blanches et � boules rouges�
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Les di��rentes dispositions sont� BBRR�BRBR�BRRB�RBRB�RRBB�RBBR
Exemple ��
Combien de permutations di��rentes peut�on former avec �� boules� dont � sont blanches� �

rouges et � vertes�
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Th�or�me� Combinaisons
Cn
r � An

r �r
 est le nombre de combinaisons de r objets pris parmi n �l�ordre n�est pas signi�catif
contrairement � l�arrangement��

Exemple �� Choix entre arrangements et combinaisons
On veut former un sous�groupe de � personnes choisies parmi 	 personnes� Combien y a t�il de

choix possibles�
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Si on a�ecte des fonctions pr�cises aux � personnes du sous�groupe� par exemple la premi
re
est nomm�e pr�sident et la deuxi
me secr�taire� on a alors beaucoup plus de possibilit�
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Exercice� Partitions ordonn�es
Une boite contient 
 boules num�rot�es de � � 
� On tire de la boite d�abord � boules� puis �

boules et en�n � boules� Calculer le nombre de partition ordonn�es �A�� A�� A�� de l�ensemble des

 boules�

f��� ��� ��� �� 	�� �����g et f��� ��� �����	�� ��� ��g sont deux partitions di��rentes� par contre f��� ��� �����	�� ��� ��g
et f��� ��� �	� �� ��� �����g sont les m�mes�

Le premier tirage donne C�
� possibilit�s�

Le deuxi
me tirage donne C�
� possibilit�s�

Le premier tirage donne C�
� possibilit�s�

Soit au total C�
� �C�

� � C�
� � ��

������ possibilit�s�
Le r�sultat de cet exrecice peut se g�n�raliser par le th�or
me suivant�
Th�or�me� Partitions ordonn�es
Si un ensemble A contient n �l�ments et si n�� n�� � � � � nr sont des entiers positifs tels que

n� � n� � � � �� nr � n� alors il existe
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partitions ordonn�es di��rentes de A� de la forme �A�� A�� � � � � Ar� o� A�� A�� � � � � Ar contiennent
respectivement n�� n�� � � � � nr �l�ments�

D�monstration� Le r�sultat vient de la relation suivante�
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Exercice�
On veut placer �� livres �� de math�matiques� � de chimie� � de physique� � de fran�ais� dans

une biblioth
que� Les livres traitant du m�me sujet doivent rester group�s� Combien y a t�il de
dispositions possibles�

R�ponse� �
 � ��
 � �
 � �
 � �
� � �
��
Exercice�
�� On a un groupe compos� de 	 hommes et de 
 femmes� On forme un comit� de � hommes et

de � femmes� Combien de comit�s di��rents peut�on former�
�� � des 
 femmes ne s�entendent pas tr
s bien et refusent de si�ger ensemble� Combien de

comit�s di��rents peut�on former avec cette contrainte�
R�ponse�






�� C�
� �C�

� � �� � �	 � �	� comit�s possibles�
�� En isolant les � femmes dans le groupe� on aura�
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Les derni
res possibilit�s �au nombre de 	� sont � exclure� D�o� le nombre de comit� possibles�
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Exercice�
Un �tudiant doit r�pondre � 
 des �� questions d�un examen�
�� Combien a t�il de choix possibles�
�� m�me question s�il est oblig� de choisir au moins � des 	 premi
res questions�
R�ponse�
�� C��

� � ���
���� � ��� possibilit�s�

�� �	� 	�� C�
� �C�

� �C�
� �C�

� � C�
� �C�

� � ���
Les �� possibilt�s � exclure sont donn� par C�

� �C�
� �

Exercice�
Combien y a t�il de fa�ons de placer 	 personnes autour d�un cercle�
�� si elles peuvent �tre placer de fa�on quelconque�
�� si deux personnes bien determin�es ne peuvent pas �tre l�une � cot� de l�autre�
R�ponse�
�� Lorsqu�on place une personne� il nous reste � possibilit�s pour les � personnes qui restent�

ensuite � possibilit�s� ���
Soit � � � � � � � � �
 � �� possibilit�s au total�
�� ��� � � �
 � �� possibilit�s�
Remarques�
On a la formule du bin�me qui utilise les combinaisons�

�x� y�n �
nX

k	�

Cn
kx

kyn�k �����

Et en g�n�ral� en utilisant les coe�cients multinomiaux�

�x� � x� � � � �� xr�
n �

X

n��n������nr�

Cn
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xn�� � xn�� � � �xnr

r ���	�

en respectant dans la sommation la condition n� � n� � � � �� nr � n�
Exercice�
D�montrer
�� Cn

r � Cn��
r �Cn��

r��

�� Etablir le triangle de Pascal
�� Etablir la formule du bin�me
�� Etablir la formule du trin�me
Exercice�
Montrer que si r � min�m�n� alors�
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� �Cm
r �Cn

� �Cm
r�� � � � �� Cn
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