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1. Introduction

* lanalyse combinatoire est une branche des
mathématiques qui étudie comment compter les objets.

+ Elle fournit des méthodes de dénombrements
particulierement utiles en théorie des probabilités.

* Les probabilités dites combinatoires utilisent
constamment les formules de Fanalyse combinatoire.

2. Arrangemeniy
2.1. Definitionw

On appelle arrangements de p objets toutes suites ou sélections
ordonnées de p objets pris parmi les n objets.

Le nombre d’arrangements de p objets pris parmi n est noté :
Ap 1<psnetnpé€EN
i -

Remarque :
» Sin<p,alors A¥ . =0

n! n! nl
. An:——————:—:———: '
7 (n-n) O 1"

« Deux arrangements de p objets sont donc distincts s’ils différent
por la nature des objets qui les composent ou par leur ordre
dans la suite.
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2. Arvr
2.2. Exemples

(1) Dans un enchainement d’une séquence d’ADN , on
distingue 4 nucléotides [A {Adénine), C (Cytosine), G
(Guanine) et T (Thymine)].

Il existe différents arrangements possibles de deux
nucléotides ou dinucléotides avec p=2 et n=4.

(2) Le nombre de mots de 5 lettres (avec ou sans
signification) formés avec les 26 lettres de I'alphabet
correspond au nombre d’arrangements possibles avec
p=5 et n=26.

Dans les (1) et (2) , 'ordre des éléments dans la suite est
essentiel.

Ainsi pour I'exemple (2), le mot NICHE est différent du mot
CHIEN.

* Mais dans les deux exemples, une base ou une lettre de
I'alphabet peut se retrouver plusieurs fois
(arrangements avec répétition)
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2. Arrongementy
2.2. Exemples

* (3) Les trois médailles dans l'ordre lors d’une compétition
de natation de 10 individus, constitue un des
arrangements possibles avec p=3 et n=10.

alors que dans I'exemple {3) , les trois médaillés a I'arrivée
sont forcément différents (arrangements sans
répétition).

Nb: Il faut donc distinguer le nombre d’arrangements avec
répétition et le nombre d’arrangements sans répétition .

2. Arrongemeniy
2.3. awvec repetilions

» Lorsqu'un objet peut étre observé plusieurs fois dans un
arrangement, le nombre d’arrangement avec répétition
de p objets pris parmi n, est alors :

AD
Ai} =N pavecl_{p_<n
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2. Arrongementy
2.3. avec répetitiony

Pour le premier objet tiré, il existe n maniéres de ranger
l'objet parmi n.
Pour le second objet tiré, il existe également n possibilités

d‘arrangements car le premier objet fait de nouveau parti
des n objets. On parle de tirage avec remise.

Ainsi pour les p objets tirés, il y aura n x n x n x.....x n (p fois)
arrangements possibles, soit

z) »
A7 =nuxnxnx...oxn=n*

Exemples :

(1) Concernant I'exemple de la séquence d’ADN, le
nombre de dinucléotides attendus si 'on fait
I'hypotheése qu’une base peut &tre observée
plusieurs fois dans la séquence (ce qui
correspond effectivement a la réalité) est donc:

A = 47 =16 dinucléotides possibles

Les 16 dinucléotides identifiables dans une
séquence d’ADN sont:

AAACAGATCACCCGCT
GAGCGGGTTATCTGTT

Cane © ¢
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2. Arrangementy
2.4. sang repélitions
* Lorsque chaque objet ne peut étre observé
qu’une seule fois dans un arrangement, le

nombre d’arrangements sans répétitionde p
objets pris parmi n est alors :

, H!
£ 5) b avec l=p=wn
(n-p)! |
ni=n(n-1).n-2).(n-3).(0-4)cceereeenres 2.1

ex: 8!=8.7654321 et 0!=1.

2. Arrongementy

2.4, &amrépe’r’ut’m

e Pour le premier objet tiré, il y a n maniéres de
ranger l'objet parmi n.

* Pour le second objet tiré, il n’existe plus que
n-1 maniéres de ranger 'objet car le premier
objet ne peut plus étre pris en compte.

On parle de tirage sans remise.

8
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Exemples 1:

Concernant l'exemple de la séquence d’ADN, le nombre de
dinucléotides attendu dans une séquence si l'on fait 'hypothése
gu'une base n'est observée qu’une seule fois est donc :

- 4!
A7 = zz—:—:—z—)" = ] 12 dinucleotides possibles
Sous cette contrainte, les 12 dinucléotides possibles sont :

A AC AG AT CA CR'CG CT

GAGCGG GTTATCTG A

Ceci correspond aux 16 arrangements possibles avec répétition

A7 =n" auxquels sont soustraits les 4 dinucléotides {n)
résultant de l'association d'une méme base.

Exemples 2:

* Un groupe de douze amis organise un
concours de ski. Combien y a-t-il de podiums
différents ?

* nous formons un arrangement simple ou sans
répétition (de k éléments choisis parmi n).

47 o
T — p)!
* Dans notre exemple:
4» i -2 C12-11-10-W
< &Fr - (12_3)! = R \

i

12-11-10=1320

?c\%é S &
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3.Permudtalions
3.2. deéfinition

Etant donné un ensemble E de n objets, on
appelle permutations de n objets distincts
toutes suites ordonnées de n objets ou tout
arrangement n a n de ces objets.

Le nombre de permutations de n objets est noté

~,;

3. Permumtbalions
3.2. sang repetiliovw
La permutation de n objets constitue un cas
particulier d’ arrangement sans répétition de p
objets pris parmin lorsque p=n.
Ainsi le nombre de permutations de n objets est

T
= !

- U] =—
Pn & (71 — 1)t

e O
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Exemple 1:

* De combien de maniére peut on placer 8 convives autour
d’une table .

Le nombre de manieres de placer 8 convives autour d’une table
¢
est:

P - 8‘ = 40 320 possibilités

Exemple 2:

Combien existe-t-il de permutations des lettres
a,betc?

Par énumération, nous trouvons

(a; b; ), (a; ¢; b), (b; a; ¢), (b; ¢; @), (c; a; b) et
(c; b; a)

Dans notre exemple: 31 = 6.

P@%@ o6

10/10/2015



3. Pernudtations
3.2. awec repelition

Dans le cas ou il existerait plusieurs répétitions k
d’un méme objet parmi les n objets, le nombre de
permutations possibles des n objets doit étre
rapporté aux nombres de permutations des k objets

identiques.

Le nombre de permutations de n objets est alors :
7zt

77—

En effet, les permutations de k objets identiques

sont toutes identiques et ne comptent que

pour une seule permutation.

Exemple :

Considérons le mot « CELLULE ». Le nombre de
mots possibles (avec ou sans signification)

que I'on peut écrire en permutant ces 7 lettres est
: 7!

en considérant deux groupes de lettres identiques
: L (3 fois) et E (2 fois).

?aa\_e 02
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4. Combinaisonsy
4. 1. définition

Si l'on reprend I'exemple de la séquence d’ADN, a la
différence des arrangements ot les dinucléotides AC
et CA formaient deux arrangements distincts, ces
derniers ne formeront qu’une seule combinaison.
Pour les combinaisons, on ne parle plus de suite ni
de série puisque la notion d’ordre des objets n’est
plus prise en compte.

On parle alors de tirages avec ou sans remise.

4. Combinaisonsy
4. 1.sans remise
Etant donné un ensemble £ de n objets, on
appelle combinaisons de p objets tout ensemble
de p objets pris parmi les n objets sans remise.

Le nombre de combinaisons de p objets pris
parmin est noté : [’

Remarque : On a nécessairement 1<sp<n
Si n<p, alors par convention: (7 =0

~
D A
| ade AD
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4. Combinaisons
4. 1.sons remise

Le nombre de combinaisons de p obick PIIS pammt & el ams remise ost:

(=
p

n

o .
notee | avee Fepsa

o

Exemples :

(1) Le tirage au hasard de 5 cartes dans un jeu de 32 {main de
poker) est une combinaison avec p=5 et n=32.

(2) La formation d’une délégation de 5 personnes parmi un
groupe de 50 constitue une combinaison avec p=5 et n=50.

Pour ces deux exemples, les objets tirés sont clairement distincts

* Le nombre de combinaisons de p objets pris parmi n et sans

remise est :

1
CP =—1"
" plin— !

avecl<p=<n

10/10/2015

12



Exemples 1:

Dans une classe de 21 éléves, nous voulons choisir une
délégation de 3 éléves. Combien de délégations différentes
pouvons-nous former ?

* le premier délégué: 21 personnes possibles
* le deuxiéme délégué: 20 personnes possibles
* le troisiéme délégué: 19 personnes possibles

Mais en choisissant de la sorte la délégation, nous avons tenu
compte de l'ordre, qui est ici sans importance.

Il faut donc diviser par le nombre de permutations qui existent
dans la délégation, soit 3!. Ce qui donne:

213 21! i as ers
( 3 ) T 1330 délégations différentes

Exemples 2 :

* Dans le cadre de I'exemple de la séquence d’ADN, le nombre
de dinucléotides attendus sans tenir compte de l'ordre des
bases dans la séquence (hypothése justifiée dans le cas de
FADN non codant) est donc :
cio ) o _ 33 dinudéotides

Lo) Toa—2y ~ 2 x]

-

Les 6 dinucléotides possibles sous cette hypothése sont :

[Aci AGllaTt ]l gl Tl oT

|
. |
jCAajaa || TA | GC || TC | | TG

PO é}é’.
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Exemples 3 :

De combien de manieres peut-on choisir un lot
de 3 antibiotiques parmi 8 ?

3 8!
. 8 31(8-3)! Donc ie nombre de
maniéeres de choisir 3 antibiotiques parmi 8

est égala 112.

4. Combinaisons
4. 1.awvec remise

Le nombre de combinaisons de p objet parmi n avec remise est :

g (v pp—1)!
G 2 —1)!
* Soit la constitution de mots de 3 lettres a partir d'un alphabet 3

5 lettres avec remise, ainsi

Vo :
(- =C5,3_,,3 =(y avees oA p=3

;;c;) H

C3 (7+3-1)! 91 7’;/794

37-1)! 3! 6! ;/.;./1./6/1

= 34.7=84

10/10/2015
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k elements

Sans répétition

R

rd

I d

esume

Avec répétition

parmi n
Ordre ) nCo;nbmals’c;:v (‘57 B {1+ _;'HI?
indifférent ( B ) = mr_——k_)_l el !-7!(” -1y
Arrangement Arrangement
sans répétition o ue
- o avec réepétition
Ordre k= T nk
important |
Sik=mn . Permutation avec répétition
Permutation .
&
n! =z, =
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