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الفصـل الرابـع 

التشتـت ومقاييـس الشكـل

I ـ مقاييـس التشتـت

مفهـوم التشتـت:


التشتـت صفـة هامـة مـن صفـات أي مجموعـة مـن البيانـات الرقميـة ، فلا يمكـن أن نتصـور تسـاوي أطـوال جميـع الطلبـة أو أوزانهـم أو أعمارهـم، ولهـذا فإن القيمـة (وهـي أحـد المتوسطـات) التـي نعتبرهـا ممثلـة لمجموعـة مـن القيـم لابـد وأن تكون مصحوبة بقيمة أخـرى تقيـس لنـا مـدى تباعـد القيـم أو قربهـا مـن هـذه القيمـة .


إذًا التشتـت فـي أي مجموعـة مـن القيـم يقصـد بـه درجـة التفـاوت أو الاختـلاف بيـن قيـم هـذه المجموعـة، فـإذا كانـت قيـم المجموعـة متقاربـة مـن بعضهـا البعـض يكـون التشتـت صغيـرًا، وإذا كانـت متباعـدة عـن بعضهـا البعـض أي متباينـة يكـون التشتـت كبيـرًا.

بنـاء علـى الأسبـاب السابقـة، يـرى علمـاء الإحصـاء أنـه مـن أجـل مقارنـة مجموعتيـن أو أكثـر مـن البيانـات، لا نكتفـي بمقيـاس التوسـط (المتوسطات) التـي سبـق لنـا دراستهـا فـي الفصـل الثالـث، حيـث قـد يكـون للمجموعتيـن نفـس المتوسـط ولكنهمـا تختلفـان فـي درجـة التشتـت. فقـد نجـد أن قيـم إحـدى المجموعتيـن متجمعـة حـول متوسـط المجموعـة ، بينمـا قيـم المجموعـة الأخـرى منتشـرة ومتباعـدة عـن متوسطهـا ، وعندئـذ يقـال أن المجموعـة الأولـى أقـل تشتـتـًا مـن المجموعـة الثانيـة ، أو بعبـارة أخـرى فـإن قيـم المجموعـة الأولـى أكثـر تجانـس مـن قيـم المجموعـة الثانيـة .


إذا كان لدينـا مجموعتـان مـن الأشخـاص، وكل مجموعـة تتكـون مـن خمسـة أشخـاص حيـث الأجر في الساعة ( د.ج ) لكـل فـرد فـي المجموعتيـن هو كالآتـي :

ـ المجموعة الأولـى : 320  ،  320  ،  320  ، 320  ،  320 .

ـ المجموعة الثانيـة : 160  ،  200  ،  240  ،  440  ،  560 .


بالرغم من أن الوسط الحسابي في كل من المجموعتين متساوي وهو 320 د.ج ، فإننا نجـد أن انتشار أو تباعـد مفـردات المجموعـة الأولـى يسـاوي الصفـر أي مفـردات المجموعـة الأولـى تامـة التجانـس ولذلـك  فـإن وسـطهـا الحسابـي يمثـل أدق تمثيـل مفـردات هـذه المجموعـة. بينمـا الوسـط الحسابـي فـي المجموعـة الثانيـة قـد فقـد كثيـرًا مـن قيمتـه كمقيـاس للنزعـة المركزيـة بسبـب عـدم تجانـس مفـردات المجموعـة وانتشارها الواسـع ، فوسطهـا الحسابـي ضعـف القيمـة الأولـى ويسـاوي نصـف القيمـة الخامسـة تقريبـًا . لهـذا كلمـا تباعـدت قيـم مجموعـة مـا فـي توزيـع إحصائـي كلمـا فقـد المتوسـط قيمتـه كممثـل للمجموعـة .


يمكننـا أن نصنـف مقاييـس التشتـت إلـى مجموعتين :

أ ـ مقاييـس التشتـت المطلقـة : وهـي التـي تقيـس درجـة التشتـت مقـدرًا بالوحـدات التـي تقيـس قيـم الظاهـرة نفسهـا مثـل : كلغ ، سـم ، د.ج ...

ب ـ مقاييـس التشتـت النسبـي : وهـي التـي تقيـس التشتـت علـى شكـل نسـب مئويـة .

 1ـ مقاييـس التشتـت المطلقـة :

1.1 ـ المـــدى :


المـدى هـو الفـرق بيـن أكبـر قيمـة وأصغـر قيمـة فـي البيانـات المعطـاة . وهـو مقيـاس يـدل على مقـدار التباعـد بيـن قيـم الوحـدات الإحصائيـة .

فإذا رمزنا لأكبر قيمة بـ  XMAX  ولأصغر قيمة بـ  XMin  وللمدى بالرمز  R  نجد :

Xmin          ــ  R = Xmax 
مثـال :     أحسـب مـدى القيـم : 12 ، 15 ، 16 ، 20 ، 13 .

الحـل : Xmin     = 20 - 12 = 8                                                                           ــ R = Xmax  

ومـن ميـزات هـذا المقيـاس أنـه سهـل الحسـاب ولا يتطلـب أي عنـاء ، ومـن عيوبـه أنه يعتمد على القيمتين المتطرفتين فقط ، ولا يأخذ بقية القيم بعين الاعتبار .
2.1 ـ الإنحـراف الربيعـي :

للتخلص من أثر القيم المتطرفة على المدى كمقياس للتشتت ، فإنـه يعمد إلى دراسة مقيـاس آخر لقياس التشتت وهو الإنحراف الربيعي ( ويسمى أيضـًا نصف المدى الربيعي ) الـذي هـو عبارة عن نصف الفرق بين الربيع الثالث والربيع الأول ، ويحسب وفق المعادلة التالية : 

                                

 

مثـال1 : أحسب الانحراف الربيعـي للقيم التالية : 12 ، 16 ، 17 ، 19 ، 21 ، 25 ، 26 .

الحـل : حسـاب Q1 : ترتيـب Q1 =

  ، ومنـه قيمـة Q1 هـي القيمـة التي ترتيبهـا 2 ضمـن القيـم وهـي 16 .  
حسـاب Q3 :  ترتيب   Q3= 

  ، ومنـه قيمـة Q3 هي القيمـة التي ترتيبهـا 6 ضمـن القيـم وهـي 25 .

الإنحراف الربيعـي هـو :  

 .


من مزايـا هـذا المقيـاس أنـه لا يعتمد علـى القيـم المتطرفـة كمـا أشرنـا سابقـًا ، ولكـن مـن عيـوبـه أيضـًا أنـه لا يأخـذ بعيـن الاعتبار جميـع القيـم عنـد حسابـه ، ويعتمـد علـى الربع الأول والربـع الثالـث فقـط .

مثـال 2 : لدينـا الجـدول التكـراري التالـي الـذي يمثـل علامـات 40 طالـب :

الجـدول رقـم (01)

	الفئات
	0 - 4 
	4 - 8
	8 - 12 
	12 - 16
	16 - 20

	التكرارات
	8
	10
	14
	5
	3


المطلـوب : حسـاب الانحراف الربيعـي لهـذا التوزيـع .

الحـل : نحسـب كل مـن   Q1و     Q3مـن الجــدول التالـي :
الجـدول رقـم (02)

	الفئـات
	التكرارات
	ت.ت.ص

	0 - 4
	8
	8

	4 - 8
	10
	18

	8 - 12
	14
	32

	12 - 16
	5
	37

	16 - 20
	3
	40

	المجمـوع
	40
	ــ


 نحسـب Q1 مـن العلاقــة :       

. 

ترتيـب Q1 = 

  فئـة الربيـع الأول هـي ( 4 ـ 8 ) .

[image: image1.wmf]8

.

4

4

.

10

8

10

4

1

=

-

+

=

Q


نحسـب Q3 من العلاقـة : 

 

ترتيـب Q3 = 

 ،  فئـة الربيـع الثالـث هـي (8 - 12 ) .

        

 .

بالتعويض في علاقة الانحراف الربيعي نجـد :  

 .

3.1 ـ الإنحـراف المتوسـط :


لاحظنا في المقياسين السابقين أنهما لم يأخـذا بعين الإعتبار جميع القيم عند الحساب . أمـا الإنحراف المتوسط فـإن فكرته تقـوم علـى أسـاس إهمـال الإشارات الجبريـة للإنحرافـات . والإنحراف المتوسط هو مجمـوع الإنحـرافات بالقيمـة المطلقـة مقسومـة علـى عـدد القيـم .


ويحسـب الإنحـراف المتوسـط عـادة حـول الوسـط الحسابـي أو حـول الوسيـط .

1.3.1 ـ الإنحراف المتوسط حول الوسط الحسابي :

إذا رمزنا للانحراف المتوسط حول الوسط الحسابي بالرمز

 تكون صيغة حسابه كما يلي:             
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 . أو 
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                                حيـث :        
وفي البيانات المبوبـة نضـرب الانحرافات المطلقة بالتكرارات فنحصل على الصيغة :
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،   أو 
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                           حيـث :   

ويحصر المجال 

 في التوزيع المتماثل 57.5 % من قيم التوزيع .

2.3.1 ـ الانحراف المتوسـط حـول الوسيـط :


قد يحسب الانحراف المتوسط حول الوسيط ، وفي هذه الحالة نطبق الصيغة التالية :
                               


                                                         

 


أما بالنسبـة للبيانات المبوبـة فإننـا نضـرب الإنحرافـات السابقـة في التكرارات نجـد : 
                     


                                                              


مثـال 1 : 


إذا كانت لدينـا القيـم التاليـة  6 ، 8 ، 14 ، 6 ، 16 والتي تمثـل علامات خمس طـلاب في إحدى المقاييس ، المطلوب : حساب الانحراف المتوسط حول كل من الوسط الحسابي والوسيط . 

الحـل: نحسب الوسـط الحسابي والوسيـط ثم نحسب انحرافاتهم كما يلي:
الوسـط الحسابـي: 


الانحراف المتوسط حول الوسط الحسابي :



 

الوسيـط :  ت و = 

 ، نرتـب القيـم ترتيـب تصاعـدي فنجـد :

6 ، 6 ، 8 ، 14 ، 16 ، القيمـة التي ترتيبهـا 3 هي القيمـة 8 وهـي قيمـة الوسيـط .

الإنحـراف المتوسـط حـول الوسيـط : 




مثال 2 : من الجدول رقم (01) ، أحسب الانحراف المتوسط حول كل من الوسط الحسابي والوسيط . 
الحـل : الجدول التالي يبين الحسابات اللازمة لإيجاد الانحراف المتوسط حول كل من الوسط الحسابي والوسيط : 
الجـدول رقـم (03) 

	الفئـات
	fi
	Xi
	fi Xi
	


	fi

 
	ت.ت.ص
	(Xi -Me(
	fi



	0 - 4
	8
	2
	16
	6.5
	52
	8
	6.6
	52.8

	4 - 8
	10
	6
	60
	2.5
	25
	18
	2.6
	26

	8 - 12
	14
	10
	140
	1.5
	21
	32
	1.4
	19.6

	12 - 16
	5
	14
	70
	5.5
	27.5
	37
	5.4
	27

	16 - 20
	3
	18
	54
	9.5
	28.5
	40
	9.4
	28.2

	المجموع
	40
	ــ
	340
	
	154
	ــ
	
	153.6



حسـاب الإنحراف المتوسط حول الوسط الحسابي :


لدينـا العلاقـة :    

  ، نحسب قيمة الوسط الحسابي بالطريقة التالية :

                                           

    

نطبـق علاقـة الانحراف المتوسـط فنجـد :

                                 

 

حساب الانحراف المتوسط حول الوسيـط :




لدينا العلاقة : 

 ، نحسب قيمة الوسيط فنجـد :

               ت و = 


        

 

الانحراف المتوسـط حول الوسيـط هـو : 


4.1 ـ الإنحـراف المعيـاري :

مما لا شك فيه أن الانحراف المعياري يعتبر من أكثر مقاييس التشتت أهمية لأنه مفهوم جبري محدد بدقة ، وهو أقوى مقاييس التشتت حساسية وأكثرها شيوعًا . والفكرة الأساسية لهذا المقياس هي أنه بدلاً من إهمال الإشارات الجبرية عند حساب الانحراف المتوسط، نحاول التخلص من هذه الإشارات بطريقة أخرى أكثر صلاحية، وذلك بتربيع الانحرافات. 


ويعرف الانحراف المعياري بأنه الجذر التربيعي لمتوسط مجموع مربعات انحرافات القيم عن وسطها الحسابي . ومربع الإنحراف المعياري يسمى التبايـن ، ويمكن حسابه بعدة طرق منهـا :

1.4.1 ـ الإنحـراف المعيـاري لبيانـات غيـر مبوبـة :
1.1.4.1 ـ الطريقـة المباشـرة :



إذا رمزنـا بـ 

 لانحراف القيمـة الأولـى X1 عـن الوسـط الحسابي 

 وللانحراف المعيـاري بالرمـز ( ، فإنـه يكـون لدينـا :
( X1-X )² = x1²

( X2-X )² = x2²
( X3-X )² = x3²
.

.

( Xn-X )² = xn²
                    
     بالجمـع نجـد :



( Xi  - 

 )² = 



 EMBED Equation.2  
      
  

استنادا إلـى تعريـف الانحراف المعيـاري نكتـب :

                                                     




2.1.4.1 ـ عـن طريـق الانحرافات عـن وسـط فرضـي : 

لقـد رأينـا عنـد دراستنـا للوسـط الحسابـي أن : + (

 d1 = ، وكذلـك : 

 


فـإذا ربعنـا المعادلـة  + ( 

  d1 = وكـان لدينـا N  قيمـة ينتـج لدينـا ما يلـي :




       






                  .

                  .

                  .



   بجمع المعادلات السابقة طرف إلى طـرف نجـد :



                                                             

[image: image10.wmf]بمـا أن  = 0

(   فـإن المجمـوع السابـق يصبـح : 

  
 أو بشكل آخـر:       


   فإذا عوضنا عن قيمة 

 بما يساويهـا فـي الصيغـة 

 نجـد :

        


 بالتعويض عن (² بالمقـدار 

 نحصل على : 
[image: image11.wmf]
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3.1.4.1 ـ عـن طريـق قيـم X نفسـها : 


         نربـع طرفـي العلاقـة :  

  

 فنحصل على  : 

  ننشر قـوس الطرف الأيمن فنجـد :



  وبتوزيع مـا خـارج القـوس نجـد :

                         

                                       


 ، ولدينـا : 

   ، نعـوض فـي العلاقـة الأخيـرة ونجـذر الطرفيـن فنحصـل على الصيغة المطلوبـة :                                  

[image: image13.wmf]2

i

2

i

)

N

X

(

N

X

å

-

å

=

s


مثال : القيم التالية تمثل علامات خمسة طلاب في إمتحان المحاسبة : 10 ، 8 ، 14 ، 7 ، 16 . المطلوب : حساب الانحراف المعياري بمختلف الطرق لهؤلاء الطلبة .

 الحـل :  الجـدول التالـي يبيـن الحسابـات اللازمـة للحـل ، وبفـرض أن  A = 12  .

الجـدول رقـم (04)

	Xi
	)

(Xi-
	)²

(Xi-
	di=Xi-A
	d²
	X²

	10
	ـ 1
	1
	ـ 2
	4
	100

	8
	ـ 3
	9
	ـ 4
	16
	64

	14
	3 
	9
	2
	4
	196

	7
	ـ 4
	16
	ـ 5
	25
	49

	16
	5
	25
	4
	16
	256

	(Xi=55
	)= 0

 ((Xi-
	)²= 60

 ((Xi-
	( di= - 5
	(d²=65
	(X²=665


1 ـ الطريقـة المباشـرة :                 

 

2 ـ طريقـة الإنحرافات :     


3 ـ عـن طريـق قيـم X نفسهـا :  



2.4.1 ـ حسـاب الإنحـراف المعيـاري مـن بيانات مبوبـة :

لحساب الإنحراف المعياري لبيانـات مبوبة يكفي أن نضرب مراكز الفئـات بتكراراتها ونعـوض فـي الصيـغ السابقـة التـي طبقناهـا في البيانات غير المبوبة . فـإذا كانـت X1 , X2 , X3 , . . . , XK تمثـل مراكـز الفئـات و f1 , f2 , f3 , . . . , fK  تكراراتهـا علـى الترتيـب ، يمكـن حسـاب الإنحـراف المعيـاري مـن توزيـع تكـراري بالطـرق التاليـة :

1.2.4.1 ـ الطريقـة المباشـرة :                             


2.2.4.1 ـ طريقـة الإنحرافـات :                                 


3.2.4.1 ـ عـن طريـق قيـم  X نفسهـا :                        


4.2.4.1 ـ عـن طريـق الانحرافات المختصـرة :


تطبـق هـذه الطريقـة فـي الجـداول التكراريـة المنتظمـة لأنهـا تحسـب بدلالـة طـول الفئـة .

لدينـا العلاقـة : 

 ، حيث : Ui الإنحـراف المختصـر و di = Xi-A  و C طول فئـة التوزيع .

وينتـج مـن الكسـر السابـق :  d i = Ui.C   ، ومربعـه هـو : 

 بضرب طرفـي كـل مـن العلاقتيـن السابقتيـن بالتكرارات المقابلـة وجمـع k معادلـة نجـد :

 f 1 d 1 = f 1 U1.C                                و       

        
                 f 2 d 2 = f 2 U2.C             و       

        
                 f 3 d 3 = f 3 U3.C            و       


                                 .                                 .

                                 .                                 . 

                  f k d k = f k Uk.C          و       

      بالجمـع ينتـج :

                 

          و

       نعـوض كـل مـن 

 و 

 بما يساويهما في علاقة الطريقة (2) طريقة الانحرافات عن وسط فرضي نجـد : 

                 

  ، ويمكن تبسيـط هـذه العلاقة كما يلي :



      أو 


والصيغـة النهائيـة لهـذه الطريقـة هـي : 



مثـال : أحسـب الإنحـراف المعيـاري بمختلـف الطـرق مـن الجـدول رقـم (01) .

الحـل : الجـدول التالـي يبيـن الحسابـات اللازمـة ، ونفـرض أن A = 10 .

الجـدول رقـم (05)

	الفئات
	fi
	Xi
	fiXi
	


	


	di
	fidi
	fidi²
	fiXi²
	Ui
	fiUi
	fiUi²

	0-4
	8
	2
	16
	ـ6.5
	338
	ـ 8
	ـ 64
	512
	32
	ـ 2
	ـ 6
	32

	4-8
	10
	6
	60
	ـ2.5
	62.5
	ـ 4
	ـ 40
	160
	360
	ـ 1
	ـ10
	10

	8-12
	14
	10
	140
	1.5
	31.5
	0
	0
	0
	1400
	0
	0
	0

	12-16
	5
	14
	70
	5.5
	151.25
	4
	20
	80
	980
	1
	5
	5

	16-20
	3
	18
	54
	9.5
	270.75
	8
	24
	192
	972
	2
	6
	12

	المجموع
	40
	ــ
	340
	ــ
	854
	ــ
	ـ 60
	944
	3744
	ــ
	ـ 15
	59


1 ـ الطريقـة المباشـرة :   

 ،  نحسـب الوسط الحسابـي : 

    ومنـه  : 

    
2 ـ طريقـة الإنحرافات عن وسط فرضي : نطبـق العلاقـة :



                                             
3 ـ عـن طريـق قيـم X نفسهـا : مـن تطبيـق العلاقـة التاليـة نجـد :

            


4 ـ بطريقة الانحرافات المختصرة : نعوض في العلاقة :

                


أهميـة الانحراف المعيـاري :


يستعمـل الانحراف المعيـاري كمقيـاس للتشتـت المطلـق بشكـل واسـع فـي الطرق الإحصائيـة ، لقيـاس درجـة الثقـة ، كمـا يستعمـل فـي قيـاس الارتباط بيـن المتغيـرات العشوائية وفي السلاسل الزمنيـة لقيـاس علاقـة الارتبـاط بيـن الظاهـرة المدروسـة والزمـن .


بالإضافـة إلـى ذلـك ، فهـو يتمتـع بخاصـة مهمـة وهـي أنـه فـي حالـة التوزيـع الطبيعـي ، حيـث الوسـط الحسابـي يقـع فـي منتصـف المنحنـى الطبيعـي ، فـإن المـدى ما بيـن الوسـط الحسابـي والإنحـراف المعيـاري يحصـر نسـب معينـة مـن قيـم التوزيـع علـى الشكـل التالـي :

المجـال :  

    أي  

     يحصر    50 %   من قيـم التوزيـع .

المجـال :  

       أي  

         يحصر 68.27  %  من قيـم التوزيـع .

المجـال : 

   أي 

  يحصر   95  %  مـن قيـم التوزيـع .

المجـال : 

     أي 

       يحصر 95.45  %  من قيـم التوزيـع .

المجـال : 

     أي 

        يحصر  99.73 %  من قيـم التوزيـع .


ومن الناحية العملية فإن جميع وحـدات التوزيـع تقريبـًا تكـون محصـورة ضمـن المـدى 

 . لهـذا فهـو يستخـدم لمعرفـة نسبـة أوعـدد القيـم التـي توجـد فـي مجـال محـدد حول الوسط . أو لمعرفـة نسبـة أو عـدد القيـم التـي تقـع خـارج المجـال ، وذلك إذا عرفنا الوسـط الحسابـي والإنحـراف المعيـاري لتوزيـع طبيعـي . مـن هنـا أعتبـر أهـم مقيـاس للتشتـت المطلـق . والشكـل البياني التالي يبيـن المجالات المذكـورة آنفـًا .

شكـل رقـم (01)

يبيـن نسبـة القيم الموجودة ضمن عدد من المجالات لتوزيع طبيعي تبعًا لـ 

 و (

Y                                                                                                                       




X
      

   

   

 

   

   

  

   

    


                                                50 %
                                           68.27% 

                                         95.45    % 

                                            99.73 %
مثـال : 


قامـت إدارة كليـة الطـب بجامعـة قسنطينـة بتسجيـل معـدلات الطلبـة المقبوليـن لديهـا فـي السنـة الأولـى ، وكـان عددهـم 700 طالـب ، وجـدت أن الوسـط الحسابـي لمعدلاتهـم يسـاوي 13.6 ، والإنحـراف المعيـاري يسـاوي 0.64 . فـإذا فرضنـا أن معـدلات هـؤلاء الطلبـة تؤلـف توزيعـًا طبيعيـًا المطلـوب حسـاب مـا يلـي :

1 ـ عدد الطلاب الذيـن تتـراوح معدلاتهـم بيـن 12.96 ــ 14.24 علامـة .

2 ـ عدد الطلاب الذيـن تتـراوح معدلاتهـم بيـن 11.68 ــ 12.32 علامـة . 

3 ـ عـدد الطـلاب الذيـن معدلاتهـم أكبـر مـن 14.88 علامـة .

الحـل :


تمثـل المساحـة تحـت المنحنـى الطبيعـي عـدد الطـلاب جميعـًا . والوسـط الحسابـي يقسـم المنحنـى إلـى قسميـن متساوييـن أي أن 50 % مـن الطـلاب معدلاتهم أقل من 13.6 علامـة و 50 % معدلاتهـم أكبـر مـن 13.6 علامـة . فـإذا حسبنـا نسبـة الطلبـة المحصوريـن بيـن 13.6 و12.96 علامـة ثـم بيـن 13.6 و 14.24 علامـة ، فـإننا نحصـل على نسبـة الطلبـة بيـن 12.96 و 14.24 علامـة ، وبضـرب هـذه النسبـة بعـدد وحـدات المجتمـع ( أي عـدد الطلبـة ) المـدروس نحصـل علـى العـدد المطلـوب .


الفـرق بيـن 13.6 و 12.96 يسـاوي (-0.64) أي مقـدار إنحـراف معيـاري واحـد والنسبـة المقابلـة لذلـك تسـاوي 34.135 %  ( 68.27 % ÷ 2 = 34.135 % ) ،  والفـرق بيـن  13.6   و 14.24 يساوي (0.64 ) أي مقـدار إنحراف معياري واحـد أيضـًا والنسبة المقابلة لذلـك تسـاوي 34.135 %  . والنسبـة المقابلـة للفـرق بيـن 14.24 و 12.96 هـي 68.27 % ( أي مجموع النسبتيـن السابقتيـن ) . ومنـه عـدد الطـلاب الذيـن تتراوح معدلاتهـم بيـن 12.96 و14.24 علامـة هـو :  700 (68.27 ÷ 100 ) = 477.89 (  478 طالبــًا .

2 ـ نلاحـظ أن كـلاً مـن المعدليـن 11.68 و12.32 أصغـر مـن الوسـط الحسابـي . ولحسـاب النسبـة المحصورة بيـن هذيـن المعدليـن يجـب حسـاب النسبـة التـي يحصرهـا كل منهما مع الوسط الحسابي ثم طرح هاتين النسبتين من بعضهما وفقـًا لما يلي:


الفـرق بيـن 12.32 و 13.6 يسـاوي ( ـ 1.28 ) أي مقـدار إنحرافيـن معيارييـن (2) والنسبـة المقابلـة لهذا الفـرق تسـاوي 47.725 % ( أي 95.45 % ÷ 2 = 47.725 % ) . والفـرق بيـن 11.68 و 13.6 يسـاوي ( ـ 1.92 ) أي مقـدار ثلاثـة انحرافات معياريـة والنسبـة المقابلـة لهـذا الفـرق تسـاوي 49.865 % (أي 99.73 % ÷ 2= 49.865 %) . والفـرق بين النسبتيـن يسـاوي 2.14 % .
أي ( 49.865 % - 47.725 % = 2.14 % ) ، وعـدد الطلبـة الذيـن تتـراوح معدلاتهـم بيـن 11.68 و 12.32 علامـة  هـو : 700 ( 2.14 % ÷ 100 ) = 14.98 ( 15 طالبــًا .

3 ـ بمـا أن الوسـط الحسابـي يقسـم مساحـة المنحنـى إلـى قسميـن متساوييـن ، فـإن النسبـة التـي يحصرهـا المعـدل 14.88 فمـا فـوق يسـاوي نصـف المنحنـى مطروحـًا منـه المسافـة مـا بيـن الوسط الحسابـي والمعـدل 14.88 . إن المعـدل 14.88 يبعـد عـن الوسـط الحسابـي بمقدـار 1.28 أي مـا يسـاوي إنحرافيـن معيارييـن ، والنسبـة المقابلـة لذلك تساوي 47.725 % ، ونسبـة نصـف مساحـة المنحنـى تسـاوي 50 % ، ومنـه النسبـة المطلوبة = 50 % - 47.725 % = 2.275 % . أما عدد الطلبة المقابل لذلك :
                             = 700 ( 2.275 % ÷ 100 ) = 15.925 ( 16 طالبـًا .


وهنـاك أيضـًا علاقـة اعتبارية بيـن مقاييـس التشتـت. ففـي التوزيعـات قليلـة الالتواء أو متوسطـة الالتواء تتحقـق لدينـا العلاقتيـن التاليتيـن:

أ ـ الانحراف المتوســط =4\5 الانحراف المعيـاري.

ب ـ الانحراف الربيعـي = 2\3 الانحراف المعيـاري.

فـإذا اعتبرنا المثـال السابـق ذو توزيـع متوسـط الالتواء يكـون لدينـا:

الانحراف المتوســط = 4\5 (0.64) = 0.512 

الانحراف الربيعـي = 2\3 ( 0.64 ) = 0.42666 ( 0.427  .

2ـ مقاييـس التشتـت النسبـي :

1.2 ـ مقارنـة التشتـت لمجموعتيـن أو أكثـر :

إن مقاييس التشتت التي رأيناها سابقًا هي مقاييس مطلقة تقدر بدلالة الوحدات القياسية المختلفة المستعملة في قياس الوحدات الإحصائية كالدينار ، الكيلوغرام ، والمتر وغير ذلك من وحدات القياس أو العد . وبطبيعة الحال فإن هذه المقاييس لا تسمح لنا بمقارنة درجة التشتت بين صفتين تنتميان إلى نفس المجموعة يعبر عنهما بنفس الوحدات القياسية طالما أن المتوسط يختلف في كل منهما. كما لا تسمح لنا هذه المقاييس بمقارنة درجة التشتت بين ظاهرتين مختلفتين لا تشتركان بنفس والحدات القياسية. فلو أردنا المقارنة بيـن تشتت ظاهرتين أو أكثر من هذا النوع ، فإننا نلجأ إلى مقاييس جديدة تسمى مقاييس التشتت النسبي والتي نحصل عليها بقسمة مقياس التشتت المطلق على المتوسط الذي حسب حوله مضروبًا بمائة . 


والصيغـة العامـة لحسـاب مقاييـس التشتـت النسبـي يمكـن تلخيصهـا كمـا يلـي :

مقيـاس التشتـت النسبـي = [مقياس التشتت المطلق ÷ المتوسط الذي حسب حوله ] . 100   .


وبناء علـى هـذه الصيغـة يمكـن أن نكتـب القوانيـن التالية:
1.2 ـ المـدى النسبـي : 


وصيغتـه هـي: 

  حيث: 

 يسـاوي المـدى النسبي .


وقد تكتب صيغـة المدى النسبي بصورة أخـرى إذا عرفنـا أكبـر وأصغـر قيمـة في البيانات المعطاة ، على اعتبار أن هـذه البيانـات تشكـل متواليـة حسابيـة ، فتصبـح العلاقـة :

                                               

  

2.2 ـ الانحراف الربيعـي النسبي:
ويعرف أيضًا باسم معامل الاختلاف الربيعي ، فإذا رمزنا له بالرمز C.V.Q تكون صيغته كما يلي :     

 

وتكتب معادلة الإنحراف الربيعي النسبي في التوزيعات المتماثلة بشكل آخر ، حيث يصبح :

    

 بالتعويـض في الصيغة السابقـة نجـد : 

 
وهـذه الصيغـة الأخيـرة لا تطبـق إلاّ فـي التوزيعـات المتماثلـة فقـط .
3.2 ـ الإنحـراف المتوسـط النسبـي :


وهو يحسب أيضًا حول كل من الوسط الحسابي والوسيط ، وصيغته هي :
1.3.2ـ حـول الوسـط الحسابـي : 

      

 ، حيث : 

 هو الإنحراف المتوسط النسبي حول الوسط الحسابي .
2.3.2 ـ حـول الوسيــط :



     ، حيـث : 

 هو الإنحراف المتوسط النسبي حول الوسيط .

4.2 ـ الإنحـراف المعيـاري النسبـي :


ويعرف بمعامل الاختلاف ويرمز له بالرمز C.V، وهو يستعمل بشكل واسع في التحليل الإحصائي، ويعرف معامل الاختلاف بأنه حاصل قسمة الانحراف المعياري على الوسط الحسابي مضروبًا بمائة. وصيغته تكتب بالشكل التالي :

                                                       
[image: image14.wmf]100
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مثال 1 :
من الجدول رقم (01) أحسب مقاييس التشتت النسبي التالية: الإنحراف الربيعي النسبي، الانحراف المتوسط النسبي حول كل من الوسط الحسابي والوسيط والانحراف المعياري النسبي (معامل الاختلاف).

الحـل : الجـدول التالـي يوضـح الحسـابات الضروريـة .

الجـدول رقـم (06)

	الفئـات
	fi
	Xi
	fi Xi
	(xi(
	fi(xi(
	fi xi²
	ت.ت.ص
	(Xi-Me(
	fi(Xi-Me(

	0 - 4
	8
	2
	16
	6.5
	52
	338
	8
	6.6
	52.8

	4 - 8
	10
	6
	60
	2.5
	25
	62.5
	18
	2.6
	26

	8 - 12
	14
	10
	140
	1.5
	21
	31.5
	32
	1.4
	19.6

	12 - 16
	5
	14
	70
	5.5
	27.5
	151.2
	37
	5.4
	27

	16 - 20
	3
	18
	54
	9.5
	28.5
	270.7
	40
	9.4
	28.2

	المجمـوع
	40
	ــ
	340
	
	154
	854
	ــ
	
	153.6



نحسـب كل مـن الربيـع الأول ، الربيـع الثانـي ، الربيـع الثالـث ، الوسـط الحسابـي والانحراف المعياري من الجدول أعلاه  ونعوض النتائج المتحصل عليهـا فـي الصيـغ التاليـة :  

ــ الإنحـراف الربيعي النسبي : 

[image: image15.wmf]%
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ــ الإنحراف المتوسـط النسبـي :

أ ـ حـول الوسـط الحسابـي :                    
[image: image16.wmf]%
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ب ـ حـول الوسيـط :                            


ــ الإنحـراف المعيـاري النسبـي (معامـل الإختـلاف ) :  

[image: image17.wmf]%
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مثـال 2 :


من خلال دراستنا للعلامات النهائيـة لمجموعتيـن مـن الطلبـة فـي مقيـاس الإحصـاء وجدنـا أن الوسـط الحسابي لعلامات المجموعة الأولى يساوي  13= X1  نقطة بإنحراف معيـاري قدره  3.5= (1  نقطـة . والوسـط الحسابـي لعلامات المجموعـة الثانية هو 16= X2 نقطـة بانحـراف معيـاري قـدره 5 = (2  نقـاط . والمطلـوب بيـن أي مـن المجموعتيـن علاماتهـم أكثـر تجانـس ( أقـل تشتـت ) ؟

الحـل : للإجابة علـى السـؤال السابـق لابـد مـن حسـاب معامـل الإختـلاف لكل مجموعة ، ثـم نقـارن النتائـج المتحصـل عليهـا .

ـ معامـل إختـلاف المجموعـة الأولـى :       

 

ـ معامـل إختـلاف المجموعـة الثانيـة :       


 
مـن مقـارنـة  C.V1  و  C.V2  نجـد أن علامـات المجموعـة الأولـى أكثـر تجانـس ( أي أقـل تشتتـًا ) مـن علامـات المجموعـة الثانيـة . 

III ـ مقاييـس الشكــل

لقـد رأينـا فيمـا سبـق أن التوزيـع التكـراري قـد يمثـل بقيمـة متوسطـة ، ثـم رأينـا أن هـذه القيمـة لا تـدل دلالـة كافيـة علـى التوزيـع وصفاتـه ، فأرفقنـا القيمـة المتوسطة بمقيـاس للتشتـت . ولإتمـام الصـورة يرفـق الوصـف السابـق بمقياسيـن آخريـن ، الأول يقيس إلتواء منحنى التوزيع والثاني يقيس قمة منحنى التوزيع كونها حادة أو مفرطحة . وسندرس في هذا الفصل مقاييس الالتواء ومقاييس التفرطح . ونظرًا لحاجتنا إلى تطبيق العزوم في دراسـة مقاييـس الشكـل المذكـورة ، فإننـا سنتنـاول فـي البدايـة العـزوم ولـو بشكـل مختصـر ، لأننـا كما نعلـم العزوم لهـا علاقـة أساسيـة بعلـم الفيزيـاء .

1 ـ العـزوم :


عـزم أي قـوة هـو مقـدار العمـل الـذي تحدثـه ، ويتوقـف هـذا العمـل علـى القـوة نفسهـا والمسافـة بيـن هـذه القـوة والنقطـة التـي عندهـا تحـدث أثرهـا . 


وبالنسبـة للتوزيـع التكـراري تكـون تكـرارت التوزيـع هـي القـوى المؤثـرة عليه ، وعـزم أي تكـرار يقـاس بحاصـل ضـرب التكـرار فـي إنحرافـه عـن نقطـة الأصـل فـي التوزيـع التـي يعبـر عنهـا الوسـط الحسابـي . أمـا عـزم التوزيـع التكـراري فهـو مجمـوع عـزوم الفئـات مقسـومـًا علـى مجمـوع التكـرارات ، وهـو مـا يطلـق عليـه إسـم العـزم المركـزي الأول .

العـزم المركـزي :



ويطلـق عليـه أيضـًا إسـم العــزم حـول الوسط الحسابـي ، فـإذا رمزنـا لمراكـز الفئـات بـ X1 , X2 , . . . , XK  ولتكـراراتهـا بـ f1 , f2 , . . . , fK علـى الترتيـب وللوسـط الحسابـي بـ 

 ، كمـا نرمـز بـ  mr للعـزم المركـزي مـن المرتبـة  r، ومنـه تكـون لدينـا الصيغـة العامـة لحسـاب العـزم المركـزي كمـا يلـي :

                                    


                                                            


والعـزم المركـزي الأول حيـث r = 1  يسـاوي صفـر أي  0=m1  (مـن خواص الوسـط الحسابي) .
والعـزم المركـزي الثاني حيـث r = 2  يساوي التبايـن أي  (² =m2   .

1 ـ قيـاس الإلتـواء :


هنـاك عـدة مقاييـس للالتواء أهمهـا مقياسي بيرسـون . ففـي التوزيـع الطبيعـي يتسـاوى كل مـن الوسـط الحسابـي والوسيـط والمنـوال ، وكلمـا قـلّ تماثـل التوزيـع نحـو اليميـن أو اليسـار ، اختلفت قيـم هـذه المتوسطـات الثلاثـة ، وفـي الغالـب يقـع الوسيـط فـي ثلـث المسافـة بيـن الوسـط الحسابـي والمنـوال تقريبـًا . فـإذا أخذنـا الفـرق بيـن الوسـط الحسابـي والمنـوال وقسمنـاه علـى الانحراف المعيـاري نحصـل علـى مقيـاس يـدل علـى درجـة التواء التوزيـع كمـا يلـي :

                     

  ، ويسمـى هـذا القانـون بمعامـل بيرسون الأول للالتواء .

وقـد رأينـا فـي علاقـة سابقـة أن  

  ، ومـن هـذه العلاقـة يمكـن كتابـة معامـل بيرسـون الثانـي للالتواء كمـا يلـي : 

 

وتكون قيمة SK1 و   SK2 محصورة بين ( -1 و +1 ) وفي التوزيعات المتماثلـة تساوي صفـر .


وهناك مقياس آخر مهم لحساب الالتواء يعتمد في حسابه على العزم المركزي الثالث ،  فإذا رمزنـا لمعامـل الالتواء باستخـدام العزوم بالرمـز 

 تكون لدينا الصيغة التالية :

                                      

   

وفـي التوزيعـات تامـة التماثـل مثـل التوزيـع الطبيعـي تكـون 0 = 

 .


إن الصيغ الثلاثة التي عرضناها لحساب معامل الإلتـواء ، لا يمكـن تطبيقهـا فـي الجداول المفتوحـة ، لذلـك يلجـأ إلـى تطبيـق مقياسـان آخـران لحساب معامل الالتواء هما :

ـ معامـل الإلتـواء الربيعـي :



وهـو يعتمـد فـي حسابـه علـى الربيعيـات : الأول ، الثانـي والثالـث . فـإذا رمزنـا لـه بالرمـز C.Q تكـون صيغتـه كمـا يلـي :

                                          

  

يسمـى المقـدار 

 بالمـدى الربيعـي .

2 ـ التفـرطـح : 


يعـرف التفرطـح بأنـه درجـة تدبـب قمـة منحنـى التوزيـع ، ويؤخـذ عـادة بالمقارنـة مـع منحنـى التوزيـع الطبيعـي ، فالمنحنـى ذو القمـة العاليـة نسبيـًا مثـل المنحنى المعطى بالشكـل ( أ) يسمـى منحنـى مدببـًا ، بينمـا المنحنـى المعطـى بالشكـل ( ب ) حيـث قمتـه مسطحـة يسمـى مفرطحـًا ، أمـا المنحنـى المعطـى بالشكـل ( جـ ) وهـو منحنـى توزيـع طبيعـي ، حيـث قمتـه ليسـت مدببـة ولا مفرطحـة يسمـى منحنـى متوسـط التفرطـح أي منحنـى معتـدل ، والأشكـال المشـار إليهـا هـي :


                                                                                                     

   الشكل ( أ )  منحنى مدبـب         الشكل (ب) منحنى مفرطـح        الشكل (جـ) منحنى معتدل

 معامـل التفرطـح : 

للحكـم علـى منحنـى أي توزيـع بأنـه مدبـب أو مفرطـح ، لابـد مـن مقارنـة معامل تفرطح المنحنى المدروس  بمعامل منحنى التوزيـع الطبيعـي . ولقيـاس معامـل التفرطـح نستخـدم العـزم المركـزي الرابع (حـول الوسـط الحسابـي ) حسـب الصيغـة التاليـة :
                                                            

   

علمـًا بـأن : 

 ، ويمكننـا أن نميـز الحالات التاليـة :
K = 3      إذا كـان منحنـى التوزيـع التكـراري طبيعيـًا .

  K ( 3   إذا كـان منحنـى التوزيـع التكـراري مدببـًا .

K ( 3     إذا كـان منحنـى التوزيـع التكـراري مفرطحـًا .

مثـال 1 : مـن الجـدول رقـم (01) أحسـب :


1 ـ معامـل الالتواء بمختلـف الطـرق .


2 ـ معامـل التفرطـح بالطريقتيـن .

الحـل : الجـدول التالـي يظهـر الحسابـات الضروريـة .
الجـدول رقـم (09)

	الفئـات
	fi
	Xi
	fi Xi
	xi
	fi xi²
	fi xi3
	fi xi4
	ت.ت.ص

	0 - 4
	8
	2
	16
	ـ 6.5
	338
	ـ 2197
	14280.5
	8

	4 - 8
	10
	6
	60
	ـ 2.5
	62.5
	ـ 156.25
	390.62
	18

	8 - 12
	14
	10
	140
	1.5
	31.5
	47.25
	70.88
	32

	12 - 16
	5
	14
	70
	5.5
	151.25
	831.88
	4575.31
	37

	16 - 20
	3
	18
	54
	9.5
	270.75
	2572.12
	24435.19
	40

	المجمـوع
	40
	ــ
	340
	ــ
	854
	1098
	43752.5
	ــ


1 ـ حسـاب معامـل الالتواء :

أ ـ عـن طريـق قانـون بيرسـون الأول :

لدينـا الصيغـة:    

  ، ولدينـا:  X = 8.5
، ( = 4.62 ، نحسب المنـوال مـن العلاقـة:  

  ، ومنـه نجـد:
      

  وهـو التواء سالـب أي ناحيـة اليسـار .


ب ـ عـن طريـق قانـون بيرسـون الثانـي :

       بالتعويـض فـي الصيغـة :    

  وهـو أيضـًا التواء سالـب أي ناحيـة اليسـار .

جـ ـ عـن طريـق العـزوم :

                             لدينـا الصيغـة التاليـة  :      


نحسـب العـزم المركـزي الثالـث مـن العلاقـة : 

                                       


نعـوض فـي العلاقـة السابقـة نجـد :  

 ، وهـو إلتـواء ناحيـة اليميـن أي التواء موجـب .
د ـ معامـل الالتواء الربيعـي :


نطبـق العلاقـة : 

 وهـو إلتواء سالـب .

2 ـ حسـاب معامـل التفرطـح :


أ ـ عـن طريـق العـزوم :


                 لدينـا العلاقــة :   

 ، نحسـب العـزم المركـزي الرابـع مـن الصيغـة : 

 ، نعـوض فـي العلاقـة السابقـة كما يلـي :



 ، بمـا أن : K < 3 فالمنحنـى يكـون مفرطحـًا .

تماريـن الفصـل الرابـع
التمريــن 01


     إذا كانـت لديـك القيـم التاليـة : 16 ، 18 ، 16 ، 20 ، 11 ، 25 ، 14 ، أحسـب كـل مـن : 

 
أ - المــدى العام  .

        ب - الانحراف الربيعي   .

       جـ - الانحراف المتوسط    

       د - الانحراف المعياري بمختلف الطرق .

التمريــن 02

مـن التمريـن رقـم (18) الصفحـة 70 ، المطلـوب :

1 ـ حسـاب قيمـة الانحراف المتوسـط .

2 ـ حسـاب قيمـة الانحراف الربيعـي .

3 ـ حسـاب قيمـة الانحراف المعياري بطريقـة الانحرافات عن وسط فرضـي .

التمريــن 03

 أخـذت عينات متساوية مـن عمـال أربعـة شركـات وحسبـت متوسطـات أجورهـا وكذلـك انحرافاتها المعياريـة وكانـت النتائـج كما يلي:

	الشركــات
	أ
	ب
	جـ
	د

	متوسـط الأجـر (د.ج)
	500
	600
	740
	400

	الانحراف المعيـاري
	30
	50
	25
	20


المطلــوب :

1 ـ  مـا هـي الشركـة التـي أجـور عمالهـا أكثـر تجانـس مـن غيرهـا .

2 ـ مـا هـي الشركـة التـي أجـور عمالهـا أقــل تجانـس مـن غيرهـا .

التمريــن 04   



 
     الجدول التالي يبين توزيع الأراضي (بالهكتار) على 50 فلاحـــًا .
	فئات الأراضي
	30 - 40
	40 - 50
	50 - 60
	60 - 70
	70 - 80 
	80 - 90   
	90 -100
	المجموع

	عدد الفلاحين
	04
	06
	08
	12
	09
	07
	04
	  50


 أحسب ما يلي :

1 - الانحراف الربيعي  .  

2 - الانحراف المتوسط  .

3 - الانحراف المعياري بمختلف الطرق  .

4 - أوجد نسبة الفلاحين الذين يملكون مساحـات تتراوح في المجال 

 .     

التمريــن 05


لتكـن لدينـا البيانـات التاليـة المتعلقـة بأجـور 100 عامـل .

	40
	20
	0
	20
	40
	fu²


إذا كـان :  


المطلـوب حسـاب : 1 ـ قيمـة المنــوال .

                    2 ـ الانحراف الربيعـي  ، والانحراف المتوســط . 

                    3 ـ التبايــن ، معامـل الاختلاف .

التمريــن 06
ـ ليكـن لدينـا التوزيـع التكـراري المتماثـل المتعلـق بالأجـور اليوميـة لـ 1000 عامـل بإحـدى المؤسسـات .

	فئات الأجور (د.ج)
	100 وأقل من 200
	200 - 300
	300 - 400
	400 - 500
	500 - 600

	عـدد العمال
	f1
	f2
	500
	150
	100


المطلـوب : 1 - ما هي نسبة العمـال الذيـن تتراوح  أجـورهـم في المجال 

 .

التمريــن 07


أخـذت عينتان من مجتمعين فأعطتا النتائج التالية :

العينــة الأولى :       

    ،   


العينــة الثانيـــة :   

   ،   


المطلوب  :  1)  أوجد الوسـط الحسـابي والإنحراف المعيـاري لكل عينـة  .



    2)   أي العينتـيـن أكثـر أكثـر تـشتـتـا ؟.

    
    3)   إذا دمجت العينتان ، ما هو الوسـط الحسابي للمجموعة الناتجة .

التمريــن 08

                 يكون معامل الاختلاف للزيادة في الوزن في تجارب تغذية نوع من الخرفان  8 %  عـادة . فإذا عرفـت أن متوسط زيـادة وزن مجموعة من الخرفـان كان 150 رطلا . فما هو الإنحراف المعياري لهذه المجموعة ؟

التمريــن 09

      لدينا القيم التالية: 4، 8، 5، 10، 6 .المطلوب: حساب العزوم 1 ، 2 ، 3 حول الوسط الحسابي .
التمريــن 10
أخذت عينة من الطلاب تتكون من (40) طالبا وسجلت أوزانهم وأطوالهم في الجدولين التالييــن :

	فئات الأوزان بـ كلغ 
	40 - 45    
	45 - 50
	50 - 55
	55 - 60
	60 - 65

	عــدد الطلبــة
	03
	12
	15
	06
	04


	فئات الأطوال بـ سم
	150 - 155 
	155 - 160
	160 - 165
	165 - 170

	عـدد الطلبـة
	04
	08
	16
	12


المطلــوب :

  1 - هل هؤلاء الطلبة أكثر أختلافا في الوزن أم الطول ؟

  2 - بيّن إلتـواء كل توزيع وأيهما أكثـر إلتــواءًا ؟

 3 - أيّ التوزيعيــن أكثــر تفرطحــًا ؟

التمريــــن 12


       الجدول التالـي يبين الأجور في الساعة لـ 60 عاملاً في إحـدى المؤسسات :

	فئات الأجور بمئات د.ج
	وأقل من 40
	40 - 50
	50 - 60
	60 - 70
	70 - 80
	80 - 90

	عــدد العمـال
	06
	07
	13
	18
	12
	04


المطلــوب :

               1 - حساب المتوسط المناسب لأجور العمال .

         2 - حساب معامل الاختلاف المناسب .

 
        3 - حساب معامل الالتـواء المناسب .  


        4 - حساب معامل التفرطــح المناسب .
الفصـل الخامـــس

الإنحـدار والإرتبـاط

مفهـوم الارتباط أشكاله ومقاييسه:






  لقـد قمنـا حتـى الآن في الفصول السابقة، بدراسـة متغيـر واحـد أو ظاهـرة واحـدة، مـن حيـث إيجـاد متوسطـات هـذا المتغيـر وكذلـك تشتت تلك القيم عن الوسط المحسوب ، ثم أنهينـا دراستنا السابقة بدراسة مقاييس الشكل .


وفي هذا الفصل سوف نتطـرق إلـى دراسـة العلاقـة بيـن متغيرين أو ظاهرتين ، ومقدار التغير فـي إحداهما المصحـوب بتغيـر في الآخر ، ونـوع هـذه العلاقة ، هـل هـي طرديـة ، بمعنـى أنـه كلمـا زاد المتغيـر المستقـل زاد معـه المتغيـر التابـع ، وكلمـا نقص المتغير المستقل نقـص معـه المتغيـر التابـع . أم هـل هـي عكسيـة بمعنـى إذا زاد المتغيـر المستقـل نقـص المتغيـر التابـع والعكـس بالعكـس .

وتختلـف ماهيـة العلاقـة بيـن متغيريـن، فقـد تكـون بسيطـة أي مستقيمـة وقـد تكـون غيـر مستقيمـة. وسنبحث أبسـط أشكـال العلاقـة بيـن متغيريـن وهـي العلاقـة المستقيمـة.
وعنـد دراسـة الارتباط يجـب أن نتنـاول المقاييـس التاليـة :

1 ـ معادلـة التقديـر أو الإنحـدار :


وهي تصف العلاقـة بيـن ظاهرتيـن، وكمـا يستـدل مـن تسميتهـا فـإن الهدف الرئيسي لها هو تقدير القيم التي يمكن أن يأخذهـا المتغيـر التابـع بدلالـة المتغيـر المستقـل.

إن التمثيـل البيانـي للمتغيريـن Xi وYi  يعطينا معلومات إضافية تتعلـق بتبعية أو استقلاليـة المتغيريـن. فــإذا كـان المتغيـر Yi مرتبـط بالمتغيـر  Xi، فـإن إحداثيـات القيـم التـي تأخذهـا الثنائيـة (Xi  ، Yi  ) تؤلـف مـا يسمـى بشكـل الانتشار ، حيـث تتـوزع النقـاط بطريقـة تمكننـا مـن تحديـد الاتجاه العـام لهـا ، وفـي حـال كـون  X و Y مستقـلان فـإن النقـاط تتـوزع بشكـل عشوائـي علـى مستـوى الإحداثيـات . وفـي العلاقـات البسيطـة المستقيمـة ، يمكـن أن يأخـذ الانتشار الأشكـال التاليـة :

الشكـل رقـم (01)
.                                   .                                            

 ..                               ..                                        

  ...                           ...

   ....                       ....

     ...                     ...

        ..                   ..

         .                 .

انتشار موجب         انتشار سالب       انتشار موجب تام    انتشار سالب تام    عدم وجود أي علاقة      

(ارتباط موجب)     (ارتباط سالب)      (ارتباط موجب تام)  (ارتباط سالب تام)   (لا يوجد ارتباط) 

معادلـة مستقيـم الانحدار :


يسمـى المستقيـم الـذي يصـف العلاقـة بيـن متغيريـن أو ظاهرتيـن بمستقيـم الانحدار أو التقديـر ويعبـر عن ذلك بمعادلـة مـن الدرجـة الأولـى علـى الشكـل التالـي :

Y = (0 + (1 X   .......  ( 1 )                                         

حيـث : Y تمثـل المتغيـر التابـع ، X تمثـل المتغيـر المستقـل ، (0  مقـدار ثابـت يمثـل قيمـة  Yعندمـا تصبـح قيمـة  Xتسـاوي صفـر (X=0) و (1 مقـدار ثابـت أيضـًا ويسمى بمعامـل الانحدار (أي الميل) وهي تـدل على مقـدار التغيـر فـي المتغير التابع عندمـا يتغيـر المتغيـر المستقـل بمقـدار وحـدة واحـدة . ويمكـن التعبيـر عـن الثابتيـن (0  و(1   بيانيــًا بالشكـل التالـي :
الشكـل رقـم (02)


Y                                        Y = (0 + (1 X                                                
(1                                                              
 التمثيل البيانـي للثابتيـن
    0 (  و1  (                                  (1
                                                                   (1
                                                              

                                                                                  (0   
                       X                             وحدة واحدة          وحدة واحدة          وحدة واحدة                  0 

                                                      مـن X             مـن X                مـن X 

يمكـن إيجـاد قيمتـي الثابتيـن (0  و (1  بسهولـة بمجـرد معرفـة إحداثيـات نقطتيـن مثـل (X1 ,Y1) ، (X2 ,Y2) علـى الخـط ، والمعادلـة المستنتجـة للخـط المستقيـم يمكـن كتابتهـا بالشكـل التالـي :

                                




 ويسمـى هـذا المقـدار بميـل الخـط ، وهـو يمثـل مقـدار التغيـر فـي المتغيـر التابـع  Y مقسومـًا علـى مقـدار التغيـر فـي المتغيـر المستقـل X . وفـي المعادلـة رقـم (1) نجـد  أن m = (1 .


وهنـاك صيغـة أخرى لحسـاب قيمتـي الثابتيـن  (0  و (1  ، وذلـك بتعويـض إحداثيات النقطتيـن المفروضتيـن فـي المعادلة  Y = (0 + (1 X  فنحصـل علـى معادلتيـن بمجهوليـن كما يلي :

Y1 = (0 + (1 X1
Y2 = (0 + (1 X2
 وإذا أخذنـا مجموعـة مـن الثنائيـات ، وحسبنـا معـادلات خطوطهـا ، نحصـل علـى مجموعـة مـن الخطـوط التـي تختـرق  أو تمـر عبـر نقـاط الانتشار . 


 إن قيـم المتغيـر التابـع  Yالتـي نحصـل عليهـا بدلالـة قيـم المتغيـر المستقـل X هـي عبـارة عـن قيـم محسوبـة ( أي مقـدّرة ) ، وسنرمـز لهـذه القيـم بـ 
[image: image18.wmf]i
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 ، فالقيمـة الفعليـة Y1 تقابلهـا القيمـة المقـدرة 
[image: image19.wmf]1
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 وهكـذا... 

مثـال :  أوجـد معادلـة الخـط الـذي يمـر بالنقطتيـن اللتيـن إحداثياتهمـا :

          ( 5 ، 3 ) و ( 7 ، 5 )  أي   (X1 = 3 , Y1 = 5) و (X2 =5 ,Y2 =7)  .

الحـل : 

الطريقـة الأولى : لدينـا العلاقـة :          


                                   

                                         الطريقـة الثانيـة : نعـوض إحداثيـات النقطتيـن فـي المعادلـة : Y = (0 + (1 X، فنجـد :
      

 بحـل المعادلتيـن نجـد : 1 =(1   و  2 = (0  ومنـه : Y = 2 + X .

حسـاب معادلـة الإنحـدار باستخـدام المربعـات الصغـرى :

إن معادلة المربعـات الصغـرى لخـط إنحـدار Y علـى X هـي :  Y = (0 + (1 X ، ويمكـن الحصـول علـى الثابتيـن  (0  و (1  مـن المعادلتيـن التاليتيـن :

المعادلة الأولى:  (Y = (0 N +(1 (X  أو   

    (بعد قسمة الطرفين على N) .
المعادلة الثانية :  ( XY = (0  (X + (1 (X²  


هاتان المعادلتان تسميان بالمعادلتين الطبيعيتين (الآنيتين أو الإعتداليتي ) ، في أسلوب المربعات الصغـرى . ويمكن الحصول على المعادلـة الأولى بجمع N معادلة مـن معادلة خط الانحدار أي :
Y1 = (0 + (1 X1 
Y2 = (0 + (1 X2
Y3 = (0 + (1 X3
.   .      .     .

                     YN = (0 + (1 XN     بالجمـع نجـد :
(Yi = N(0 + (1 (Xi

أمـا المعادلـة الثانيـة يمكـن الحصـول عليهـا بضـرب معادلـة الإنحـدار بـ X ثـم جمـع N معادلـة أي :

X1Y1 = (0 X1+ (1 X1 ²
X2Y2 = (0 X2+ (1 X2 ²
X3Y3 = (0 X3+ (1 X3 ²
.   .      .     .

                      XNYN = (0 XN+ (1 XN ²     بالجمـع نجـد :
( X1Yi = (0 (X1+ (1 (Xi ²
وبطريقـة الحـذف أو التعويـض يمكـن إيجـاد قيمـة الثابتـين  (0  و (1  أو بطريقـة المحـددات المبينـة أدنـاه : لدينـا المعادلتيـن السابقتيـن :

                            (Y = (0 N +(1 (X

                        (XY = (0 (X + (1 (X²




 

                            و  

 

وإذا قسمنـا كل مـن البسـط والمقام علـى N نجـد :   

  .


 أمـا معادلـة خـط إنحـدار X علـى Y فتكتـب بالشكـل :

 X = (0 + (1 Y  ..... (2)                                                     

 والمعادلتيـن الطبيعيتيـن لهـذه المعادلـة همـا :

    المعادلة الأولى :     ( X =N (0 + (1 (Y    أو 

 (بعد قسة الطرفين على N) .

   والمعادلة الثانية :  (XY = (0 (Y+ (1 (Y²  

  وقيمـة كل مـن الثابتيـن(0   و  (1 هـي :
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                          و     

 

وإذا قسمنـا كل مـن البسـط والمقام علـى N نجـد :     

   

كمـا يمكـن كتابـة المعادلتيـن (1) و (2) بالشكـل التالـي :

                      معادلـة إنحـدارY علـى  Xهـي :   

  

                    ومعادلـة إنحـدارX  علـىY  هـي :  


                       حيــث :  

     و    


    وتسمـى بالطريقـة المختصـرة للمربعـات الصغـرى .

   ونستنتـج مـن الصيغـة المختصـرة أن :    

  أو  


                                          و  

   أو  



وتتسـاوى معادلتـا الإنحـدار فـي حالـة وحيـدة فقـط ، وهـي إذا كانـت جميـع نقـاط الإنتشـار تقـع علـى خـط المعادلـة ، وفـي هـذه الحالـة تكـون العلاقـة بيـن المتغيريـن تامـة كمـا سنـرى لاحقـًا عنـد دراستنـا لمعامـل الإرتبـاط .


فـي العلاقـة              

 
 إذا قسمنـا كـل مـن البسـط والمقـام علـى N  نجـد :




 تسمـي قيمـة البسـط بالمتباينـة  أو التبايـن المشتـرك لـ   XوY أي :

            

 COVARIANCE (X , Y) = COV (X,Y) = 

أما المقام فهو عبـارة عـن تبايـن X   أي : 

 ، بالتعويـض تصبـح قيمـة (1  كما يلي  : 

     

 ،  وبنفـس الطريقـة نجد أن :    

   .

2 ـ الخطـأ المعيـاري للتقديـر :


ويبيـن هـذا المقيـاس مقـدار انحراف القيـم الفعليـة للمتغيـر التابـع عـن القيـم المقابلـة لهـا والمحسوبـة باستخـدام معادلـة الانحدار . ويستخـدم هـذا المقيـاس كمعيـار لمقـدار الثقـة التـي يمكـن للباحـث أن يضعهـا فـي القيـم المقـدرة ( المحسوبـة ) حـول منحنـى الانحدار . وبذلك فهـو كالانحراف المعيـاري الـذي يقيـس التشتـت . إذًا فهـو يعطينـا فكـرة حـول مقـدار الاعتماد أو الثقـة بالتقديـرات .


فإذا كانـت 
[image: image21.wmf]i
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 تمثـل تقديـرًا لقيمـة Yi المقابلـة لقيمـة معينـة لـ Xi ، مستخدميـن المعادلـة : 
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 فإن الخطأ المعياري لتقدير Y على  X  نحصل عليه بتطبيق المعادلة التالية : 

............ (1)                                                        
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وإذا استخدمنا خـط الانحدار :
[image: image24.wmf]Y
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فـإن الخطـأ المعيـاري لتقديـر X علـى Y ،  يحسـب كما يلـي : 
[image: image25.wmf]N
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........... (2)                                         

يجـب أن نشيـر هنـا بـأن  (YX  ( ( XY  ، أي الخطـأ المعيـاري لتقديـرY علـى X  لا يسـاوي الخطـأ المعيـاري لتقديـرX علـى Y  وهـذا بشكـل عـام .

والمعادلـة رقـم (1) يمكـن كتابتهـا بالشكـل:       

       

كمـا يمكـن كتابـة المعادلـة رقـم (2) بالشكـل:     



إن الخطـأ المعيـاري للتقديـر هـو مقيـاس للتشتـت ، وتبعـًا لذلك إذا كانـت النقـاط فـي شكـل الانتشار موزعـة توزيعـًا طبيعيـًا حـول مستقيـم الانحدار فـإن مـدى مقـداره 
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ˆ

(

YX

Y

s

±

 أي 
[image: image27.wmf])

ˆ

,

ˆ

(

YX

YX

Y

Y

s

s

+

-

 علـى كل جانـب مـن جانبـي خـط المعادلـة سـوف يتضمـن 68.27%   مـن نقـاط الانتشـار . كمـا أن المـدى 
[image: image28.wmf])
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 علـى كل جانـب مـن جانبـي خـط المعادلـة سـوف يتضمـن 95.45%   مـن نقـاط الانتشـار . أمـا إذا كـان المـدى حـول هـذا المستقيـم يسـاوي 
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 علـى كل جانـب مـن جانبـي الخـط  فإنـه سـوف يتضمـن 99.73%  مـن نقـاط الانتشـار .

مثـال :

الجـدول التالـي يبيـن الدخـل (X) والإنفـاق (Y) لسبعـة  أسـر بآلاف الدينـارات الجزائريـة :

الجـدول رقـم (01)

	الدخـل (X)
	12
	8
	6
	10
	14
	11
	9

	الإنفاق (Y)
	10
	7
	7
	10
	12
	9
	8



المطلوب: 1 ـ أوجد معادلة انحدار الدخل على الإنفـاق عن طريـق المربعات الصغـرى .


  2 ـ أوجد معادلة انحدار الإنفـاق على الدخل عن طريـق المربعات الصغـرى .


  3 ـ أحسـب الخطـأ المعيـاري لتقديـر الإنفـاق علـى الدخـل   .


  4 ـ أحسـب التبايـن المشتـرك .

الحـل : مـن الجـدول أدنـاه :

 1 ـ معادلـة انحدار الإنفـاق (Y) علـى الدخـل (X) هـي :
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والمعادلة المطلوبة هي : = 2.57 + 0.64 X                              
[image: image33.wmf]Y
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2 ـ معادلـة إنحـدار الدخـل (X) علـى الإنفـاق (Y) هـي :



                                                                    
               لدينـا :                                      


                      و 

      وكذلـك 

            
الجـدول رقـم (02)

	X
	Y
	X²
	XY
	Y²
	x
	y
	yx
	x²
	y²
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	12
	10
	144
	120
	100
	2
	1
	2
	4
	1
	10.25
	1.56
	0.06

	8
	7
	64
	56
	49
	-2
	-2
	4
	4
	4
	7.69
	1.72
	0.48

	6
	7
	36
	42
	49
	-4
	-2
	8
	16
	4
	6.41
	6.71
	0.35

	10
	10
	100
	100
	100
	0
	1
	0
	0
	1
	8.97
	0
	1.06

	14
	12
	196
	168
	144
	4
	3
	12
	16
	9
	11.53
	6.4
	0.22

	11
	9
	121
	99
	81
	1
	0
	0
	1
	0
	9.61
	0.37
	0.37

	9
	8
	81
	72
	64
	-1
	-1
	1
	1
	1
	8.33
	0.45
	0.11

	(X 

=

70
	(Y

 =

63
	(X²

=

742
	(XY=

657
	(Y²

 =

587
	(x 

=

0
	(y 

=

0
	(xy

=

27
	(x²

=

42
	(y² 

=

20
	ــ
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     ولديـنا:    

 

والمعادلـة المطلوبـة هـي :  = - 2.15 + 1.35 Y     
[image: image38.wmf]X
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3 ـ الخطـأ المعيـاري لتقديـر الإنفـاق  علـى الدخـل : بالتعويـض فـي المعادلـة التاليـة :
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4 - التبايـن المشتـرك لـ X  وY  هـو :                  


التبايـن الكلـي والتبايـن المفسـر والتبايـن غيـر المفسـر :
1 ـ يعـرف التبايـن الكلـي لـY  بأنـه 

=

 .

2 ـ يعـرف التبايـن المفسـر لـ Y بأنـه =
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 ، وهـو يمثـل التبايـن الـذي تفسـره العلاقـة بيـن X و Y، فكلمـا زادت قيمتـه كلمـا دل ذلك علـى إمكانيـة تحديـد قيـم المتغيـر Y بدلالـة المتغيـر X بدقـة أكثـر .

3 ـ يعـرف التبايـن غير المفسر لـ Y بأنـه =



 EMBED Equation.2  
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 ، وهـو يمثـل التبايـن الـذي لـم تستطيـع أن تفسـره العلاقـة بيـن المتغيريـن X و Y ، فهـو يمثـل ذلك الانتشار حـول مستقيـم الانحدار .

ويمكـن كتابـة التبايـن الكلـي بالشكـل :                     
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             أو بالشكـل :            
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                   أو                    
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مثـال : 

     من الجدول رقم (02) أحسـب كل من التبايـن الكلـي والتبايـن المفسـر والتبايـن غيـر المفسرلـY  .

ـ التبايـن الكلـي : لدينـا العلاقـة :              


ـ التبايـن المفسـر : لدينـا العلاقـة :                  
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ـ التبايـن غيـر المفسـر : لدينـا العلاقـة : 
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3 ـ معامـل الارتباط :


ويستخـدم هـذا المقيـاس لمعرفـة درجـة أو شـدة العلاقـة واتجاهها بيـن المتغيريـن أو الظاهرتيـن المدروستيـن . كما يمكننا التمييـز بيـن أنـواع الارتباط الرئيسية التالية :

1 ـ الارتباط البسيط المستقيم : ويتحقق هذا النوع من الارتباط إذا تـوفـر الشرطيـن التالييـن :

أ ـ أن تكون العلاقة موضوع الدراسة مقتصـرة علـى ظاهرتيـن أو متغيريـن أثنيـن فقـط .

ب ـ أن تكون العلاقة موضوع الدراسة مما يمكن تمثيلها بخـط مستقيـم أحسـن تمثيـل .

2 ـ الارتباط البسيط غير المستقيم: ويتحقق هذا النوع من الارتباط إذا توفر الشرطين التالييـن :

أ ـ أن تكون العلاقة موضوع الدراسة مقتصـرة علـى ظاهرتيـن أو متغيريـن أثنيـن فقـط .

ب ـ أن تكون العلاقة موضوع الدراسة مما لا يمكن تمثيلها بخط مستقيم أي خط ذو إلتواء أو أكثر.

3 ـ الأرتبـط المتعـدد : ويتحقـق هـذا النـوع مـن الرتبـاط عنـد القيـام بدراسـة العلاقـة بيـن ظاهـرة وظاهرتيـن أو أكثـر فـي آن واحـد ، حيـث يعتبـر فـي هـذه الحالـة أحـد المتغيرات هـو المتغيـر التابـع ، وباقـي المتغيـرات الأخـرى هـي المتغيـرات المستقلـة .

4 ـ الأرتبـاط الجزئـي :  يتحقـق هـذا الشكـل مـن الأرتبـاط عنـد القيـام بدراسـة الأرتبـاط بيـن ظاهـرة وظاهرتيـن أو أكثـر منفـردة ، أي الأرتبـاط بيـن ظاهـرة وأخـرى علـى إفتـراض أن الظواهـر الأخـرى تعامـل معاملـة الثوابـت .

حساب معامـلي التحديد والإرتبـاط :


تسمـى النسبـة بيـن التبايـن المفسـر والتبايـن الكلـي بمعامـل التحديـد ، وهـو مقيـاس يبيـن أو يقيـس مـدى أو نسبة تأثيـر المتغيـر المستقـل علـى المتغيـر التابـع . إذا رمزنـا لمعامـل التحديـد بـ r² نجـد أن :
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إذا كان التبايـن المفسـر يسـاوي صفـر ، فهـذا يعنـي أن التبايـن الكلـي جميعـه غيـر مفسـر والنسبـة السابقـة تصبـح تسـاوي صفـر . أمـا إذا كان التبايـن غيـر المفسـر يسـاوي صفـر ، أي بمعنـى أن التبايـن الكلـي جميعـه مفسـر ، فـإن النسبـة السابقـة تصبـح تسـاوي الواحـد . وفـي هـذه الحالة نقـول أن نسبـة تأثيـر المتغيـر المستقـل على المتغيـر التابـع هـي مئـة بالمئـة . أو بتعبيـر آخـر نقـول أن التغيـرات التـي تحصـل فـي المتغيـر التابـع تعـود كلهـا إلى التغيـرات التي تحصـل فـي المتغيـر المستقـل . 
وخـلاف الحالتيـن السابقتيـن فإن قيمـة معامل التحديـد تتـراوح مـا بيـن الصفـر والواحـد .


يسمـى الجـذر التربيعـي لمعامـل التحديـد (r²  )  بمعامـل الارتباط ، ويعـرف بمعامـل ارتباط بيرسـون ، وصيغتـه هـي : 

        ............. (1)             
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وتتـراوح قيمـة الجـذر السابـق مـا بيـن ( - 1 ، + 1 ) . أمـا إشـارة الجـذر فهـي مـن إشـارة معامـل الانحدار ((1) .


ويجـب التأكيـد علـى أن قيمـة (r) المحسوبـة فـي أيـة حالـة تقيـس درجـة أو شـدة العلاقـة بالنسبـة إلـى نـوع المعادلـة المفترضـة ، فـإذا افترضنا معادلـة خطيـة ، ونتـج عـن العلاقـة (1) قيمـة لـ r تقتـرب مـن الصفـر ( أو تسـاوي صفـر ) فهـذا يـدل علـى أنـه لا توجـد تقريبـًا علاقـة خطيـة بيـن المتغيريـن . ولكـن هـذا لا يعنـي أنـه لا توجـد علاقـة بيـن المتغيريـن علـى الإطـلاق ، فقـد تكـون هنـاك بالفعـل علاقـة كبيـرة غيـر خطيـة بيـن المتغيريـن .


إذًا قرارنا على وجود علاقة أو عدم وجودها يتوقف على نوع المعادلة المفترضة فقط ، ومن هنا فإن مصطلح معامل الارتباط يستخدم ليعني الارتباط الخـطي ، ما لم يذكـر خلاف ذلك . 


إن وجود معامل ارتباط مرتفع ( يقترب من +1 أو -1 ) لا يعني دائمـًا وجود علاقة تبعية مباشرة بين المتغيرات . فقد يكون هناك معامل ارتباط مرتفع بين عدد الكتـب المنشـورة فـي كـل سنـة وعـدد مباريـات الكـرة الملعوبـة فـي كـل سنـة ، فمـن الواضـح أنـه لا توجـد علاقـة سببيـة بيـن هذيـن المتغيريـن . فـي مثـل هـذه الحـالات يشـار إلـى العلاقـة بيـن هذيـن المتغيريـن بأنهـا ذات ارتباط لا معنـى لـه ، ويقـال عنـه ارتباط زائـف .


بالإضافـة إلـى الصيغـة رقـم (1) يمكـن أن نستخـرج عـدة طـرق لحسـاب معامـل الارتباط وفـق طريقـة المربعـات الصغـرى ، فـإذا قسمنـا طرفـي العلاقـة :
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 علـى المقـدار  

 ينتـج لدينـا : 
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                        ومنـه نجـد :           (2)         
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كمـا يمكـن حسـاب معامـل الارتباط بطريقـة مختصـرة ، فـإذا افترضنـا وجـود علاقـة خطيـة بيـن متغيريـن فـإن المعادلـة رقـم (1) يمكـن أن تكتـب بالشكـل :

                                                     ....... (3) 


 حيـث :     x = X-

   و y = Y-

  وهذه الصيغة تعطي الإشارة المناسبة لـ   r تلقائيـًا .  .

ومـن المعادلـة (3) يمكـن استنتاج الصيغـة التاليـة التـي تعتمـد علـى التبايـن المشتـرك والانحراف المعيـاري لكـل مـن المتغيريـن (X وY ) :

                                                         ............... (4)   

 

حيـث : 

      و 

 و 


ومـن الصيغـة رقـم (3) يمكن حساب معامـل الارتباط بالطريقـة المباشـرة ، كمـا يلـي :

  ......... (5)                          


ومـن الصيغـة رقـم (5) يمكـن استخـراج طريقـة أخـرى لحسـاب معامـل الارتبـاط ، فـإذا ربعنـا طرفـي الصيغـة السابقـة نجـد :

                                          


           أو                         




        ( 

       ........... (6)
حيـث :   (1 هـو معامـل انحدار Y علـى X  أي المعادلـة : Y = (0 + (1 X

  (1 هـو معامـل انحدار X  علـى Y  أي المعادلـة : X = (0 + (1 Y 

مثـال : 


مـن الجـدول رقـم (02) أحسـب معامـل الارتباط بمختلـف الطـرق وأشرحـه ، ثـم أحسـب معامـل التحديـد وأشرحـه .

الحـل :

1 ـ مـن العلاقـة :             
[image: image57.wmf]2

2

)

(

)

ˆ

(

Y

Y

Y

Y

r

-

å

-

å

±

=
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وبمـا أن إشـارة معامـل الانحدار موجبـة (راجـع الجدول رقم 2) فـإن معامـل الارتباط يأخـذ الإشـارة الموجبـة أي : r = + 0.93      

2 ـ مـن العلاقـة :                        
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3 ـ مـن العلاقـة :                          


4 ـ مـن العلاقـة :                                                            


لدينـا :                           


ولدينـا :          

     و  


بالتعويـض :                              


5 ـ مـن العلاقـة :                         


                             


6 ـ مـن العلاقـة :                                    


معامـل التحديـد :r² = ( 0.93 )² =  0.8649  =  86.49 %                                     

الشـرح :


 ـ بالنسبة لمعامل الارتباط هناك علاقة طردية قوية بيـن الدخـل والإنفـاق .

         ـ بالنسبة لمعامل التحديد يمكن القول أن الإنفاق يعتمد على الدخل بنسبة 86.49 % ،  أما النسبة الباقية وهي 13.51% فهي تعود إلى عوامل أخرى ( مداخيل أخرى ) نجهلهـا .

العلاقـة بيـن الارتباط والانحدار :


يمكـن تلخيص العلاقـة بيـن الانحدار والارتبـاط فـي الصيـغ التاليـة :

لدينـا:       

   أو  

 ،   وكذلـك   

    أو    

 .

حيـث:  (X الانحراف المعيـاري لقيـم X  ، (1 معامـل انحدار  YعلـىX  .

         (Y الانحراف المعيـاري لقيـم  Y ، (1 معامـل انحدار X علـى Y .

حسـاب معامـل ارتباط بيرسـون مـن بيانـات مبوبـة :

لقـد رأينـا فـي الفصـل الثاني كيـف نعـد جـدول توزيـع تكـراري لمتغير واحـد . أمـا الآن فالعمليـة تتعلـق بمتغيريـن ، لذلـك ستكـون لدينـا فئـات تتعلـق بالمتغيـر الأول (X) وفئـات تتعلـق بالمتغيـر الثانـي (Y) ، وسنرمـز لتكـرارات فئـات المتغيـر الأول بـfx  ولتكـرارات فئـات المتغيـر الثانـي بـ fY    ، أمـا التكرارات المشتركـة فنرمـز لهـا بـ f . 


ولحسـاب معامـل ارتباط بيرسـون لجـدول مـزدوج أي فـي توزيـع تكـراري لمتغيريـن ، فإننـا تستخدم العلاقـة المباشـرة التاليـة :  

                                   


حيـث : N = (f  ، تسمـى fx التكـرارات الهامشيـة للمتغيـرX ، وكذلك fY تسمـى التكـرارات الهامشيـة للمتغيـر Y ، وينتـج عـن ذلـك أن : (f = (fx = (fY     .


والصيغـة السابقـة يمكـن كتابتهـا بالشكـل التالـي بشـرط أن يكـون مـدى فئـات المتغيـر الأول متساويـة ومـدى فئـات المتغيـر الثانـي متساويـة :

                               


حيث: 

  و 

 و  CX  هو مدى فئات المتغير X ، كذلك  CY هو مدى فئات المتغير Y ، و A  هو الوسط الفرضي للمتغير X ، أما A’  فهو الوسط الفرضي للمتغير Y . 


كمـا يجـب التنبيه بأنـه ليـس شـرط أن تتسـاوى كـل مـن CX و CY ، وأيضـًا ليـس شـرط أن يتسـاوى كل مـنA  وA’ .

 مثـال :


لدينـا الجـدول المـزدوج التالـي الـذي يمثـل علامـات 40 طالبـًا فـي مقياسـي الإحصـاء (X) والرياضيـات (Y) .
الجـدول رقـم (03)

	] 20-16]
	] 16-12]
	] 12-8 ]
	] 8-4]
	] 4-0 ]
	الإحصاء       الرياضيات

	
	
	
	1
	2
	 ] 5 -0 ]

	
	
	7
	5
	3
	] 10-5 ]

	
	3
	5
	4
	
	]15-10]

	2
	4
	4
	
	
	]20-15]


المطلـوب : حسـاب معامـل الارتباط  : 





أ ـ بالطريقـة المطولـة  .





ب ـ بالطريقـة المختصـرة .

أ ـ الطريقـة المطولــة :

الجـدول رقـم (04)

	(fXY
	fYY²
	fYY
	fY
	18
	14
	10
	6
	2
	Y      X

	25
	18.75
	7.5
	3
	
	
	
	 1 

    15
	2

    10
	2.5

	795
	843.75
	112.5
	15
	
	
	7

   525
	5 

   225 
	3

    45
	7.5

	1450
	1875
	150
	12
	
	3

   525
	5

   625
	4

   300
	
	12.5

	2310
	3062.5
	175
	10
	2

   630
	4

   980
	4

   700
	
	
	17.5

	((fXY=
4580
	(fYY² =

5800
	( fYY =

445
	( f =

40
	2
	7
	16
	10
	5
	fX

	
	
	
	(fXX=

364
	36
	98
	160
	60
	10
	fXX

	
	
	
	( fXX²

= 4000
	648
	1372
	1600
	360
	20
	fXX²

	
	((fXY =
4580
	630
	1505
	1850
	540
	55
	(fXY



قبـل أن نطبـق القانـون الخـاص بمعامـل الارتباط ، يجـب توضيـح بعـض الحسابات التـي تضمنهـا الجـدول رقـم (04) ، وسنقـرأ الجـدول مـن اليسـار إلـى اليميـن .

ـ السطر الأول من الجدول يمثل مراكز فئات الإحصاء ، والعمود الأول يمثل مراكز فئات الرياضيات، والأرقام التي توجد داخل الجدول تسمى التكرارات المشتركة بين المتغيرين X وY ، فعلى سبيل المثال الرقم 2 الذي يقع في تقاطع العمود الثاني والسطر الثاني يدل على عدد الطلبة الذين تتراوح علاماتهم بين حدي الفئة الأولى في الإحصاء وحدي الفئة الأولى فـي الرياضيـات .

أما fX فتدل على تكرارات فئات الإحصاء ، و fY تدل على تكرارات فئات الرياضيات . وتسمى كل من fX و fY بالتكرارات الهامشية للمتغيرين X و Y . أما f فتدل على التكرارات المشتـركة بين X و Y.

ـ أمـا القيـم التـي توجـد داخـل الخطـوط المتقطعـة فنحصـل عليهـا مـن ضـرب كـل تكـرار مشتـرك فـي مركـز الفئـة المقابـل لـه فـي كـل مـن السطـر والعمـود . فمثـلاً حاصـل ضـرب مركـز الفئـة الأولـى فـي الإحصـاء فـي مركـز الفئـة الأولـى فـي الرياضيـات فـي التكـرار المشتـرك يسـاوي عشـرة (10) أي ( 2×2.5×2=10) ، وهكـذا بالنسبـة لبقيـة الخانـات التـي تتضمـن تكـرار مشتـرك .

ـ أما العمود الأخير من الجـدول فيشمـل علـى مجاميـع القيـم التـي توجـد داخـل الخطـوط المتقطعة ، فالمجموع الأول من العمود الأخير هو ( 10+15=25) ، وكذلك المجمـوع الأولـى مـن السطـر الأخيـر هـو (10+45=55) . وهكـذا بالنسبـة لبقيـة مجاميـع الأسطـر والأعمـدة .

ـ إن مجموع مجاميع العمود الأخير تسمى بمجموع المجموع ، وكذلك بالنسبة للسطر الأخير .

نعوض القيم التي حصلنا عليها في الجدول رقم (04) في قانون معامل الارتباط نجـد :







ب ـ الطريقـة المختصـرة :

في هذه الطريقة سنستبدل قيـم X بـ 

 ، حيث 4 = CX ، ونفـرض A=10 . ونستبـدل قيـم Y بـ 

 ، حيـث 5 = CY ، ونفـرض A’=12.5 ، ثـم نطبـق القانـون التالـي :
                            


والجـدول التالـي يبيـن الحسابـات اللازمـة :

الجـدول رقـم (05)

	(fUV
	fYV²
	fYV
	fY
	2
	1
	0
	-1
	-2
	V      U

	10
	12
	- 6
	3
	
	
	
	 1 

     2
	2

     8 
	-2

	11
	15
	- 15
	15
	
	
	7

    0
	5 

     5 
	3

    6
	-1

	0
	0
	0
	12
	
	3

    0
	5

     0
	4

    0
	
	0

	8
	10
	10
	10
	2

    4
	4

    4
	4

    0
	
	
	1

	((fUV=
29
	(fYV² =

37
	( fYV =

-11
	( f =

40
	2
	7
	16
	10
	5
	fX

	
	
	
	(fXU=

- 9
	4
	7
	0
	- 10
	- 10 
	fXU

	
	
	
	( fXU² = 45 
	8
	7
	0
	10
	20
	fXU²

	
	
	
	((fUV =
29
	4
	4
	0
	7
	14
	(fUV


نعـوض فـي الصيغـة :     






معامـل ارتباط الرتـب : 


يستخـدم هـذا المعامـل لدراسـة الارتبـاط بيـن البيانـات النوعيـة أي تلـك التـي لا يمكـن قياسهـا كميـًا ، وتعتمـد هـذه الطريقـة علـى إعطـاء المتغيـرات رتبـًا لتحـل محـل القيـاس العـددي ، فـإذا رتبنـا قيـم المتغيـر X ترتيبـًا تصاعديـًا ووجدنـا أن قيـم المتغيـر Y المناظـرة لهـا مرتبـة ترتيبـًا تصاعديـًا أيضـًا نستنتـج وجـود ارتباط طـردي تـام بيـن المتغيريـن X و Y . أمـا إذا رتبنـا قيـم المتغيـر X ترتيبـًا تصاعديـًا ووجدنـا  أن قيـم المتغيـر Y المناظـرة لهـا مرتبـة ترتيبـًا تنازليـًا نستنتـج وجـود ارتباط عكسـي تـام بيـن المتغيريـن  X  و Y ، غيـر أن هـذا النـوع مـن الارتباط التـام ، نـادرًا مـا يصادفنـا فـي الدراسـات الاجتماعيـة والاقتصاديـة ، وفـي الحـالات الأخـرى يتـراوح معامـل الارتبـاط كمـا رأينـا فـي معامـل بيرسـون بيـن (+1) و (-1) .


إذًا لقياس الارتباط بين المتغيرين X  و Y نرتب كل منهما حسب أفضليته ثم نحسب الفرق (D) بين كل رتبتين متقابلتين ، فنجد أن مجموع الفروق يساوي صفر ( (D = 0 ) ، وبحساب مربعات هذه الفـروق (D²)  يمكن إيجاد معامل ارتباط الرتب باستخدام العلاقة :

                             


حيـث : rs  هـو معامـل ارتباط سبيرمـان 

        D  الفـرق بيـن رتـب القيـم 

       N  عـدد القـيم 

مثـال 1 :


الجدول التالي يبين تقديرات خمس طلبة في المقياسين X و  Y. أحسب معامل ارتباط الرتب .

الجـدول رقـم (06)

	تقديرات  المقياس X
	جيـد
	ممتـاز
	مقبـول
	ضعيـف
	جيد جـدًا

	تقديـرات المقياسY 
	جيد جـدًا
	جيـد
	ضعيـف
	ضعيف جـدًا
	ممتـاز


الحـل :

  
لدينا أحسن تقدير بالنسبة للمقيـاس X هـو ممتـاز ويأخذ الرتبـة الأولـى أي رقـم 1، ثـم يليـه مـن حيـث الأهميـة التقديـر جيد جـدًا الـذي يأخـذ الرتبـة الثانيـة أي رقـم 2 ، ثـم يأتي التقديـر جيـد الـذي يأخـذ الرقـم 3 ، ثـم التقديـر مقبـول ويأخذ الرقم 4 ، وأخيـرًا التقدير ضعيف الذي يأخذ الرقم 5 . 


أمـا بالنسبـة لتقديـرات المقيـاسY فنجـد أن أحسـن تقديـر هـو ممتـاز ويأخذ الرقـم 1 ، ثـم يليـه جيـد جـدًا برقـم 2 ، وجيـد يأخـذ الرقـم 3 ، وضعيـف يأخـذ الرقـم 4 ، وأخيـرًا التقديـر ضعيـف جـدًا ويأخـذ الرقـم 5.


كمـا يمكـن أن يكـون الترتيـب تصاعديًا من حيث الأهمية نبـدأ بأقـل تقديـر فنعطيـه رقـم 1 ، ثـم الـذي أحسـن منـه وهكـذا حتـى نصـل إلـى  أحسـن تقديـر ضمـن التقديـرات ونعطيـه آخر رقـم فـي الترتيـب ، فالترتيـب قـد يكـون تصاعديـًا  أو تنازليـًا . والجـدول التالـي يبيـن الرتـب المقابلـة للتقديـرات وكذلـك الفـروق بيـن هـذه الرتـب .

الجـدول رقـم (07)

	تقديرات X
	تقديـرات Y
	رتـب X
	رتـب Y
	D
	D²

	جيـد
	جيد جـدًا
	3
	2
	1
	1

	ممتـاز
	جيـد
	1
	3
	-2
	4

	مقبـول
	ضعيـف
	4
	4
	0
	0

	ضعيـف
	ضعيف جـدًا
	5
	5
	0
	0

	جيد جـدًا
	ممتـاز
	2
	1
	1
	1

	المجمـــــــوع
	(D = 0
	(D² = 6


بتطبيـق قانـون سبيرمـان نجـد : 


مثـال 2 : 


إذا كانـت لديـك التقديـرات التاليــة لعشـرة طـلاب فـي مقياسـي المحاسبـة(X) والرياضيـات (Y)  أحسـب معامـل ارتباط سبيرمـان ( معامـل ارتباط الرتـب ) .

الجـدول رقـم (08)

	تقديرات المحاسبـة (  X) 
	تقديرات الرياضيات (  Y)

	جيــد
	جيــد جــدًا

	مقبــول
	مقبـــول

	ممتــاز
	جيــد جــدًا

	مقبــول
	جيــد

	ضعيــف
	مقبـــول

	جيــد جــدًا
	ممتــاز

	جيــد
	مقبــول

	ضعيــف
	مقبــول

	مقبــول
	جيــد

	ضعيــف جــدًا
	مقبــول


الحـل :

نرتـب كل مـن تقديـرات المحاسبـة والرياضيـات ترتيبـًا تنازليـًا كمـا يلـي :

	ترتيـب تقديرات المحاسبـة
	
	ترتيـب تقديرات الرياضيـات

	ممتـاز                              1

جيد جدًا                            2

جيـد   3

جيـد   4      (3+4) ÷ 2 =   3.5   

مقبـول  5

مقبـول  6     ( 5+6+7 )÷3 =  6

مقبـول 7

ضعيـف 8

ضعيـف 9     (8+9)÷2 =    8.5 

ضعيـف جـدًا                      10
	
	ممتـاز                                   1

جيـد جـدًا 2  

جيـد جـدًا 3        (2+3)÷2 =       2.5

جيـد 4

جيـد 5       ( 4+5 ) ÷ 2 =        4.5

مقبـول 6

مقبـول 7

مقبـول 8      (6+7+8+9+10)÷5 = 8

مقبـول 9

مقبـول10


فإذا وضعنا أمام كل تقدير الرتبة التي نالها في الشكل أعلاه ، نحصـل علـى الجـدول التالـي :

الجـدول رقـم (10)

	تقديـر X
	تقديـرY 
	رتب X
	رتب Y
	D
	D²

	جيـد
	جيد جـدًا
	3.5
	2.5
	1
	1

	مقبـول
	مقبـول 
	6
	8
	-2
	4

	ممتـاز
	جيد جـدًا
	1
	2.5
	-1.5
	2.25

	مقبـول
	جيـد
	6
	4.5
	1.5
	2.25

	ضعيف 
	مقبـول
	8.5
	8
	0.5
	0.25

	جيد جـدًا
	ممتـاز
	2
	1
	1
	1

	جيـد
	مقبـول
	3.5
	8
	-4.5
	20.25

	ضعيـف
	مقبـول
	8.5
	8
	0.5
	0.25

	مقبـول
	جيـد
	6
	4.5
	1.5
	2.25

	ضعيف جدًا
	مقبـول
	10
	8
	2
	4

	المجمـــــوع
	  0(D = 
	37.5(D² = 


معامـل ارتباط بيرسـون : 


مثـال 3 :

 الجدول التالي يبين علامات ثمانية (08) طلاب في امتحان مقياسي الرياضيات (Y) والإحصاء (X) .

الجـدول رقـم (11)

	علامات الرياضيات (Y)
	12
	16
	14
	10
	15
	12
	13
	12

	علامات الإحصاء (X)
	10
	13
	12
	8
	11
	12
	14
	8


المطلـوب :


    1 ـ حسـاب معامـل الارتباط لبيرسـون .


   2 ـ حسـاب معامـل الارتباط لسبيرمـان ( معامـل ارتباط الرتـب ) .

1 ـ معامـل ارتباط بيرسـون : الجـدول التالـي يبيـن الحسابـات اللازمـة .

الجـدول رقـم (12)

	Y
	X
	Y²
	X²
	YX

	12
	10
	144
	100
	120

	16
	13
	256
	169
	208

	14
	12
	196
	144
	168

	10
	8
	100
	64
	80

	15
	11
	225
	121
	165

	12
	12
	144
	144
	144

	13
	14
	169
	196
	182

	12
	8
	144
	64
	96

	104(Y =
	88(X =
	(Y² =1378
	1002(X² =
	1163(YX =


       


                                                             


2 ـ معامـل ارتباط سبيرمـان : الجـدول التالـي يبيـن رتـب القيـم .

الجـدول رقـم (13)

	Y
	X
	رتـب Y
	رتـب X
	D
	D²

	12
	10
	6
	6
	0
	0

	16
	13
	1
	2
	-1
	1

	14
	12
	3
	3.5
	-0.5
	0.25

	10
	8
	8
	7.5
	0.5
	0.25

	15
	11
	2
	5
	-3
	9

	12
	12
	6
	3.5
	2.5
	6.25

	13
	14
	4
	1
	3
	9

	12
	8
	6
	7.5
	-1.5
	2.25

	المجمـــوع
	0(D =
	28(D² =


              


حسـاب معامل ارتباط سبيرمـان لجـدول مـزدوج :

يمكـن كذلـك حسـاب معامـل ارتباط الرتـب للجـداول التكراريـة المزدوجـة ، وتعطـي نفـس النتيجـة التـي توصلنـا إليهـا باستخـدام معامـل ارتباط بيرسـون للبيانـات المبوبـة . والفكـرة الأساسيـة فـي هـذه الطريقـة هـي أن نقـوم بترتيـب فئـات المتغيـريـن X وY تصاعديـًا أو تنازليـًا ، ثـم نتبـع طريقـة أقطـار الفـروق المتساويـة أو طريقـة أقطـار المجاميـع المتساويـة . ومـن مزايـا معامـل ارتباط الرتـب أنـه يمكـن استخدامـه فـي جـداول تكراريـة مفتوحـة الفئـات .

أولاً ـ طريقـة أقطـار الفـروق المتساويـة :

مـن خـلال الجـدول رقـم (03) نقـوم بالخطـوات التاليـة :

1 ـ نرتـب فئـات المتغيـر X تصاعديـًا ونعطـي لهـا الأرقـام 1 ، 2 ، 3 ، 4 ، 5
 ، كمـا نرتـب فئـات المتغيـر Y تصاعديـًا ونعطـي لهـا الأرقـام  1 ، 2 ، 3 ، 4  .

2 ـ نأخـذ القطـر الرئيسـي للجـدول ، وهـو الـذي يمـر بخانـات تكـون متساويـة الترتيـب للمتغيريـن ، ونلاحـظ أن الفـرق بيـن رتبتـي أي خانـة مـن الخانـات التـي يمـر بهـا القطـر الرئيسـي يسـاوي صفـر ، فبالنسبـة لمثالنـا نجـد أن التكـرارات  2 ، 5 ، 5 ، 4  ومجموعهـا يسـاوي 16 تقـع علـى القطـر الرئيـسـي وبالتالـي نجـد الفـرق بيـن رتبتـي أي خانـة مـن خانـات هـذه التكـرارات يسـاوي صفـر .

3 ـ نأخذ الأقطار المتوازية للقطر الرئيسي ، فتكون لدينا أقطار فوقه وأقطار تحته ، فمثلا نجد أن التكرارات 1 ، 7 ، 3 ، 2 تقع على القطر الذي يوجد أعلى القطر الرئيسي ومجموعها 13 والفرق بين رتبتي أي تكـرار يسـاوي 1 . أما القطـر الـذي يقـع تحـت القطـر الرئيسـي وتكراراتـه هي 3 ، 4 ، 4  ومجموعهـا 11 والفـرق بيـن رتبتـي أي خانـة يسـاوي -1 .

4 ـ نكـون جـدولاً تكراريـًا  قيمـه هـي الفـروق (D) وتكراراتـه هـي مجاميـع تكرارات الأقطـار السابقـة التـي تقابـل الفـروق .

5 ـ نكـون جدوليـن آخريـن لرتـبX  ولرتـب Y والتكـرارات هـي التكـرارات الهامشيـة المقابلـة لكل متغيـر أي رتـب X  تقابلهـا التكـرارات fX ورتـب Y تقابلهـا التكـرارات fY . نحسـب الانحرافات المعياريـة لكـل مـن الجـداول الثلاثـة السابقـة ، ويكـون معامـل الارتباط في هـذه الحالـة يسـاوي :

                                                      


حيث:  (²X  تبايـن المتغيـر X  ،  (²Y تباين المتغيرY  ،   (²D تبايـن الفـروقD   . وجـداول هذه التباينـات نستخرجها مـن الجـدول المزدوج التالـي الـذي يوضـح الأقطـار والرتـب .

الجـدول رقـم (14)

	
	5
	4
	3
	2
	1
	رتـب  X
	

	fY
	] 20-16]
	] 16-12]
	] 12-8 ]
	] 8-4]
	] 4-0 ]
	X Y        
	رتب Y

	3
	
	
	
	1
	2
	 ] 5 -0 ]
	1

	15
	
	
	7
	5
	3
	] 10-5 ]
	2

	12
	
	3
	5
	4
	
	]15-10]
	3

	10
	2
	4
	4
	
	
	]20-15]
	4

	(f=40
	2
	7
	16
	10
	5
	fX
	


أمـا جداول المتغيـرات الثلاثـة D , Y , X  المستنتجـة مـن الجـدول رقـم (14) فهـي :

    الجدول رقم (14- أ)           ا لجدول رقـم (14 ـ ب)            الجدول رقـم (14 ـ جـ)

	جـدول المتغيـر X
	
	جـدول المتغيـر Y
	
	جـدول الفـروق D

	رتب X
	fX
	fX X
	f²X X
	
	رتبY
	fY
	fYY
	f²Y Y
	
	فروقD
	fD
	fDD
	f²D D

	1
	5
	5
	5
	
	1
	3
	3
	3
	
	1
	13
	13
	13

	2
	10
	20
	40
	
	2
	15
	30
	60
	
	0
	16
	0
	0

	3
	16
	48
	144
	
	3
	12
	36
	108
	
	-1
	11
	-11
	11

	4
	7
	28
	112
	
	4
	10
	40
	160
	
	مجموع
	40
	2
	24

	5
	2
	10
	50
	
	مجموع
	40
	109
	331
	
	
	
	
	

	مجموع
	40
	111
	351
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


                        


                     


                                      


نطبــق صيغـة سبيرمـان :

                                    


وهـي نفـس النتيجـة التي توصلنـا إليهـا بطريقـة بيرسـون.

ثانيــًا : طريقـة أقطـار المجاميـع المتساويـة :


لتوضيـح هـذه الطريقـة سنأخـذ الجـدول رقـم (14) ونرسـم الأقطـار الثانويـة كمـا هـو موضـح فـي الجـدول رقـم (15) التالـي :

الجـدول رقـم (15)

	
	5
	4
	3
	2
	1
	رتـب  X
	

	fY
	] 20-16]
	] 16-12]
	] 12-8 ]
	] 8-4]
	] 4-0 ]
	X Y        
	رتـب Y

	3
	
	
	
	1
	2
	 ] 5 -0 ]
	1

	15
	
	
	7
	5
	3
	] 10-5 ]
	2

	12
	
	3
	5
	4
	
	]15-10]
	3

	10
	2
	4
	4
	
	
	]20-15]
	4

	(f=40
	2
	7
	16
	10
	5
	fX
	


 
 لنأخذ القطر الثانوي الأول الذي تكـراره يسـاوي 2 ومجمـوع رتبتيـه هـو 1+1 = 2 . أمـا القطـر الثانـي فتكراراتـه هـي 1 ، 3 ومجموعهمـا هـو 4 ، ومجمـوع رتبتـي أي خانـة مـن خانـات التكـرار تسـاوي 2+1 = 3 بالنسبـة لخانـة التكـرار 1 وكذلك 1+2 = 3 بالنسبـة لخانـة التكـرار 3 ، وهكـذا بالنسبـة لبقيـة الأقطـار الأخـرى . فـإذا رمزنـا لمجمـوع رتبتـي أي خانـة بالرمـز A نلاحـظ أن قيمـة A تتغيـر مـن قطـر لآخـر ، وإذا رمزنـا لمجمـوع التكـرارات التـي تقـع علـى القطـر بـ fA يمكننـا حســاب معامـل الإرتبـاط بطريقـة مجاميـع الأقطـار المتساويـة حسـب الصيغـة التاليـة :

                                         



إن التبايـن والانحراف المعيـاري لقيمتـي X وY وجدناهـم سابقـًا مـن الجدوليـن (14 ـ أ) و (14 ـ ب) . أمـا تبايـن قيمـةA   يمكـن الحصـول عليهـا مـن جـدول المجاميـع التالـي :

الجـدول رقـم (16)

	A
	fA
	fA A
	fA A²

	2
	2
	4
	8

	3
	4
	12
	36

	4
	5
	20
	80

	5
	11
	55
	275

	6
	5
	30
	180

	7
	7
	49
	343

	8
	4
	32
	256

	9
	2
	18
	162

	المجمـوع
	40 =(fA
	  220 =fA A² (
	1340( fA A² =


ويمكـن حسـاب تبايـن A مـن العلاقـة : 

  ومعامـل الارتباط بطريقـة مجاميـع الأقطـار المتساويـة مـن الصيغـة التاليـة :

                                          


وهـي نفـس النتيجـة التـي توصلنـا إليهـا سابقـا .

معامـل الاقتـران :


يستعمـل معامـل الاقتران عندمـا تنقسـم الصفـة المدروسـة إلـى قسميـن فقـط مـن حيـث الأصـل والنتائـج ولهـذا يطلـق عليهـا أيضـًا اسم جـدول 2×2 حيـث ينتـج عـن ذلـك وجـود أربع خانـات سنرمـز لهـا بالحـروف d , c , b , a  حسـب الجـدول التالـي : 

الجـدول رقـم (17)

	الصفـة الأولـى
	
	

	المجموع
	المجموعة الثانية
	المجموعة الأولى
	
	

	a+b

c+d
	b

d
	a
c
	المجموعة الأولى

المجموعة الثانية
	



	N
	b+d
	a+c
	المجموع
	


ويأخـذ معامـل الاقتران الشكـل التالـي :

                     

  حيـث : A معامـل الاقتران .


d c b a  تمثـل عـدد وحـدات الصفـة المدروسـة .

مثـال : قامـت إحـدى شركـات الأدويـة بإجـراء تجربـة علـى 350 شخصـًا فأعطـت 200 منهـم الـدواء الـذي أنتجتـه ثـم عرضتهـم جميعـًا للمـرض الـذي مـن أجلـه أكتشـف الـدواء فوجـدت مـا يلـي :

الجـدول رقـم (18)

	أصيـب

 بالمرض
	لـم

 يصيـب بالمرض
	الإصابـة

الـدواء

	6
	194
	أعطـي الـدواء

	100
	50
	لـم يعط الـدواء


والمطلـوب : حسـاب معامـل الاقتران .

الحـل : 


لحسـاب معامل الاقتران نقـوم بإنشـاء الجـدول المساعـد لحسـاب معامـل الاقتران .
الجـدول رقـم (19)

	المجموع
	أصيـب

 بالمرض
	لـم

 يصيـب بالمرض
	الإصابـة

الـدواء

	a+b=200
	6b = 
	194a =
	أعطـي الـدواء

	c+d=150
	100d =
	50c = 
	لـم يعط الـدواء

	N=350
	b+d = 106
	a+c = 244
	المجموع








 معامـل التوافـق :


إذا كانـت إحـدى الظاهرتيـن المدروستين أو كلتيهمـا تنقسم إلى أكثـر مـن نوعيـن ، فـإن معامـل الاقتران لا يساعدنـا فـي هـذه الحالـة ، عندئـذ نستخـدم معامـل آخـر يسمـى معامـل التوافـق ، هـذا القانـون الـذي وضعـه بيرسـون لقيـاس العلاقـة بيـن الصفـات غيـر المقيسـة ، أو بيـن صفـات بعضها يقاس بالأرقـام وبعضهـا لا يقـاس . ويحسـب معامـل التوافـق مـن القانـون التالي :

                                     


حيث : C  معامل التوافـق . n عـدد الوحـدات المدروسـة .  k تسـاوي إلـى :   


وحيـث : f تمثـل التكـرارات فـي كـل خانـة .


f تمثـل التكـرارات النظريـة التـي كان يتوقـع لهـا أن تمثـل فـي كل خانـة لـو كانـت الخانـات تمـلأ بنسبـة مجاميـع الأسطـر والأعمـدة ، أي بالاعتماد علـى مبـدأ التناسـب .

مثـال :

لدراسـة العلاقـة بيـن لـون الشعـر ولـون العيـون أخـذت عينـة مـن 60 شخـص فحصلنـا علـى النتائـج الموضحـة فـي الجـدول أدناه ، والمطلـوب حسـاب معامـل التوافـق مـع تفسيـر النتيجـة .

الجـدول رقـم (20)

	(fi
	أزرق
	اسـود
	عسلـي
	لون العيون       

          لون الشعـر

	25
	(3)    3
	(2)  21
	(1)   1
	اسـود

	26
	(6)  10
	(5)   6
	(4)  10
	اشقـر

	9
	(9)    1
	(8)   3
	(7)     5
	أبيـض

	60=(fij
	14
	30
	16
	( fJ


حيـث : الرقـم الـذي يوجـد بيـن قوسيـن يـدل علـى رقـم الخانـة . 

        (fi تـدل علـى مجمـوع تكـرارات السطـر فمثـلاً (f1 يسـاوي 25 .

        ( fJ تـدل علـى مجمـوع تكـرارات العمـود فمثـلاً ( f2 يسـاوي 30 .


أمـا (fij فتـدل علـى المجمـوع الكلـي للتكـرارات ، و fij هـو تكـرار الخانـة التـي تقـع فـي السطـر( i ) والعمـود ( j ) ، فعلـى سبيـل المثـال الخانـة التـي تقـع فـي السطـر الثانـي العمـود الثالـث  أي f23 تكـرارهـا يسـاوي 10 وهكـذا ... 

الحل: نحسب التكرارات النظرية من الجدول رقم 19 وفـق العلاقـة : 


الجـدول رقـم (20)
	fi²/ ft
	ft
	fi²
	fi
	رقم الخانـة

	0.15
	6.7
	1
	1
	1

	35.28
	12.5
	441
	21
	2

	1.55
	5.8
	9
	3
	3

	14.49
	6.9
	100
	10
	4

	2.77
	13
	36
	6
	5

	16.39
	6.1
	100
	10
	6

	10.42
	2.4
	25
	5
	7

	2
	4.5
	9
	3
	8

	0.48
	2.1
	1
	1
	9

	83.53= k =( fi²/ ft
	ــ
	ـــ
	60
	المجمـوع


نطبـق صيغـة معامـل التوافـق التاليـة :  

                             


وهـي علاقـة طرديـة ولكنهـا ضعيفـة جدا .

تماريـن الفصـل الخامـس
التمريـن 01

أوجد (أ) الميل ، (ب) المعادلة ، (جـ) نقطة تقاطع خط المعادلة مع المحورY ، (د) نقطة تقاطع خط المعادلة مع المحور X  ، للخط الذي يمر بالنقـطتيـن (5=Y1 ، X1=1) ، (1Y2=، 4X2= ) .

التمريـن 02

أوجد معادلـة الخط الـذي يمـر خـلال النقطـة (2 ، 4) والذي يوازي الخط   2X + 3Y = 6 .

التمريــن 03
أوجد معادلة الخط الذي ميله هو (4 -) ونقطة تقاطع خـط المعادلة مع المحـور Y هـي 16 .

التمريــن 04

الجـدول التالـي يوضح أوزان عينــة مكونـة مـن 12  أبـًا (X  ) وأكبـر الأبنـاء (Y  ) .

	71
	69
	67
	68
	66
	70
	62
	68
	64
	67
	63
	65
	X

	70
	68
	67
	71
	65
	68
	66
	69
	65
	68
	66
	68
	Y


 المطلـوب :



أ ) أرسـم شكـل الإنتشـار .



ب) أوجد خط المربعات الصغرى لإنحدار Y على X ثم لإنحدار X علـى Y .



جـ) أحسـب الخطـأ المعيـاري للتقديــر.



د ) أحسـب التبايـن الكلـي ، المفســر ، وغيـر المفســر .



هـ ) أوجـد معامـل التحديـد ومعامـل الإرتبـاط وأشـرح النتيجــة .

التمريـن 05

بيّن  أن معامل الإرتباط بين المتغيرين X و Y يمكن كتابته في حالة الإنحدار الخطي كالآتـي :    
        



      حيــث 

 .

التمريــن 06

لدينا المتغيرين X و Y حيـث أن X يمثـل الدخـل العائلـي الشهـري بمئات الدنانيـر وY يمثل النفقات الغذائية الشهرية بمئات الدنانير . فإذا كان لدينـا 10 عائـلات حسـب الجـدول التالـي :

	ترتيب العائلة
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	X
	38
	22
	7
	15
	33
	17
	19
	24
	16
	12

	Y
	22
	14
	7
	12
	20
	13
	12
	17
	12
	10


المطلـوب : 1) أحسـب معامـل الارتباط بيـن X و Y . 


     2) أوجـد معادلـة مستقيـم الاستهلاك الشهـري للمـواد الغذائيـة .


     3) مـا هـي نسبة اعتماد الإنفـاق علـى الدخـل .

التمريـن 07

	من بيانات الجدول التالي :
	14
	11
	9
	8
	6
	4
	3
	1
	X

	
	9
	8
	7
	5
	4
	4
	2
	1
	Y


أحسـب : أ ) معامـل الإرتبـاط الخطـي بيـن المتغيريـن X و Y .


ب ) الإنحـراف المعيـاري لـ X و لـ Y .


جـ ) تبايـن X و تبايـن  Y .


 د ) تغايـر (التبايـن المشتـرك covariance) X و Y .

التمريـن 08


      بهـدف دراسـة العلاقـة بيـن سـن الـزوج والزوجـة ، قـام أحـد طـلاب كليـة العلوم الإقتصاديـة بأخـذ عينـة لـ 100 عقـد زواج فـي مدينـة قسنطينـة فحصـل على النتائـج التاليـة : حيث X سـن الزوجـة وY سـن الزوج .

	Y X               
	15 - 20
	20 - 25
	25 - 30
	30 - 35
	مجموع الزوجـات

	15 - 20
	18
	6
	
	
	24

	20 - 25
	5
	28
	4
	1
	38

	25 - 30
	
	5
	26
	1
	32

	30 - 35
	
	1
	3
	2
	6

	مجموع الأزواج
	23
	40
	33
	4
	100


المطلـوب :

1 ـ تمثيـل نقـاط الانتشار لهـذا التوزيـع .

2 ـ حساب معادلة مستقيمي انحدار Yعلى X  وX  علـى Y.
3 ـ حساب معامـل الارتباط بواسطـة الانحدار والطريقـة المطولــة .

التمريـن 09

إذا علمـت أن الانحراف المعيـاري لقيـم X هـو 0.61 والانحراف المعيـاري لقيـم Yهـو 1.22 فأحسـب معامـل الارتباط بيـن قيـم  Xو Yإذا علمـت أن معادلـة خـط انحدارY علـى X هـي :  


Y= 21.28 + 0.84X .

التمريـن  10
إذا علمت أن معادلتي إنحـدار Y علـى X و X علـى Y همـا :

Y = 3.12 + 0.72X                         بيّن أنه يوجد خطأ فـي إحدى هاتين المعادلتين . 
X = 1.43 - 0.81 Y                   
التمريـن 11

الجـدول التالـي يبيّـن التوزيـع التكـراري للدرجـات النهائيـة لـ 80 طالـب فـي مادتـي الرياضيـات والإحصـاء .

	
	
	علامـات الرياضيـات

	
	الفئـات
	40-50
	50-60
	60-70
	70-80
	80-90
	90-100

	


	40 - 50

50 - 60

60 - 70

70 - 80

80 - 90

90-100
	3

2


	5

3

4


	6

9

5


	5

10

4

2
	5

6

4
	


3

4 


والمطلـوب : 

1) أوجـد التكرارت الهامشيـة للمتغيريـن Y و X .

2) عدد الطلبة الذين حصلوا على الدرجات 70 - 80 في الرياضيات و 80 - 90 فـي الإحصـاء .

3) النسبـة المئويـة للطلبـة الذيـن حصلـوا فـي الرياضيـات على درجـة أقـل مـن 70 .

4) عدد الطلبة الذين حصلوا على درجات 70 أو أكثر في الإحصاء وأقل من 80 في الرياضيات .

5) النسبة المئوية للطلبة الذيـن نجحوا في كل من الإحصاء والرياضيات ، بافتراض أن 60 هي الحد الأدنى لدرجة النجاح . 

6) أوجـد معامـل الإرتبـاط الخطـي لدرجـات الرياضيـات والإحصـاء .

7) أكتـب معـادلات خطـوط الإنحـدار Y علـى X  و X علـى Y .

8) أحسـب الخطـأ المعيـاري لتقديـر Y علـى X  و X علـى Y .

التمريـن 12

التقديـرات التاليـة متعلقـة بمادتـي المحاسبـة والإقتصـاد ، والمطلـوب حساب معامل الإرتباط .

	تقديرات المحاسبة
	مقبول
	جيد 
	ممتـاز
	ضعيف
	جيد جدًا
	ضعيف جدًا

	تقديرات الإقتصاد
	جيـد
	ممتاز
	جيد جدًا
	ضعيف جدًا
	مقبول
	ضعيف


التمريـن 13
فيما يلي نبيّن التقديرات التي حصل عليها ثمانية من الطلبة في مادتي الرياضيات والإحصاء .

 والمطلـوب حسـاب معامـل الإرتبـاط بيـن تقديـرات هاتيـن المادتيـن .

	تقديرات الرياضيات
	ضعيف
	مقبول
	ممتاز
	جيد جدًا
	جيد
	مقبول
	مقبول
	ضعيف جدًا

	تقديرات الإحصاء
	ضعيف 
	مقبول
	جيد جدًا
	ممتاز
	مقبول
	جيد
	ضعيف
	ضعيف جدًا


التمريـن 14
أحسب معامل الإرتباط بطريقتي (بيرسـون) و (سبيرمان) بيـن قيم Y  وX   من البيانات الآتية : 

	X
	13
	14
	15
	11
	16
	12
	13

	Y
	13
	16
	15
	12
	14
	15
	17


التمريـن 15

الجـدول المـزدوج الآتـي الـذي يمثـل الظاهرتيـن (X) و (Y) : 

	Y        X
	40-150
	150-160
	160-170
	170-180
	180-190
	190-200
	(

	40 - 50
	3
	5
	4
	
	
	
	12

	50 - 60
	3
	6
	6
	2
	
	
	17

	60 - 70
	1
	4
	9
	5
	2
	
	21

	70 - 80
	
	
	5
	10
	8
	1
	24

	80 - 90
	
	
	1
	4
	6
	5
	16

	90- 100
	
	
	
	2
	4
	4
	10

	(
	7
	15
	25
	23
	20
	10
	100


والمطلـوب : أحسـب معامـل الإرتبـاط بالطـرق التاليـة :



 1) بيرسـون .



 2) سبيرمـان : 




أ) بطريقـة مجاميـع الأقطـار المتساويـة .




ب) بطريقـة فـروق الأقطـار المتساويـة  .

التمريـن 16
في دراسة للعلاقة بين المتغيرين X و Y ، وجد أن تباين الظاهرة  Y يساوي 1.6 وأن معادلـة خـط إنحـدار Y علـى X هـي : 10Y - 13.6 - 5X = 0 ، ومعادلـة خـط إنحـدار X علـى  Yهـي :

    10X - 6.8 - 12.9Y = 0 .  المطلـوب حسـاب معامـل إرتبـاط بيرسـون بيـن X و  Y، ثـم علـق علـى النتيجـة التـي تحصلـت عليهـا .

التمريـن 17

تـم فـي مركـز مـن مراكـز البحـث اختبـار مصـل ضـد مـرض معيـن ، وقـد أعطـت عمليـة التطعيـم النتائـج المبينـة فـي الجـدول التالـي :

	           التطعيم

الإصابة
	طعمـوا
	لـم يطعمـوا
	المجمـوع
	 المطلـوب :

	لـم يصيـب
	192
	113
	305
	1ـ حساب معامل الاقتـران .

	اصيـب
	4
	34
	38
	2 ـ فسـر النتيجـة .

	المجمـوع
	226
	117
	343
	


التمريـن 18
البيانـات التاليـة خاصـة بـ 470 طالـب حسـب تقديراتهـم في المقياسيـن X وY.

	Y           X
	مقبـول
	جيـد
	جيد جـدًا
	ممتـاز
	المجموع

	مقبول
	27
	50
	30
	20
	127

	جيد
	45
	102
	82
	50
	279

	جيد جـدًا
	10
	18
	22
	14
	64

	المجموع
	82
	170
	134
	84
	470


المطلـوب : حسـاب معامـل التوافـق وشـرح النتيجـة . 
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