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Module : Programmation linéaire

Exercice 1.

Une verrerie produit des verres a café, des verres a thé et des verres a eau.

Les prix de vente, les quantités requises de verre ainsi que les temps de fagonnage et

d'emballage sont différents pour chacun des produits et sont donnés dans le tableau suivant :

Verres a Verres a thé Verres a eau
café
Temps de fagonnage ( min ) 4 2 12
Temps d'emballage ( min ) 2 1 4
Quantité de verre ( kg ) 0.1 0.15 0.1
Prix de vente ( DA ) 8 6 15

Pour la semaine a venir, l'entreprise dispose de 3000 minutes pour le fagonnage, de 1200

minutes pour I'emballage et de 100 kilogrammes de verre.

a.

Formuler un programme linéaire aidant l'entreprise a déterminer une production
maximisant son chiffre d'affaires.

Donner le programme dual du probléme.

Résoudre le probléme primal.

Donner la solution optimale du programme dual.

Si l'entreprise pouvait améliorer le faconnage ou l'emballage de ces produits, ce qui
reviendrai & disposer de plus de temps pour l'une ou l'autre de ces deux activités, quelle

étape de la production lui conseillerez-vous de modifier en premier ?



Exercice 2. Soit le probléme linéaire P suivant :
max.Z = C. X
(P) A.X=Db
X 20.
a) Montrer que la fonction objective du probléme (P) définie sur le polyedre
K={X , X>0/A.X=D0} atteint son maximum en un point extréme de K.
b) Si la fonction objective prend sa valeur maximale au plus d’un point extréme alors toutes
combinaisons linéaire convexe de ces points donne la méme valeur a la fonction objective.
¢) Un point x de K estun point extréme si et seulement si x est une solution de base
réalisable du probléme A.X =D.

d) En déduire si K # & alors il admet au moins un point extréme.

Exercice 3.
En appliquant la méthode du grand M, montrer que le probléme linéaire suivant n'a pas de
solutions.
MinZ =-2x; -3x+X3
-4x; -5%x-2%x3 25
-X; + 66X, +x3210

X]ZO;Xzzo; X3ZO
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Solution 1.

a. Définissons les variables de décision par :
X : le nombre de verres a café produits pendant la semaine a venir ;
X5 : le nombre de verres a thé produits pendant la semaine a venir ;

X3 : le nombre de verres a eau produits pendant la semaine a venir ;

Le plan de production maximisant le chiffre d'affaires est solution du programme linéaire :

Maxz=8 X;+6 X, + 15 X3
4X;+2X,+12 X5 <3000
2X;+ X;+4 X3 <1200
0,1 X;+0,15X;+0,1 X5<100
X120, Xp>20etX;2>0
b. Le probléme dual du programme précédent est :

Min w = 3000 y; + 1200 y, + 100 y3
4y +2y, 0,1 y3 =8
2y1+y2+0,15y;26
12y, +4y, +0,1y3>15
y1 20,y 2>20ety; >0

¢. Le but est d'obtenir une base optimale formée de ( X;, X, X3). En dressant les tableaux du

simplexe on obtiendra : si on choisit de faire entrer X, , il est optimal de faire sortirXs.

V.B 1 X X2 X3 X4 Xs X6 Cout
X4 3000 4 2 12 1 0 0 750
Xs 1200 2 1 4 0 1 0 600
X6 100 1/10 3/20 1/10 0 0 1 1000

V4 0 -8 -6 -15 0 0 0




Si on fait rentrer X; dans la base, si X4 sortira, ¢a nous cottera 750, de méme pour Xs , elle

nous coltera 600 et X¢ nous coditera 1000. A moindre coft, 11 est optimal de faire sortir Xs.

V.B 1 X1 Xz X3 X4 X5 X6 Cout
X4 600 0 0 4 1 -2 0 oc
X, 600 1 1/2 2 0 172 0 1200
X6 40 0 1/10 -1/10 0 -1/20 1 400
Z 4800 0 -2 1 0 4 0
Si on fait rentrer X, dans la base, il est optimal de faire sortir Xe.
V.B 1 X1 X2 X3 X4 X5 X6 Cout
X4 600 0 0 4 1 -2 0 150
X 400 1 0 5/2 0 3/4 -5 160
X, 400 0 1 -1 0 -1/2 10 -
V4 5600 0 0 -1 0 3 20
Si on fait rentrer X3 dans la base, il est optimal de faire sortir Xj.
V.B 1 X1 Xz X3 X4 X5 X6 Cout
X3 150 0 0 1 1/4 -1/2 0 -
X 25 1 0 0 -5/8 2 -5 -
X, 550 0 1 0 1/4 -1 10 -
V4 5750 0 0 0 1/4 5/2 20

Ce tableau final est optimal.

La solution est : X;~ = 25 verres a café, X, = 550 verres & thé

et X3* =150 verres a eau pour un chiffre d'affaires de Z* = 5750 DA.

d. La solution optimale duale se lit du tableau optimal :

yi =1/4,y, =5/2ety; =20, w*=25750 DA.




e. Le colit marginal associé a la premiére ressource ( le temps de fagonnage ) est
yl* = 1/4 et celui associé a la deuxieéme ressource ( le temps d'emballage ) est y, "=5/2. 1l est
donc préférable d'essayer d'augmenter en premier lieu le temps d'emballage car, pour une

augmentation égale, I'impact sur le chiffre d'affaire sera plus important.

Solution 2 . voir cours donnés par Dr. DERBALA Ali &

http://www.univ-blida.dz/fac_sciences/mathematique/ali_derbala.html

max Z = cx (1)
a. soit un PL sous forme standard (P) Ax=d (2)
x>0 3)
Soient Xi, ..., Xp, les points extrémes de IK et xo une solution optimale de (1)-(3).

Supposons le contraire, que xon'est pas un point extréme de 1K.

p
Alors xo= X A;X; etou
i=1

Z(xo 20 $MT;) = SAZE) 4
i=1 i=1

1
Déterminons la valeur maximale que prend la fonction objectif Z aux points extrémes,

max Z(x;)=72Z(x,).

ieil,...,p
Remplagons dans (4) chaque Z(X; ) par Z(X,) .
. p_ p _ _.p B
D'ouZ(xg)=Z(2X ;%)= X AZ(X;)SZ(X,) X A; S Z(X,)
i=1 i=1 i=l1
Ou Z(x,)=Z(x(). Ce qui implique que Xo n'est pas une solution optimale.

D'ou xg est un sommet de IK.

b. SoientXy,...,X}, les points extrémes de IK et Z(X;) =...= Z(X,) = a, la valeur minimale

p p
(resp. maximale). Soit X = >’ A;X; etou Y A; =1, avecA; 20
i=l i=l

2(%)= (X% = a
> |

1= 1

p
Ai = o =Z(X)
-1



c. < Soit X :(7_51,- . 'Xmaoaoa- . Q) une solution de base réalisable. Montrons que

X est un point extréme. Raisonnons par absurde.

Supposons qu'il existent y et zZ deux sommets de IK tel que :

X=ayt+t(l-a)z;0< as< 1.

Du faitque X 20et0< a< 1,les" n-m" dernieres composantes de y et z sont nulles.
y=0LY2 Ym0, ...,0); et Z=Y = (21,22 ..., Zm, 0, ..., 0)

Du fait que y et z sont des solutions réalisables alors

yiaitya + ...t yman =b,etziatza+ ...t znay =b

Dou(yi-z1))ait(y2-z2) a2+ ...+ (Y- Zm) @m =0

(ai)i=1....m sont L.I forment une base.
Il en découlera y;-z1= y2-22=.... =Y~ Zm =0
VI=Z1; Y2= 72} oo} Ym= Zm.€tdonc X = y = z.

= soit X est un point extréme, montrons qu'il est une solution de base réalisable de IK. X =

(X1, .vs Xm, 0, ..., 0) est une solution de IK.
J— m . J—
X= ) x;a; =b.Siaj, a, ..., an sont L.I alors X est de base.
i=1
Siay, ay, ..., an sont linéairements dépendants, alors ils existent des scalaires y; non tous nuls

m m
telque Yy;a; =0 (1).Mais Y x;a; =b (2)
i=1 i=1

m m m m

Poure>0, Y xja;+€eXy;a;=b et Yx;a;—-eXyjaj=b
i=l1 i=l1 i=l1 i=l1

Nous avons trouvé deux solutions (pas nécessairement réalisables)

y=i1te€yl, 0, XmTE€Ym 0, ...,0) et Z=X1-€y1, .0 Xm~ € Ym, 0, ..., 0)

Comme x; > 0, on peut choisir € tel que yet Z soient des solutions réalisables.

Mais X =1/2y+ 1/2z. Absurde car X ne sera pas un sommet.

d. si le polyedre de réalisabilité IK est non vide, alors il contient au moins une solution
réalisable a partir de laquelle on peut construire une solution de base réalisable et donc il

contient au moins un point extréme.



Solution 3. MinZ =-2%; -3 X3+ X3
—4X1 —5X2—2X3252
-X1+6X2 +X3210

X120;X220; X320

MinZ =-2%x; -3x+X3
-4xX; -5%-2X3 -X4 =5
-X; + 6Xy +X3-Xs =10
xi20;i=1,...,5.
MinZ =-2x; -3x +X3
4x; +5x+2%x3 +X4 = -
X - 66Xy -Xj3 +x5=-10
x;=20;1=1,...,5.
Ji={3} etJ,={1, 2}. On rajoute I'équation artificielle : x; + x, + x¢= M. ou M est un
nombre positif aussi grand que l'on veut. Calculons min {c¢;,j€l,} ={-2,-3 } =c»
Le probléme augmenté devient : MinZ =-2x; -3 (M-x; -Xe) + X3
4x; +5(M-x1-%X6) +2%x3 +X4 =-5
X; - 6(M-Xx1-X¢) -X3 +x5=-10
X; + X2 +Xx6=M.

x;=20;1=1,...,5.

MinZ = x; +x3+3 x6-3M

- X1 + 2X3 +X4 -5X6 =- 5M-5
7 X1 - X3 *Xs5s t6x5 = 6M-10
X1 +X2 +X6 =M.

XiZO;iz 1,...,5.

CB XB di X1 X2 X3 X4 X5 X6
0 X4 -SM-5 -1 0 2 1 0 -5
0 X5 6M-10 7 0 -1 0 1 6
0 X2 M 1 1 0 0 0 1

Zi- ¢ -3M -1 0 -1 0 0 -3




X4=-5M -5<0, a4 sort de la base.

Calculons min {Z; - ¢;/ a4; <0 } = {-1/-1, -3/-5} = 3/5; a¢ rentre dans la base.

Cs XB d; X1 X X3 X4 X5
3 X M+1 1/5 0 -2/5 -1/5 0
0 X5 -16 29/5 0 7/5 6/5 1
0 X5 -1 4/5 1 2/5 1/5 0

Z;i-c; 3 -2/5 0 -11/5 -3/5 0

Xs=-16<0, as sort de la base. Tous les a5s; 20, =1, 3, 4.
Le probléme augmenté n'a pas de solutions optimales finies.

D'ou le probléme initial n'a pas de solutions finies.



