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EXBY<ICE 1 On veut calculer | ‘unique racine pos'iriue r de l'équation f(x) =0 ot f{x) = e* - x~2. On

vous propose d'appliquer 2 méthodes de points fixes, basées sur les fonctions suivantes
g1(x) =exp(x)-2 et g&(x)=In(x+2)

® Comment ces fonctions 81 el g ont-elles été obtenues ? Detaillez vos réponses

8 Dans quel intervalle de longueur 1 se trouve cette racine ? ( Justifier )

®© En déduire si les méthodes de points fixes utilisant g, et g» convergent, et leur ordre de convergence
le cas échéant.

@ Faire2 itérations & partir de Xo =1 pour chacune des 2 méthodes de point fixe.

® Appliquer la méthode de Newron a | ‘équation de départ et faites 2 itérations o partir de xg = 1

® Pour quelle(s) valeur(s) de x, ne peut -on pas démarrer la méthode de Newton,

Exercice 2 Soit[a, b) un segment deR et xo, x1, ..., Xn, n+1 points distincts de (a, b]. Soit f une fonction
réelle définie et continue sur [a, b]. On note Pi(x) le polynéme d'interpolation de lagrange de [ aux
POInts Xy, X1,..., X¢ et f |xg, x1, .., xx) le coefficient de son mondme de degré k, i.e.,

k

Pld)= I losgdiyent] £° &,

O Expliquer pourquoi f [xg, x1, ..., Xy est indépandant de ['ordre de ses arguIments xg, Xy, ..., Xx.
@ Montrer que
Pi(X) = Pi-1(x) = f [x0, X1, .00 X] (= X0) (x = %1)... (5 — Xk--1) (A)

© En déduire que ( formule de Newton,) :

I
Pr(x)= f(x0) + Y flx0, X1, .0 Xg) (X = x0) (X = x1) (X~ Xp_y)
k=1

@ Soitk z 1, considérons le polynomeP_| quiinterpole f aux points xy, %o, ..., Xk et le polynéme Qy(x)
défini par
(x=x0)Pr_) = (x=x)Pp-1(x)
Qilx) = £l
En étudiant les propriétés de Q. montrez que:
F [%1,%0, «op 2] = L% B Bt ]
X — Xp
® Démonirer, en utilisant la formule (A), la Jormule d'erreur :

X — Xy

f[xg,xl,...,xk] =

En(X) = flx) = Pp(x) = F 1%, %3500 X, X] (X = ) (6= X1 (X~ x5)
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Exercice I

Soit [a, b] un segment de R &b Zo, Ty, 2, 1 points distincts de [@,8]. Soit f une
fonction réelle définie et continue sur [a,b]. On note 2, (z) le polynéme d’interpolation de
Lagrange de f aux points zo, 1, -+ |z et flzg, -+ » Zx] le coefficient de son monéme de
degré %, i.e,

{ Pe(z) = flzo, -+ zi) b + ...

i\f\yl. Expliquez pourquoi fzg, - - - , x| est indépendant de 'ordre de Ses arguments g, - - - | .
‘_/'

Corrigé : Le polynéme d’interpolation P, est unique une fois les points d’interpo-

lation zg, .. 2, donnés, il en est de mérme de son coefficient de plus haut degré.
L
f(ﬁ % 2. Montrez qué™
L ’ng}‘
\ it ]
o )
- Fi(z) = Pooy(z) = flzo, - -, ) (@ — o) (z — z1) -+ (2 - T-1) (1)
TN e o
Corrigé : Par construction les polynémes P, et Py vérifient B, (z;) = FPr_i(z) =
F(z:) pour 0 < 4 < k-1, donc le polynéme P, — Py, de degré k & pour racines
: les % points z; pour 0 15 k-1, il s'écrit done oz — zo)(z — T1) - (z— Th-.1),
F mais son terme de plus haut degré est le meéme que celui de Py, d’olt le résultat.

F\\) 3. En déduire que (formule de Newton) :.

Pale) = F@o) + Y flzo, - , 2] (@~ 2o)(z ~21) - (& — z_y) (2)

Corrigé ; En ajoutant membre & membre la relation précédente pour & de 1 & n, et
€0 remarquant que Fy(x) = f [z0] = f(z0) on obtient Ia relation demandée,

4. Soit & > 1, considérons le polynéme By (z) qui interpole f aux points T, 0, T
et le polyndme Qr(z) défini par

o @ = )P (2) — (z— ) Pe_y (z)
Qk(vt) s W*—lx—k*__—r*n_*—*@—_

+e
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\\ En étudiant les propriétés de @, montrez que :

T
vl oo g . Bz, azk = flzo, -, Ty
\ ot ;‘: jf o v o i kJ — _.._fL,A.,,’,ﬁ..____'.‘.___J_l._.,, L T i “1
B L =~:p

(3)

Corrigé : On vérifie que 'er(:C@) = Fr1(zo) = flzc) et que Qplzy) = e il B =
flze) et pour 1 <4< k-1 comme P} (2;) = Pey(z;) = ) v Qplad) = fley)

déduit en examinant le coefficient du terme de plus haut degré de Q.

5. Démontrez, en utilisant la formule (1), la formule d'erreur :
B En(z) = f(z) = £ulz) = flzo, - 2n, 2] (x ~ 20)(2 ~ 21) - (2 = @)
o
" Corrigé : De la formule (1) on déduit que I'expression
Folz) + flwo, - s 2n, 2] (@ - zo){z ~ 24} -+ (2~ 2,)
est la valeur en z du polynéme de degré (n+1) qui interpole f aux points zq, z;, - -
et z, et donc est égale a f(z), d’oil le résultat.
— / e 7?7 ) 7 = = B SESSS e ——— ey e ———
éj;,\ié\ﬂu.. (e {/’
po W A
(1) Fla) = 0z fle)d = (2 points) f/f?\
€% — i =Y Dﬁmp -,g;+2¢:::>;c:}z'x—~—2 P o
(i) fQ)=e—-3<0et f(2) =e*—~4>0, d'ou lintervalle [1, 2! i >-::;
(it) ¢1(z) = €. 8i 1 <z <2, ¢* < e* < e donc la méthode de point fixe diverge.
1
1 gé((’ﬁ) = 24
) _ 1 L4
122 2+=3<5z+284 < 52 ek

> la méthode de point fixe converge car g'(r) < 35 et elle est d’ordre 1 car

1 i
g sy ’
(1) = e -2, zs = g;(e) =€*? ~2 (L point} 7
9(1) = In(3), 27 = g2(In(3}) = In{In(3) + 2) = L. 1309
[ Ly ae . ) . ; 1 ;o
:;' 3 (V> I+ = Ty — : 4 m“'[ 2 X = ?f_*- T ]1639 &£y == 11464 (2 pO]HtE) {
¥ Bnﬂra - L
(vi) Les valeurs pour lesquelles f'(zy) = 0. ¢est-a-dire zy = 0.

P

¢ Bt donc par unicité du polynéme de Lagrange Qp = P , la relation demandée s’en

»In
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