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Exercice 1 (06pts). Soient I et G deux formules du calcul propo-
sitionnel. On suppose que les variables propositionnelles de F' et de
GG sont distinctes. On fait un raisonnement par contraposition : On
~ montre que si les deux affirmations suivantes sont fausses -
e soit = —F
o s0it =G
Alors Daffirmation |= (F — @) est fausse.
g On suppose done que les deux affirmations suivantes sont fausses :
e soit = —F
e soit =G
Alors =F et GG ne sont pas des tautologies. D’otl1 :
e il existe une valuation v telle que v(—F) = 0, donc v(F') = 1;
e ct il existe une valuation u telle que u(G) =0 .
On considere la valuation w satifaisant a :

19 U si p est une variable de F’
Uég sl = (p) L1 _ "
u(p) sip est une variable de G.
Cette valuation w est bien délinie puisque, par hypothose, les variables
de F et de G sont distinctes.
De plus, on a w(F) = v(F) et w(G) = w(G).

On a alors w((F — G)) = 0 car w(F) = v(F) = 1 et w(G) =
u(G) = 0; d'ou (F' = @) n'est pas une tautologie. Donce I'affirmation
E (F — @) est fausse.
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Exercice 2 (04pts).

(1) Représentation en caleul propositionnel des trois propositions :
On pose
p = Mustapha vient a Sidi-Bel-Abbes
a q := Ali vient a Sidi-Bel-Abbes
r := Omar vient a Sidi-Bel-Abbes
Alors,
e ((pAg) — r) représente : Si Mustapha et Ali viennent &
Sidi-Bel-Abbes, alors Omar viendra aussi.
e (¢ — p) représente : Si Ali vient & Sidi-Bel-Abbes, alors Mus-
tapha viendra aussi.
e (g V) représente : Ali ou Omar, 'un des deux au moins,
viendra a Sidi-Bel-Abbes.
(2) Déduction :
En choisisant la valuation vy définie par vo(p) = 0, ve(q) = 0,
vo(r) = 1;
5 e On a

[wa(((p A q) = 7)) = 1,v0((g = p)) = Liwo((g vV 7)) = 1] et [va(p) = 0] .
Donc on ne peut pas déduire que Mustapha vient a Sidi-Bel-
Abbes.

e On a aussi

[ol((p A g) = 7)) = Livo((g — p)) = Liwo((gVr)) =1] et [vo(q) = 0] .
Donc on ne peut pas déduire que Ali vient a Sidi-Bel-Abbes.

e Par contre, si on prend une valuation v qui ne satisfait pas r
alors v ne satifait pas toutes les formules de ¥ = {((p A ¢) —
r), (¢ — p),(gVr)} alafois. Dot ¥ |= r. Donc on peut
déduire que Omar vient a Sidi-Bel-Abbes.
’ Dans ce cas on donne une preuve par la méthode de réfutation
5 par résolution :
) A Y on associe S = {(-pV ~qVr),(mgVp),(gVr)}
4. et a —r on associe 8’ = {-r}.
Ci= (-pVv—gqvr) eSU&
Ol i (=g V p) eSUS
Cs; = (=g V) Clc—fz sur p
Cy= (qVr) eSS
Cs T C;_pg sur ¢
Ce = ~r eSUS

C- a -CJC—_CQ sur r

D’on SU S’ F 0O et, par conséquent ¥ = 7.



Exercice 3 (10pts).
On considere le langage du premier ordre . = {R} oll R est un
prédicat d’arité 2 et les Z-structures .4 = (M, RY).
(A) M = N et R réalisé par < :
(1) A | VavyVz((-nRxx A (Rry — —Ryz)) A ((Rzy A Ryz) —
Rzz)) ssi
pour tout @ € N, pour tout # € N, pour tout v € N, [[(a > «)
et [si (o < B) alors (8 > a)]] et [si [(a < B) et (8 < )] alors
(@ <7v)]]: VRAL
2) A = JxVyRry ssi
O$" il existe o € N, pour tout f € N, (o < 3) : FAUX.
Pour tout o € N, En choisissant 8 = 0, (o > ).
(3) A |=VaIyRyxr ssi
pour tout v € N, il existe 3 € N, (# < o) : FAUX.
En choisissant a = 0, pour tout 4 € N, (8 > a).
(4) A E=VaeIy(Rey ANVz(Rzz — (2 =y V Ryz))) ssi
pour tout o € N, il existe 8 € N, [(a < ) et pour tout v € N
ysi(a<y)alors [(v=08)ou(B<7)]]]: VRAL
pour tout o € N, En choisissant § = a+ 1, [(av < §) et pour
tout yEN | [si (a<y)alors [(y=8)ou(B<y)]]]
(5) A = VrIy(Rry — J2(Rxz A Rzy)) ssi
pour tout o € N, il existe 8 € N [si (o < 8) alors il existe
vyeEN, [(a<y)et (v < F)]]: VRAL
pour tout @ € N, en choisissant § = a + 2, | si (a < ) alors,
en prenant y=a+ 1, [(a <) et (v < 5)]]
/‘ (B) M = Q et R réalisé par < :

(1) A = VayVz((—~Rzx A (Rxy — ~Ryx)) A ((Rxy A Ryz) —
Rxz))  ssi
pour tout o € Q, pour tout 8 € @, pour tout v € Q, [[(a > «)
et | si (a < @) alors (8 > a)]] et [si [(a < 8) et (8 < v)] alors
(¢ <7)]]: VRAL

(2) A | JzVyRay ssi
il existe o € Q, pour tout § € Q, (o < ) : FAUX.

0.5 Pour tout o € Q, en choisissant 3 = —|a, (@ = §).
- (3) A = Vz3IyRyxr ssi

pour tout o € Q, il existe B € Q, (f <) : VRAL
pour tout o € Q, en prenant f =a — 1, (8 < a).

(4) A = VrIy(Rey AVz(Rxz — (z =y V Ryz))) ssi
pour tout o € Q, il existe 3 € Q, [(a < ) et pour tout v € Q
, [s1 (e < ) alors [(y = 8) ou(f<v)]]]: FAUX
En choisissant @ = 0, pour tout 8 € Q, [(0/ > 3) ou

prenant y = £ , [ (a < 7) et [(7# 8) et (32 7) ]|

, en



(5) A |=VrIy(Rry — F2(Rzz A Rzy))  ssi
pour tout o € Q, il existe # € Q, [si (& < B) alors il existe
YEQ. [(a<y)et (y<B)]: VRAL
pour tout o € Q, en prenant g = o+ 1, [si (o < 3) alors en
— prenant y = a + 3, [(a < ) et (v < 8)]

(C) M = P(N) et R est réalisé par C sens strict :

(1) A | VaVyVz((—~Razxz A (Rzy — —Ryx)) A ((Rzy A Ryz) —
Rxz))  ssi
pour tout & € Z(N), pour tout 4 € Z(N), pour tout v €
P(N), [[(a & @) et [si (o C B) alors (8 ¢ a)]] et [si [(a C B)
et (8 C )] alors (a C v)]] : VRAL
(2) A = JaVyRzy ssi
il existe a € Z(N), pour tout § € Z(N), (o C ) : FAUX.
@lf Pour tout o € #(N), en choisissant 8 =0, (o« ¢ )
B (3) A |=VaIyRyx ssi
pour tout o € #(N), il existe § € Z(N), (3 C o) : FAUX.
En choisissant « = (), pour tout 8§ € Z(N), (8 ¢ «)

(4) A \=VeIy(Ray AVz(Rzz — (z =y V Ryz)))  ssi
pour tout & € #(N), il existe 8 € P(N), [(a C B) et pour
tout v € F(N) , [si (o« C 8) alors [(y = 8) ou (BC ) ]| ]
FAUX.
En choisissant o = N, pour tout 2 € Z2(N), [(a ¢ ) ou, en
prenant y =0, [(a C B et [(v#B) et (B¢ 7) ]] ]

(5) A |=VrIy(Rey — Jz(Rzz A Rzy))  ssi
pour tout @ € Z(N), il existe 5 € FP(N), [si (o € ) alors il
existe y € Z(N), (e« Cv) et (yC 8)]: VRAL
Pour tout o € #(N), en prenant § = 0, [si (a C ), alors il
existe v € P(N), [(a C7) et (y C B)]



