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Exercice 1 Soient A un anneau commutatif unitaire et 7, J deux idéaux de A.

1. Soit f 'application définie par

ont 0 designe la classe de @ modulo 1, 7 désigne la classe de y modulo J et Ty désigne la classe de 2y
mochlo (14 )

.- S (a) Montrer que f est bien défnie.(1 pt)
| j (b) Montrer que f est A-bilinéaire. (2 pts)

\J 2. Montrer que £ x4 -f- est un A-module engendré par 1004 1. (1 pt)

\/ 3. Soit a € I 4 J. Montrer que o (1 x4 1) =0.(1 pt)
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o/ 4. En déduire un isomorphisme de 4 x4 § vers 7557.(3 pts)

5. Application: Soient n et m deux entiers positifs, et d = pged(n, m). Montrer que -5 wz —= et i1yl
A = (2 pts)
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Exercice 2 Soit A un anneau commutatif unitaire, / un wléal de A et z € A,
1, Soit I, = {ac A|ax € I}.

/ (a) Montrer que /, est un idéal de 4 (1 pt)
6 (b) Montrer que I C I, (0,5 pt)
J (c¢) Montrer que Ann (z) C I, (0,5 pt)

2. Considérons la suite de A-modules suivantes
II u v I +zA

b P

" Ann () TA

0 — 0 (1)

ou pour tout a € An{hm), u(a) = za et v (i) = 7 pour tout i dans I..

” / (a) Montrer que 'application u est bien définie. (1 pt)
(f{ (b) Rappeler la définition d’une suite exacte de A-modules.(0,5 pt)
(¢) Montrer que la suite (2) est exacte.(3 pts)

J. Rappeler la définition d’un anneau Noethérien, et donnher sa négation. (1 pt)

4. Supposons que A n'est pas noethérien. Soit M l'ensemble des idéaux de A qui ne sont pas de rvpe fin

(a) Montrer que M admet un élément maximal P. (1 pt)
|i| (b) Soit 2,y deux éléments de A vérifiant zy € P

» Montrer que si ¢ P alors P + x4 est de type fini.(1 pt)
» Montrer que si y ¢ P alors P, est de type fini.(1 pt)

(¢) En déduire de la question (2) que I'idéal P est premier.(0,5 pt)

5. En déduire que I'anneau A est noethérien si et seulement si tout idéal premier est de type fini




