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Cycle Préparatoire Intégré
Premiére année

Module : Algebrel

Examen N°1
22 Novembre 2018

2heures

Commencer par les questions et les exercices qui vous paraissent simples.

Tous les documents sont interdits ainsi que les calculatrices et téléphones.

Exercice 1 (5pts). Etant données P, Q et R trois propositions logiques, montrer que les propositions

logiques [(F — P) = 73}, [((f = QAP = @)) = 73] et [((P — QN (Q =
R)) — (P = R)} sont vraies.

Exercice 2 (3pts).
1.

)

2.

Etant donnés deux ensembles E et F,

En utilisant les quantificateurs 3 et ¥V, écrire les assertions suivantes : <E

@) ot (Emmé

Montrer que <(EﬂF:EUF)<:>(E:F)>

Exercice 3 (5pts).  Etant donnée [ : R? — R? telle que :

V (21, 22) € R?, f(z1,29) = ($1 + x2, (%)2 - (%)2)
f est-elle injective, surjective ¢
2. Si on considére lapplication g ;] — 00,0] — F C R, telle que :

1
Vo €]l —o00,0[, g(v) = ——.
Déterminer F pour que g soit bijective. Donner dans ce cas Uapplication réciproque g~*.
Exercice 4 (3pts). Etant donnée une relation binaire R reflexive sur un ensemble non vide E et
telle que :

Va,y,z € B, <(x7€y) A (sz)) = (2Rx)
Montrer que R est une relation d’équivalence sur E.

Exercice 5 (3pts). I.  On consideére sur R la relation binaire R\ {—2,+2} définie par :

Va,y € R\ {-2 42}, (zRy) < (4_$2 - —1) .

Montrer que R est une relation d’équivalence sur R\ {—2,42}.
Déterminer l’ensemble quotient R\ {—2, +2}/R.

Bon Courage.
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Cycle Préparatoire Intégré
Premiére année Module : Algebrel

Correction Examen N°1
22 Novembre 2018

(2heures)

Commencer par les questions et les exercices qui vous paraissent simples.

Tous les documents sont interdits ainsi que les calculatrices et téléphones.

Exercice 1 (5pts). Etant données P, Q et R trois propositions logiques, montrer que les proposi-
tions logiques [(? — P) = P} ; [((f — Q)N (P = @)) — 7)] et

[((P — )N (Q= R)) = (P = ”R)} sont vraies.

Correction.
Méthode 1. En utilisant des tables de vérités, on a :
I. (1pt.)
P 01
P 10
(P=P) 01
((f — P)— 7?) 1]1

ce qui montre que ((7_3 — P) = P) est vraie.

II. (2pts.) Pour P et Q deux propositions logiques, on a :

(
(

U ol =]

2
9

)
Qo
(P= Q)

P A
5:@))

((P = Q)

>(@ﬁ|ﬁ|

= | OO O
el k=l K==l Nl Neol oy Wy e
el Ll el el R =l R
e el el i =l K==l Y

)
(

ce qui montre que ((7_9 = Q)N (P = @)) = P est vraie.

III. (2pts.) Pour P, Q et R trois propositions logiques, on a :



P 0j0j0j011]1|1]1

Q 0j0j1/1/0]0|1]1

R 0[1(0/1/0]1]|0]1

(P = Q) 1[1[1]1]ofo]1]1

(Q=R) L[1jo[1[1[1]0]1
(P—=R) L[1[1[1][o[1]0[1

P = Q) A(Q= R)) 1[1]o[1][0l0]0][1
<(P:>Q)/\(Q:>R)>:>(7?:>R) L{1|{1|1]1|1|1]1

ce qui montre que [((73 = Q)N (Q= R)) = (P = R)] est vraie.

Méthode 2.  On peut aussi utiliser le fait que : <(P = Q) <= (QV 7_3>. On a:
Tb. B
((f:>77) :>77> — ((Pvf) :>77) — (P =P)

et comme (P = P) est une proposition vraie, on déduit que ((ﬁ — P) = 77) est aussi vraie.
ITb. On a:

(P=or(P=70)

— 9 Y
o

vP)AP}

v[oapr)v (PMD)}
P car (Q A Q) est fausse

1©
>
Ec@l
<.L.

[ A

P car (QV @) est vrale

d’ott on déduit que [((5 = Q)N (P = @)) =P } est vraie.

IITb. Pour montrer que la proposition S : [((73 —= )N (Q = R)) = (P = R)] est

vraie, on montre que sa négation est fausse.

On a:
S — ((P:Q)/\(Q:R))/\m

= ((Q\/TD)A(RV@)) ( AR
= ([Q/\(Rv@)} [ RV Q ]) A(PAR)
= ([(Q/\R Q/\Q} [(7_? PAQ)])/\(P/\@
— ((Q/\R) (PAR)V (P @)) (PAR) car (QA Q) est fausse
= [(Q/\R PAR} [7?/\73 PAﬁ)}\/[(f/\@)/\(P/\ﬁ)}
— [(Q/\P R/\R} [PAP RAﬁ)}v[(TDAP)/\(@Aﬁ)}

comme les propositions (P A P) et (R A R) sont fausses, on déduit que
[(Q AP)A(RA R)} Y [(7? AP)A(RA R)] Y [(P AP)A(QA R)} est fausse

3



donc S est fausse, ce qui montre que

((P—= QA (Q@=TR))— (P—R)| st VRAIE.

Exercice 2 (3pts).  Etant donnés deux ensembles E et F,
1.  En utilisant les quantificateurs 3 et ¥, écrire les assertions suivantes : <E = Q)) et (EOF +

)

2. Montrer que <(E NF=EUF)< (£ = F))

Correction.
1. Utilisation des quantificateurs 3 et V. (1.5 pts.)

1a. (E - (2)) = (Vx, ( & E)).
1b. <EﬂF7é@><:><5|x; (xGE)/\(a:EF)).
2. (1.5 pts.) Montrer que ((E NF=EUF) s (E= F)).

2a. —.
Supposons que ((E NF = EUF) et montrons que (£ = F)) On a :

(EcEUF:EchF)/\(FcEUF:EchE)

ce qui montre que £ = F.
2b. <.

Inversement, si £ = F alors

De 2a. et 2b. on déduit que

((EmF:EuF)@(EzF)).

Exercice 3 (5pts).  Etant donnée [ : R*? — R? telle que :
V(z1,20) € R?, flay,29) = ($1 + 9, (1) — (@)2)

f est-elle injective, surjective ¢
2. Si on considére lapplication g ;] — 00,0] — F C R, telle que :

1
Vo €] = 00,0}, gl) = 55—

Déterminer F pour que g soit bijective. Donner dans ce cas l'application réciproque g—'.



Correction.

la. (1pts.) f n’est pas injective, car pour zy # 0,

<f($07 —xp) = f(—x0,0) = (070)) A ((%7 —xg) # (—$07$0)>

1b. (1pts.) f n’est pas surjective, car pour y = (0,1) € R?,
V(zi,22) €R? flan,22) = (0,1) <= (21422 (21)* — (22)%) = (0, 1)
— (z1+13=0)A((21)* = (22)* =1)
— (r1=—29)AN(0=1) absurde

donc
Ely = (07 1) € RZ? V(J;lwrQ) € R27 <f(-’171,$2> # (07 1))
ce qui montre que f n’est pas surjective.

2. (2pts + 1pt.) Pour que g soit bijective il faut que : Vy € F, 3z €] — 00,0]; y = g(z).
Soit y € F, on résout I'équation y = g(z). On a :

() <= !
= €T = —
v=9 4 3x2 41
— Jyrt+y=1
= Jyrt=1-—y
1 —
— t=—" siy#0
3y
1— 1—
<— == =—9 si Y >0
3y 3y
En étudiant le signe de — Y on trouve que
l—y
——= >0<=y€]0,]1]
3y
par suite, pour F' =|0,1] on a :
l—y
VyeF, dlz=— = €] —o0,0]; y = g(z)
d’out on déduit que g est bijective si F' =]0, 1] et on a :
g_l : ]07 ]-] — ] - 0070]
1 —
y
3y

|

Exercice 4 (3pts). Etant donnée une relation binaire R reflexive sur un ensemble non vide E et
telle que :

Va,y,z € B, ((ny) A (sz)) — (2Rx)

Montrer que R est une relation d’équivalence sur F.



Correction. R étant supposée reflexive, pour montrer qu’elle est d’équivalence on montre qu’elle
est symétrique et transitive.
a. (1.5pts.) R est Symétrique, car :Vz,y € E,

(xRy) <= (2Ry) AN (yRy) car R est Reflexive
— yRx d’aprés la deuxiéme propriété de R

ce qui montre que R est Symétrique.
b. (1.5pts.) R est Transitive, car: Vx,y,z € E,

<($Ry) A (sz)) = (zRx) d’aprés la deuxiéme propriété de R
= (zR2) car R est symétrique

ce qui montre que R est transitive.
R étant reflexive, symétrique et transitive, on déduit qu’elle est une relation d’équivalence sur F.
O

Exercice 5 (3pts). On considére sur R\ {—2,+2} la relation binaire R définie par :

4 — 2
Ve, y e R\ {-2,42}, (2Ry) <= (y2 _x4 =— )

I.  Montrer que R est une relation d’équivalence sur R\ {—2,42}.
I.  Déterminer ’ensemble quotient R\ {—2, +2}/R.

Correction.
I. (2pts) On remarque que :

4
Ve, ye R\ {-2,+2}, (zRy) <= <y2 = —1> = 2’ =y’

donc, si on considére 'application f : R\{—2,4+2} — R telle que (Vx e R\{-2,42}, f(z) = a:2>,
on voit que

Vo,y € R\{=2,+2}, (#Ry) < [(z) = f(2)

ce qui montre que R est une relation d’équivalence sur R\ {—2, +2}.
II. (1pt) Pour déterminer I'ensemble quotient, on détermine les classes d’équivalence.
Soit a € R\ {—2,+2}, alors @ = {z € R\ {—2,+2}; 2Ra}. Or:

TRa < 2> = d® < 1 = +a

et comme aR(—a), on déduit :

R\ {-2,42} ) = {{a, —a}; a € R\ {-2, +2}} - {{a, 4} ac [0,+oo[\{2}}

Bonne Continuation.



