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AVANT-PROPOS A LA CINQUIEME EDITION

La cinquiéme édition en langue frangaise du présent manuel différe de la 4-iéme
édition.

Deux nouveaux chapitres ont été inclus dans cet ouvrage : le chapitre XX «
Eléments de la théorie des probabilités et de la statistique mathématique » et le
chapitre XXI « Matrices. Ecriture matricielle des systémes et résolution des
systémes d'équations différentielles linéaires » qui contient le matériel
indispensable pour la préparation mathématique des étudiants des écoles
techniques supérieures. En outre dans ce chapitre on a accordé une grande
importance a I'écriture matricielle des systémes d'équations différentielles
linéaires. On a utilisé I'écriture matricielle des solutions approchées successives
des systémes d'équations différentielles linéaires a coefficients variables. La
nécessité d'inclure ce matériel dans un cours de calcul différentiel et intégral
pour les écoles techniques est liée au fait que 1'étude des solutions des systémes
d'équations différentielles est, dans de nombreux ouvrages d'¢lectrotechnique,
de radiotechnique, d'automatique, conduite a I'appui de 1'appareil de la théorie
des matrices.

Le chapitre XVI a été complété par les paragraphes 26, 27, 28. On consideére ici
la méthode des approximations successives des solutions des équations
différenticlles, on démontre les Théorémes d'existence et d'unicité de la
solution d'une équation différentielle. On a accentué la rigueur de 1'exposé de
tout le chapitre consacré aux équations différentielles.

Le paragraphe 31 du chapitre XIII « Eléments de la théorie de la stabilité de
Liapounov » a été notablement élargi. Il est maintenant intitulé ainsi : «
Eléments de la théorie de la stabilit¢ de Liapounov. Comportement des
trajectoires de I'équation différentielle au voisinage d'un point singulier ». Ici
parallélement a la considération de la stabilité des solutions des systémes
d'équations différentielles on étudie le comportement des trajectoires a
proximité d'un point singulier du plan de phase. Cela était indispensable, car
lors de 1'étude des questions correspondantes dans les cours d'électrotechnique,
de radiotechnique et d'automatique on doit savoir utiliser couramment ces
notions. Certains paragraphes ont été récrits en utilisant la théorie de nombres
complexes. On a notablement. élargi le § 2 du chapitre X1, ou l'on donne la
démonstration de I'existence d'une intégrale définie d'une fonction continue. On
a ajouté le § 11 complémentaire du chapitre XI « Intégration d'une fonction
complexe de la variable réelle ». On a écrit de nouveaux paragraphes 24 et 25
du chapitre XVI consacrés aux séries de termes complexes et aux séries entiéres
de la variable complexe. Le nouveau paragraphe 12 du chapitre XVII est
consacré aux séries de Fourier sous forme complexe. On a ¢lucidé certaines
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notions largement utilisées dans les applications (spectre, fonction
spectrale). On a écrit les nouveaux paragraphes 15 « Série de Fourier suivant un
systéme orthogonal de fonctions » et 16 « Notion d'espace fonctionnel linéaire.
Analogie entre le développement d’une fonction en sériec de Fourier et le
développement des vecteurs » du chapitre XVII. Ce matériel est exposé de
fagon que les étudiants et les ingénieurs puissent comprendre le matériel des
autres disciplines basées sur cet appareil mathématique.

On a ajouté au chapitre XIX un nouveau paragraphe 20 « La fonction delta et
son image ».

Le chapitre VIII a été complété par le paragraphe 19 « Obtention d’une fonction
a partir des données expérimentales par la méthode des moindres carrés ». Le
contenu de ce paragraphe forme dans la précédente édition 1'Annexe I placé a la
fin du premier tome de ce manuel.

L'annexe II de la précédente édition est maintenant répartiec suivant les
paragraphes 10 « Formule d'interpolation de Newton » et 11 « Dérivation
numérique » du chapitre VII.

Quelques compléments ont été apportés aux chapitres V, VII, IX, XII et XIII.

L'auteur
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Chapitre I

NOMBRE, VARIABLE, FONCTIONS

§ 1. Nombres réels. Représentation des nombres réels par les
points de I'axe numérique.

La notion de nombre est l'une des plus fondamentales des mathématiques.
Elaborée dans 1'Antiquité, elle a subi au tours des siécles un long processus
d'extension et de généralisation.

Les nombres entiers, les nombres fractionnaires positifs et négatifs, avec le
nombre zéro sont appelés nombres rationnels. Tout nombre rationnel peut étre
mis sous la forme du quotient P/q de deux nombres entiers p et ¢. Par exemple :

2; 1,25 = &l
7 4
En particulier, tout nombre entier p peut étre considéré comme le quotient des
. 6 0
deux nombres entiers p et 1 : 1 . Par exemple 6= T; 0= n

Les nombres rationnels peuvent étre mis sons la forme de fractions décimales
périodiques, limitées ou illimitées.
Les nombres exprimés par les fractions décimales illimités non périodiques sont

appelés nombres irrationnels; tels sont, par exemple, les nombres 2 , 3 ,5-

\/5 , etc.

La collection des nombres rationnels et irrationnels forme I'ensemble des
nombres réels. Les nombres réels constituent un ensemble ordonné, c'est-a-dire
que, pour chaque couple de nombres réels x et y, une et seulement une des
relations suivantes

15 x<y,x=y,x>y estsatisfaite.

Les nombres réels peuvent étre représentés par les points de I'axe numérique.
On appelle axe numérique une droite infinie sur laquelle on a choisi : 1) un
point O appelé origine, 2) un sens positif, que I'on indique par une fléche, et 3)
une unité de mesure. Le plus souvent nous disposerons 1'axe horizontalement et
choisirons la direction de gauche a droite comme sens positif.
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Si le nombre x1 est, positif nous le représenteront par point, M, situé a

droite du l'origine et distant de O du OM, = x;; de méme si le nombre x2 est
négatif, nous le représenterons par le point M, situé¢ a gauche de O et distant de
O de OM, = - x, (fig. 1).
Le point O représente le nombre zéro. I1 est évident que tout nombre réel est
représenté par un seul point de 1'axe numérique. A deux nombres réels distincts
correspondent deux points différents de 1'axe numérique.

0 M, 1
e
-2 -1 1 23

Fig. 1

X

La proposition suivante est vraie : chaque point de I'axe numérique est l'image
d'un seul nombre réel (rationnel ou irrationnel).

Ainsi il existe une correspondance biunivoque entre tous les nombres réels et
tous les points de l'axe numérique : a chaque nombre correspond un point
unique et inversement a chaque point correspond un seul nombre dont il est
Iimage. Cela permet dons de nombreux raisonnements d'employer
indifféremment la notion de « nombre x » ou celle de « point x ». Dans ce
manuel nous aurons fréquemment l'occasion de mettre cette Remarque a
contribution.

Indiquons, sans la démontrer, la propriété suivante relative a l'ensemble des
nombres réels : entre deux nombres réels quelconques, il existe toujours des
nombres rationnels et des nombres irrationnels. Géométriquement cela signifie
: entre deux points quelconques de l'axe numérique, il existe toujours des points
rationnels et des points irrationnels.

En guise de conclusion, citons le Théoréme suivant qui joue, en quelque
sorte, le role d'un « pont jeté entre la théorie et la pratique ».

Théoréme. Tout nombre irrationnel a peut étre exprimé avec le degré de
précision voulu a l'aide de nombres rationnels.

En effet, soit o un nombre irrationnel positif. Proposons-nous d'évaluer la
valeur approchée de o a 1/n pres (par exemple, a 1/10) pres, a 1/100 pres, etc.).

Quel que soit le nombre a., il est inclus entre deux nombres entiers consécutifs
N et N + 1. Partageons le segment compris entre N et N + 1 en n parties égales.

. . m m+1
Alors a se trouvera inclus entre deux nombres rationnels N +— et N+ .
n n

. . . 1 .
La différence entre ces deux nombres étant égale & —, chacun d'eux exprimera
n

avec la précision voulue, le premier par défaut, le second par exces.
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Exemple . Le nombre irrationnel 2 s'exprime a l'aide des nombres
rationnels :

1,4 et1,5a1/10 pres,
1,41 et 1,42 2 1/100 pres,
1,414 et 1,415 a 1/1000 pres, etc.

§ 2. Valeur absolue d'un nombre réel

Introduisons maintenant la notion de valeur absolue d'un nombre réel.

Définition. On appelle valeur absolue (ou module) dun nombre réel x
(noté |x|) le nombre réel non négatif qui satisfait aux conditions suivantes

|x|=xsix>0;
|x|=-xsix<0.

Exemples:|2|=2;|-5]|=5;]0]=0.

11 découle de cette définition que pour tout x on a x < |x| .

Voyons quelques propriétés de la valeur absolue.

1. La valeur absolue de la somme algébrique de plusieurs nombres réels nest
pas supérieure a la somme des valeurs absolues des termes

lx+yl <[x]+]|y]

Démonstration. Soitx +y >0, alors
lx+y|=x+ty<|[x|[+]|y] (carx<[x]| ety <|y]).
Soit x +y <0, alors
|xty[=(x+y)=(=x)+ ) [<x[+]|y].
c.q.f.d

La démonstration peut étre facilement étendue au cas d'un nombre quelconque
de termes.
Exemples:
[-2+3|<|-2]|+]|3]|=2+3=50ul<35,
|-3-5|=|-3|+|-5|=3+5=80u8=8.

2. La valeur absolue de la différence nest pas inférieure a la différence des
valeurs absolues des termes

[x=ylzlx[-1y],|x[>|y]
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Démonstration. posons x — y = z, alors x = y + z et d'aprés la
propriété précédente
|x|=[y+z|<[y|+|z[=|y|+]x-yl
d'ou
[x|-]y|<|x-y]| cqfd.

3. La valeur absolue du produit est égale au produit des valeurs absolues des
facteurs:

lxyz|=[x[]y]||z].
4. La valeur absolue du quotient est égale au rapport des valeurs absolues du
dividends et du diviseur
x|
Y
Les deux derniéres propriétés découlent immédiatement de la définition de la
valeur absolue.

§ 3. Grandeurs variables et grandeurs constantes

Quand nous mesurons certaines grandeurs physiques telles que le temps, la
longueur, la surface, le volume, la masse, la vitesse, la pression, la température,
etc., nous établissons les valeurs numériques de ces grandeurs physiques. Les
mathématiques ¢tudient les grandeurs sans tenir compte de leur contenu
concret. Dans ce qui suit, quand nous parlerons de grandeur, nous aurons en vue
ses valeurs numériques. Durant différents phénomeénes certaines grandeurs
varient, c'est-a-dire qu'elles soot susceptibles de prendre diverses valeurs
numériques ; au contraire, d'autres peuvent conserver une méme valeur
numérique. Ainsi, si un point matériel se déplace suivant un mouvement
uniforme, le temps et la distance varient, tandis que la vitesse reste constants.
On appelle grandeur variable ou variable une grandeur susceptible de prendre
différentes valeurs numériques. Une grandeur dont les valeurs numériques ne
changent pas est appelée grandeur constants ou constants. Par la suite, nous
désignerons les grandeurs variables par les lettres x, y, z, u, . . ., etc., et les
grandeurs constantes par les lettres a, b, c, . . , etc.

Remarque : En mathématiques on considére souvent les grandeurs
constantes comme un cas particulier des grandeurs variables : une constants est
une variable dont les diverses valeurs numériques sont toutes égales.

Remarquons, toutefois, qu'au tours de I'étude de divers phénomeénes physiques
il peut arriver qu'une méme grandeur soit constants dans certains cas et variable
dans d'autres. Par exemple, la vitesse d’un corps anima d'un movement

17

uniformes est une grandeur constante, mais la vitesse d’un mouvement
uniformément accéléré est une grandeur variable. Les grandeurs qui conservent
une méme valeur quel que soit le phénoméne considéré sont appelées
constantes absolues. Ainsi, le rapport de la longueur dune circonférence a son
diamétre est une constants absolue dont la valeur © = 3,14159...
Nous verrons par la suite que la notion de grandeur variable est fondamentale
pour le calcul intégral et différentiel. Dans « La dialectique de la nature »
Engels écrit: « La grandeur variable de Descartes a marqué un tournant en
mathématiques. C'est avec elle que le mouvement et la dialectique sont entrés
dans les mathématiques et que se fit sentir tout de suite la nécessité du calcul
différentiel et intégral. »

§ 4. Domaine de définition dune variable

Une variable est susceptible de prendre des valeurs numériques différentes.
L'ensemble de ces valeurs peut varier suivant le caractére du probleme
considéré. Par exemple, la température de 1'eau chauffée dans les conditions
normales peut varier depuis la température ambiante, 15 a 18 °C, jusqu'a celle
du point d'ébullition, 100 °C.

Par contre, la variable x = cos o peut prendre toutes M
les valeurs comprises entre -1 et +1.

La valeur d’une variable s'exprime o«

géométriquement par un point de I'axe numérique.
Ainsi, I'ensemble des valeurs que prend la variable
x = cos a pour toutes les valeurs de a est représenté
par l'ensemble des points de I'axe numérique

compris entre -1 et +1, les points -1 et +1 étant
inclus (fig. 2). Fig. 2

Définition. On appelle domaine de définition d’une variable 1'ensemble des
valeurs numériques qu'elle est susceptible de prendre. Citons les domaines de
définition de certaines variables que nous rencontrerons fréquemment par la
suite.
On appelle intervalle ouvert ou intervalle d'extrémités a et b I'ensemble de tous
les nombres x compris entre a et b (¢ < b); les nombres a et b n'appartiennent
pas a cet ensemble. On le désigne soit par la notation (a, b), soit par les
inégalités a < x <b.
On appelle segment ou intervalle fermé d'extrémités a et b I'ensemble de tous
les nombres x compris entre les deux nombres a et b ; les nombres a et b
ppartiennent a I'ensemble. On le désigne soit par la notation [a; b], soit par les
inégalités

a<x<h.
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Si I'un des nombres a ou b, a par exemple, appartient et si l'autre n' appartient
pas a cet intervalle, on a alors un semi-intervalle o u verten b ; on peut le
définir par les inégalités

a<x<b

et on le désigne par la notation [a, b). Si le nombre » appartient et si «
n'appartient pas a cet intervalle, on a alors un semi-intervalle ouvert en a (a,
b], que I'on peut définir a I'aide des inégalités

a<x<b.
Si la variable x prend toutes les valeurs plus grandes que a, on désigne cet
intervalle par la notation (a ,+ o), que ’on peut égalment définir a 'aide des
inégalités conventionnelles a <x <+ .

q I e I, ~T,*E
t = —
Fig. 3

X

On considérera également les intervalles et les semi-intervalles infinis, définis
par les inégalités conventionnelles suivantes:
a<x<+tow;-0<x<c; -0<x<c;-0<x<+oo0.

Exemple. Le domaine de définition de la variable x = cos a, pour toutes les
valeurs de a, est le segment [-1, +1] ; on peut I'exprimer a l'aide des inégalités
-1 <x <+1.

On peut remplacer dans les définitions précédentes le mot « nombre » par le
mot « point ». Ainsi, on appelle segment 1'ensemble de tous les points x situés
entre les points a et b (a et b étant les extrémités du segment), les points a et b
sont inclus dans cet ensemble.

On appelle voisinage d'un point x, tout intervalle ouvert (a, b) contenant ce
point, c'est-a-dire un intervalle (a, b) pour lequel soient vérifiées les inégalités a
< x, < b. On choisit souvent le voisinage (a, b) de sorte que le point x, se trouve
en son milieu. Le point x, est. alors appelé le centre du voisinage et le nombre
b-a

le rayon du voisinage. La figure 3 représente le voisinage (x, - €, X, + €)

de centre x, et de rayon .
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§ 5. Variable ordonnée. Variable croissante et variable
décroissante. Variable bornée

On dit que la variable x est ordonnée si 1'on connait son domaine de définition
et si, pour chaque couple de ses valeurs, on peut indiquer celle qui est
antécédente et celle qui est conséquente. Ici la notion d'« antécédence » ou de «
conséquence » n'est pas liée au temps. Elle exprime une certaine fagon
d'ordonner les valeurs de la variable.

Un cas particulier de grandeur variable ordonnée est celui d'une grandeur
variable dont les valeurs forment une suite numérique x, X, X3, . . ., X, . . . Dans
ce cas, pour k' < k la valeur x;. est « antécédente » et la valeur x, « conséquente
», indépendamment du fait laquelle de ces deux valeurs est la plus grande.

Définition 1. Une variable est dite croissante si chaque valeur conséquente
est plus grande que chaque valeur antécédente. Une variable est dite
décroissante si chaque valeur conséquente est plus petite que chaque valeur
antécédente.

Les variables croissantes et les variables décroissantes sont appelées variables a
variation monotone ou simplement variables monotones.

Exemple. Quand on double le nombre des cotés d'un polygone régulier
inscrit dans un cercle, l'aire s de ce polygone est une variable croissante. De
méme, quand on double le nombre des cotés d'un polygone circonscrit a un
cercle, faire de ce polygone est une variable décroissante. Remarquons qu'une
variable n'est pas nécessairement croissante ou décroissante. Par exemple, la
variable x = sin o n'est pas une variable monotone quand a croit sur le segment
[0, 2xt]. Elle croit d'abord de 0 a 1, puis décroit de 1 a -1, croit de nouveau de -1
ao.

Définition 2. Une variable x est dite bornée s'il existe une constante M > 0
telle que, pour toutes les valeurs conséquentes de la variable a partir d une
certaine valeur, les inégalités

-M <x <M, c'est-a-dire | x | < M,
sont satisfaites.
En d'autres termes, une variable est dite bornée s'il existe un segment [-M, M]
tel qu'a partir d'une certaine valeur toutes les valeurs conséquentes de la
variable appartiennent a ce segment. Toutefois, il existe des variables bornées
dont les valeurs ne remplissent pas le segment [-M, M]. Par exemple, une
variable susceptible de prendre les différentes valeurs rationnelles du segment [-
2, 2] est bornée, mais il est évident qu'elle ne prend pas toutes les valeurs de ce
segment (précisément, les valeurs irrationnelles).
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§ 6. Fonction

L'étude des divers phénomeénes de la nature et la résolution de divers problémes
techniques et, par conséquent, mathématiques, nous amenent a considérer la
variation d'une grandeur en corrélation avec la variation d'une autre grandeur.
Ainsi quand nous étudions un mouvement, nous considérons le chemin
parcouru comme une variable qui dépend du temps. Ici le chemin parcouru est
une fonction du temps.

Prenons un autre exemple. La surface du cercle en fonction du rayon est donnée
par la formule bien connue Q = nR2. Si le rayon R prend différentes valeurs, la
surface Q prendra également différentes valeurs. Ainsi la variation de 1'une de
ces variables entraine la variation de l'autre. Ici la surface du cercle Q est une
fonction du rayon R. Donnons la définition de la notion de « fonction ».

Définition 1. Nous dirons que y est une fonction de x et nous écrirons y = f°
(x), ¥y = ¢ (x), etc., si a chaque valeur de la variable x appartenant a un certain
domaine correspond une valeur de la variable y.

La variable x est appelée variable indépendante. La dépendance entre les
variables x et y s'appelle une dépendance fonctionnelle. La lettre f, qui entre
dans la notation symbolique de la dépendance fonctionnelle y = f (x), indique
qu'il faut appliquer certaines opérations a x pour obtenir la valeur
correspondante de y. On écrit parfois y =y (x), u = u (x), au lieu de y =f (x), u =
¢ (x) ; dans ce cas, les lettres y et u expriment en méme temps la valeur de la
fonction et le symbole des opérations appliquées a x.

La notation y = C, ou C est une constante, exprime une fonction dont la valeur
est égale a C quel que soit x.

Définition 2. L'ensemble des valeurs x pour lesquelles la valeur de la
fonction y est donnée par la loi f (x) est appelé domaine d'existence de la
fonction (ou domaine de définition de la fonction).

Exemple 1. La fonction y = sin x est définie pour toutes les valeurs de x. Donc, son
domaine d'existence est l'intervalle infini - co <x <+ o0

Remarque 1. S'l existe une dépendance fonctionnelle entre les deux
variables x et y = f (x) et si l'on considére x et y = f (x) comme des variables
ordonnées, nous dirons alors que pour les deux valeurs y* = f (x*) et y** = f
(x**) de la fonction f'(x) correspondant, aux valeurs x* et x** de la variable x, la
valeur conséquente de la fonction est celle qui correspond a la valeur
conséquente de la variable indépendante. C'est pourquoi nous sommes tout
naturellement conduits a énoncer la définition suivante.
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Définition 3. La fonction y = f (x) est dite croissante si a une plus
grande valeur de la variable indépendante correspond une plus grande valeur de
la fonction. On définit d'une maniére analogue la fonction décroissante.

Exemple 2. La fonction Q = nR? est une fonction croissante pour 0 < R < +o0, car &
une plus grande valeur de R correspond une plus grande valeur de Q.

Remarque 2. Quand on définit la notion de fonction, on admet parfois qu'a
chaque valeur de x prise dans un certain domaine correspond non pas une valeur
de y, mais plusieurs ou méme une infinité. Dans ce cas, la fonction est dite
multivoque, tandis que la fonction précédemment définie est dite univogue. Par
la suite, nous conviendrons d'appeler fonctions uniquement celles qui sont
univoques. Si dans certains cas nous avons affaire a des fonctions multivoques,
nous le spécifierons chaque fois pour éviter toute confusion.

§ 7. Diverses formes d'expression des fonctions

I.Fonctions données a d'aide de tables
Dans ce procédé on dispose dans un certain ordre les valeurs de la variable

indépendante x;, x,, . . ., X, et les valeurs correspondantes de la fonction y;, y,, . .
> Vn

X X1 X3 Xn
y » e Ya

Telles sont, par exemple, les tables des fonctions trigonométriques, les tables
des logarithmes, etc.

On peut obtenir au cours de I'étude expérimentale de certains phénoménes des
tables qui expriment la dépendance fonctionnelle existant entre les grandeurs
mesurées. Ainsi, par exemple, les relevés de la température de l'air faits dans
une station météorologique durant une journée nous donnent la table suivante

Valeur de la température T (en degrés) en fonction du temps t (en heures)

t 1 2 3 4 5 6 7 8 9

T 0 -1 -2 -2 -0.5 1 3 3.5 4

Cette table définit 7" en fonction de ¢.
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IT. Représentation graphique des fonctions

Soit dans le plan un systéme de coordonnées rectangulaires. Un ensemble de
points M (x, y), tel qu'aucun couple de points ne se trouve sur une droite
paralléle a 1'axe Oy, définit une certaine fonction univoque y = f'(x). Les valeurs
de la variable indépendante sont les abscisses de ces points, les valeurs de la
fonction les ordonnées correspondantes (fig. 4).

Fig. 4

L'ensemble des points du plan (xOy) dont les abscisses sont les valeurs de la
variable indépendante et les ordonnées les valeurs correspondantes de la
fonction est appelé graphique de cette fonction.

IITI. Représentation analytique des fonctions

Précisons tout d'abord ce que nous entendons par « expression analytique ».
Nous appellerons expression analytique la notation symbolique de l'ensemble
des opérations mathématiques connues que l'on doit appliquer dans un certain
ordre a des nombres et des lettres exprimant des grandeurs constantes ou
variables.
Remarquons que par ensemble des opérations mathématiques connues nous
envisageons non seulement les opérations mathématiques apprises au cours des
études secondaires (addition, soustraction, extraction de la racine, etc.) mais
également toutes les opérations qui seront définies au fur et & mesure de
I'exposé du cours.
Donnons des exemples d'expressions analytiques

x* -2 ngﬂ; 2% —4/5+3x, etc.

5x2 +1

Si la dépendance fonctionnelle y = f (x) est telle que f est une expression

analytique, nous disons que la fonction y de x est donnée analytiquement. Voici
quelques exemples d'expressions analytiques

1)y:x4—2; 2)y:x—+i; 3)y:\/1—x2; 4) y =sinx; 5)Q:77R2, etc.
x—
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Dans ces exemples les fonctions sont exprimées analytiquement par une

seule formule. (On appelle formule [I'égalit¢é entre deux expressions
analytiques.) Dans ces cas on peut parler du domaine naturel de définition d'une
fonction.

Le domaine naturel de définition d'une fonction donnée par YA
une expression analytique est I'ensemble des valeurs de x
pour lesquelles 1'expression du second membre a une valeur
bien déterminée. Ainsi, le domaine naturel de définition de

L]

. . . . N

la fonction y = x*- 2 est lintervalle infini - o0 < x < +o0 S 3
puisque cette fonction est définie pour toutes les valeurs de

. x+1 P
x. La fonction y= 1 est définie pour toutes les valeurs
x—
0 F 3

de x, excepté la valeur x = 1, car pour cette valeur le
dénominateur s'annule. Le domaine naturel de définition de la fonction

y=+/1—x? estle segment —1 <x < 1, etc. Fig. 5

Remarque. Il importe parfois de considérer non pas tout le domaine naturel
de définition d'une fonction, mais une partie de ce domaine. Ainsi, la surface Q
du cercle s'exprime en fonction du rayon R par la fonction Q = nR*. Le domaine
de définition de cette fonction pour ce probléme géométrique concret est
évidemment l'intervalle infini 0 < R < +oo. ‘routefois, le domaine naturel de
définition de cette fonction est l'intervalle infini -oo < R < +oo.

Une fonction y = f (x) dont on connait l'expression analytique peut étre
représentée graphiquement sur le plan des coordonnées xOy. Ainsi, le graphique
de la fonction y = x? est la parabole représentée sur la figure 5.

§ 8. Principales fonctions élémentaires. Fonctions élémentaires

Les principales fonctions élémentaires sont des fonctions dont 1'expression
analytique est 1'une des suivantes

L La fonction puissance: y = x“ ot o est un nombre réel ).

II. La fonction exponentielle: y = a* ol a est un nombre positif
différent de 1.

II1. La fonction logarithmique: y = log, x ou la base du logarithme est

un nombre positif a différent de 1'unité.

" Pour o irrationnel, cette fonction se calcule en prenant le logarithme et
l'exponentielle : log y = a log x. On suppose que x > 0.
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Iv. Les fonctions trigonométriques: y =sinx, y=cosx, y=
tgx, y=ctgx, y=secx, y=COSECX.
V. Les fonctions trigonométriques inverses y = arc sinx, y = arc cos

X, y=arctgx, y=arcctgx, y=arcsecx, ) =arccosecJx.

Déterminons les domaines de définition et tragons les graphiques des
principales fonctions élémentaires :

La fonction puissance,y=x"
1. o est un entier positif. La fonction est définie en chaque point de l'intervalle

infini - o0 <x <+ oo. Les graphiques de cette fonction pour différentes valeurs
de a sont représentés sur les figures 6 et 7.

9
y=zt
g I
Fig. 6 Fig. 7

2. a est un entier négatif. Dans ce cas la fonction est définie pour toutes les
valeurs de x, excepté la valeur x = 0. Les graphiques de cette fonction pour
différentes valeurs de a sont représentés sur les figures § et 9. y

¥y
y =1
Y= T
| T
Fig. 8 Fig. 9

Les figures 10, 11, 12 représentent les graphiques des fonctions puissance pour
o, rationnels fractionnaires.
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La fonction exponentielle, y =a', a > 0 et a # 1. Cette
fonction est définie pour toutes les valeurs de x. Le graphique de cette fonction
est représenté sur la figure 13.

y =, w
Y yww

g y=-z y

7] z

Fig. 10 Fig. 11 Fig. 12

La fonction logarithmique,y=1log,x,a>0eta=# 1. Cette fonction
est définie pour x > 0. Le graphique de cette fonction est représenté sur la figure
14.

Les fonctions trigonométriques (circulaires). Dans les
formules y = sin x, etc., la variable independante

{%)IG)I (ﬁx i 107 3* 2*
1’_
Ly
y=log,x
ol /1 >z
SR R
Fig. 13 Fig. 14

x est exprimée en radians. Avant de donner la définition d'une fonction
périodique remarquons que toutes les fonctions circulaires énumérées sont
périodiques.

Définition 1. La fonction y = f'(x) est dite périodique s'il existe un nombre
constant C tel que la valeur de la fonction ne change pas quand on ajoute (ou
l'on retranche) le nombre C a la variable indépendante : /' (x + C) = f'(x).

Le plus petit de ces nombres est appelé période de la fonction. Nous la
désignerons par la suite par 2/.
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I1 découle immédiatement de cette définition que la fonction y = sin x est une
fonction périodique de période 2w : sin x = sin (x + 2w). La période de la
fonction y = cos x est aussi égale a 2x. La période des fonctions y =tg x et y =
ctg x est égale a .

Les fonctions y = sin x et y = cos x sont définies pour toutes les valeurs de x ; les
fonctions y = tg x et y = sec x sont définies partout, sauf aux points x = (2k + 1)

g (k=0,%1,£2,...); les fonctions y = ctg x et y = cosec x sont définies pour

toutes les valeurs de x, sauf aux points x = kn (k = 0, =1, £2, . . .). Les
graphiques des fonctions trigonométriques sont représentés sur les figures 15-
19. Par la suite nous étudierons en détail les graphiques des fonctions
trigonométriques inverses.

Introduisons la notion de fonction de fonction. Si y est une fonction de u et u
une fonction de la variable x, y dépend alors de x. Soit

y=F @)
et

u=¢((x).

Nous en déduisons une fonction yde x : y = F [¢ (x)].

Cette derniere est appelée fonction de fonction ou f onction composée.

Exemp le 1. Soit y=sin u et u = x> La fonction y = sin (x°) est une fonction
composée de x.

Remarque. Le domaine de définition de la fonction y = F [¢ (x)] est soit le
domaine de définition tout entier de la fonction u = ¢ (x), soit la partie de ce
domaine dans laquelle les valeurs de u appartiennent au domaine de définition
de la fonction F (u).

Exemple 2. Le domaine de définition de la fonction

y=+1-x% (y =\/;, u=1-x?)est le segment [-1, 1] puisque quand | x | > 1, u

<0 et, par conséquent, la fonction Ju n'est pas définie (quoique la fonction u =
1 - x* soit définie pour toutes les valeurs de x). Le graphique de cette fonction
est la moiti¢ supérieure de la circonférence de rayon 1, dont le centre est
l'origine des coordonnées.

L'opération « fonction de fonction » peut étre exécutée non seulement une fois,
mais un nombre arbitraire de fois. Par exemple, on obtient la fonction composée
y = Log [sin (x* + 1)] en exécutant les opérations suivantes (en définissant les
fonctions suivantes)

v=x’+1,u=sinv,y=Log u.

Donnons la définition d'une fonction élémentaire.

y=sinx

ig. 19

Fig. 16
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Définition 2. On appelle fonction élémentaire toute fonction qui peut
étre donnée a 1'aide d'une seule formule du type y = f'(x), ou la fonction f'(x) est
le résultat des combinaisons de fonctions élémentaires principales et de
constantes réalisées a l'aide des opérations d'addition, de soustraction, de
multiplication, de division et de fonction de fonction ; toutes les opérations
doivent étre effectuées un nombre fini de fois. I1 découle de cette définition que
les fonctions élémentaires font partie des fonctions définies analytiquement.

Exemples de fonctions ¢lémentaires :

¥
y=|x|=\/;,y=\/1+4sin2x
log x +43/x + 2t
o logxrdfxrdgr
—t > 10" —x+10
ol 1 2 £
Fig. 20 Exemple de fonction non élémentaire
La fonction y =12 - 3 - . . - n (y = f (n)) n’est pas une fonction élémentaire

puisque le nombre des opérations que l'on doit effectuer pour obtenir y croit
avec n, ¢’est-a-dire n’est pas un nombre fini.

Remarque. La fonction représentée sur la figure 20 est une fonction
¢élémentaire bien qu'elle suit donnée a 1'aide de deux formules :
fX)=x,810<x<1;f(x)=2x-1,si 1 <x<2.

Cette fonction peut étre donnée par une seine formule

3 1) 1 3 1) 1 2

=—|x——|+—|x-1l==| x—= |[+—4/(x-1

J&) Z(X 3] 2|x | 2[x 3) 2 (x=1)
pour 0 <x <2.

§ 9. Fonctions algébriques

Les fonctions algébriques comprennent les fonctions élémentaires suivantes:
L Fonction rationnelle entiére ou polyndme
y=ax"+ax""+ .. +a,

ou a,, a1, . . ., a, sont des nombres constants appelés coefficients ; n est un
entier positif que 1'on appelle degré du polynéme. I1 est évident que cette
fonction est définie pour toutes les valeurs de x, c'est-a-dire qu'elle est définie
dans un intervalle infini.

Exemple s: 1. y=ax+ b est une fonction linéaire. Quand b = 0, cette fonction
exprime une dépendance entre x et y telle que ces deux variables sont proportionnelles.
Quand @ =0, y = b, la fonction est constante.
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2.y = ax? + bx + ¢ est une fonction du second degré. Le graphique de
cette fonction est une parabole (fig. 21). L'étude détaillée de ces fonctions est
I’objet de la géométrie analytique.

Yy o0 Yy aco
*r T
a) b)
Fig. 21

II. Fractions rationnelles. Cette fonction est définie comme le rapport

de deux polynomes
agx" +a;x"" +..+a,

box™ +bx™ " +...+b,

Un exemple de fraction rationnelle nous est fourni par la fonction

a

y==

X
qui exprime une dépendance inversement proportionnelle.
Le graphique de cette fonction est donné sur la figure 22. 11 est évident que la
fraction rationnelle est définie pour toutes les valeurs de x, excepté bien sir les
valeurs pour lesquelles le dénominateur s'annule.

¥ [}
a>0 a<l
M
0 x 0 iF]
a) b)
Fig. 22

Il Fonction irrationnelle. Onditque la fonction y = f (x) est
irrationnelle si f (x) est le résultat des opérations d'addition, de soustraction, de
multiplication, de division et d élévation a une puissance rationnelle non
enticre.
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Voici des exemples de fonctions irrationnelles
_ 2x%+ \/; )

b y =
V1+5x2

Remarque 1. Les trois types de fonctions algébriques que nous venons de
citer n'épuisent pas toutes les fonctions algébriques. On appelle fonction
algébrique toute fonction y = f(x) qui satisfait a une équation du type

x , etc.

Py() "+ P ()Y 4. +P,(x)=0, (1)
ou P, (x), Py (x), ... P, (x) sontdes polynémes de x.

On peut démontrer que toute fonction appartenant a I'un des trois types cités
vérifie une équation du type (1), mais parmi les fonctions vérifiant les équations
du type (1), il existe des fonctions qui n'appartiennent a aucun des trois types
précédents.

Remarque 2. On appelle fonctions transcendantes les fonctions qui ne sont
pas algébriques.
Voici des exemples de fonctions transcendantes y = cos x, y = 107, etc.

§ 10. Systéme de coordonnées polaires

On peut déterminer la position d'un point du plan a l'aide d'un systeme dit de
coordonnées polaires.

Soient dans le plan un point O que 1'on nomme pdle et une demi-droite issue de
ce point que 'on appelle axe polaire. La position d'un point arbitraire M du plan
peut étre déterminée a l'aide de deux nombres : le nombre p qui donne la
distance du point M au pble, et le nombre ¢ qui est égal a I'angle formé par le
segment OM et 1'axe polaire. On adopte le sens contraire aux aiguilles d'une
montre comme sens positif.

Les nombres p et ¢ sont appelés coordonnées polaires du point M (fig. 23).

Le rayon vecteur p sera toujours un nombre non négatif. Si 1'angle polaire ¢
varie entre les limites 0 < ¢ < 2m, alors a chaque point du plan, autre que le
pole, correspond un couple bien déterminé de nombres p et ¢. Pour le pdle on a
p =0 et ¢ est arbitraire.

Etablissons les relations qui existent entre les coordonnées polaires et les
coordonnées orthogonales. Supposons que 1'origine du systéme de coordonnées
orthogonales coincide avec le pole et le sens positif de l'axe Ox avec 1'axe
polaire.
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I1 découle directement de la figure 24 que: x = p cos @,y = p sin @
et inversement

p=y+y 1go= =
x
Remarque. Pour déterminer ¢, il faut prendre en considération le quadrant
ou se trouve le point et choisir la valeur appropriée de @. Dans le systéme de

coordonnées polaires I'équation p = F (p) détermine une courbe.

m T M

P y=psing { N
p>0 0 A
0 z Z=pco5 @
Fig. 23 Fig, 24 Fig. 25

Exemple 1.L'équation p =a, ou a est une constante, définit dans le systéme
de coordonnées polaires un cercle, dont le centre est au pdle et le rayon est a.

0 la I
pe l

Fig. 26 Fig. 27

L'équation de ce cercle (fig. 25) dans un systéme de coordonnées orthogonales,
disposé comme 1'indique la figure 24, est :

JX2+y*=a ou x2+y*=a®
Exemple 2.

p=a ¢, oua = const.
Disposons sous forme de table les valeurs de p pour certaines valeurs de ¢ :

T b 3n 3n
0|0 — — — T —
4 2 4 2

27 3n 4r

p| 0 |=0,78a| ~0,78a |~0,78a| ~0,78a | =0,78a | =0,78a | =0,78a | ~12,56a

La courbe correspondante est représentée sur la figure 26. Cette courbe est
appelée spirale d'Archiméde.
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Exemple 3. p=2acos .

C'est I'équation d'un cercle de rayon a, dont le centre se trouve au point. p, - a,
¢ = 0 (fig. 27). Ecrivons 1'équation de ce cercle dans le systéme de coordonnées
rectangulaires.

. . . x
En substituant dans cette équation p = \/x2+ 12,08 = ———,C0S P =X OU

a,/x2+y2:2a—2a ou x*+y*-2ax =0

X2+ y?

x2+y?

Exercices

1.

Soit donnée la fonction f (x) =x> + 6x - 4. Vérifier les égalités ' (1)=3 f
(3)=23.

f(x)=x*+ 1. Calculer les valeurs: a) f'(4). Rép. 17. b)f(\/E ). Rép.3.¢) f
(a+1). Rép. a? + 2a + 2. d) f (a)+1. Rép. a*+2 e) f(a). Rép. a*+ 1. [ f(a)]-
Rép. a*+2a?+ 1. g) £ (2a). Rép. 4a* + 1.

qo(x)zx—_l . Former les expressions: ¢ 1 et ! . Rép. ¢ 1
3x+5 X o(x) b

_l-x 1 _3x+45
3+5x T p(x)  x-1
y(x)=+x%+4 . Former les expressions : y(2x) et y (0). Rép. v (2x)

=24x2+1 ; y(0)=2.

f(0) =tg 6. Vérifier I'égalité f(20) = L@)Z .
1-[r®]
o(x) = logl_—x . Vérifier I'égalité o(a) + ¢ (b) = ¢ ( atb ]
I+x 1+ab

fix) =log x; ¢ (x)=x. Former les expressions: a) f e (2)). Rép. 3 log 2. b)
flo(@)]. Rép. 3 log a. ¢) ¢ [ f(a)] Rép. [log a]’.

Indiquer le domaine naturel de définition de la fonction y = 2x2 + 1. Rép. -
oo < x < +o0.

Indiquer les domaines naturels de définition des fonctions

a) l-x2.Rép.-1<x<+l.b) V3+x+37—x.Rép. -3 <x<7.

¢) ¥x+a—Yx—b . Rép. - 0 <x<+o0. d) a+xRép.x¢a.

a—x
e) arc sin? x. Rép. -1 <x < 1. f) y=1log x. Rép. x> 0.
g)y=a" (a>0). Rep. -0 <x <+oo,

Construire les graphiques des fonctions suivantes:
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10. y=-3x+5. 11.y=1x>+1. 12.y=3-2x%
13.y=x*+2x- 1. 14.y=x 15. y =sin 2x.
16, y = cos 3x. 17.y=x>-4x +6. 18. y= !
1-x?
. T m
19.y:s1n(x+zj. 20. y:cos(x—gj . 21.y=tg (1/2)x.
1 2
22. y=ctgzx. 23.y=73" 24, y=2"",
25.y =1log, L 26.y=x"+1. 27.y=4-x.
x
28. y:i . 29.y=x" 30.y=x".
x2
1 A !
31, y=x2. 32. y=x 2. 33. y=x3.
34.y = x| 35. y=1log, |x|. 36..y=1log, (1 -x).

37. y:3sin(2x+§] .38 y:4cos(x+§]

39. La fonction f'(x) est définie sur le segment [-1 ; 1] de la maniére suivante :
f(x)=1+xpour-1<x<0;
f)=1-2xpour0<x<1.

40. La fonction f'(x) est définie sur le segment [0 ; 2] de la maniére suivante :
fx)=*pour 0<x<1;
f(x)=xpour 1 <x<2.

Construire les courbes données en coordonnées polaires .

41. p= 2 (spirale hyperbolique).
4
42. p =a® (spirale logarithmique).

43. p=a4/cos2¢ (lemniscate). 44.p=a (1 - cos @) (cardioide).
45. p=a sin 3.
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Chapitre Il

LIMITE ET CONTINUITE DES FONCTIONS

§ 1. Limite d'une grandeur variable. Grandeur variable
infiniment grande

Nous allons considérer dans ce paragraphe des variables ordonnées a variation
spécifique que 1'on définit par I'expression « la variable tend vers une limite ».
Dans la suite de ce cours, la notion de limite d'une variable va jouer un role
fondamental, étant intimement liée aux notions de base de I'analyse
mathématique : la dérivée, l'intégrale, etc.

Définition 1. Le nombre constant a est appelé la limite de la grandeur
variable x si, pour tout nombre arbitrairement petit € > 0, on peut indiquer

143

Fig. 28

une valeur de la variable x telle que toutes les valeurs conséquentes de la
variable vérifient I'inégalité | x - a |[<e.
Si le nombre « est la limite de la variable x, on dit que x tend vers la limite a et
on écrit

x—a ou limx=a.
On peut définir également la notion de limite en partant de considérations
géométriques.
Le nombre constant a est la /imite de la variable x si pour tout voisinage donné,
aussi -petit qu'il soit, de centre a et de rayon &, on peut trouver une valeur de x
telle que tous les points correspondant aux valeurs suivantes de la variable
appartiennent a ce voisinage (fig. 28). Donnons quelques exemples

Exemple 1.La variable x prend successivement les valeurs
1 1 1
x=El+tL =1+ — ;x3=1+ — ; ...;x,=1+— ; ...
2 n
Montrons que cette grandeur variable a une limite égale a I'unité. Nous avons

(1+1J—1 !
n

n

| % -1]=
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Pour ¢ arbitraire, toutes les valeurs conséquentes de la variable, a partir de n
défini par la relation 1/n <& oun > 1/g, vérifient l'inégalité | x, - 1 | <eg, c.q.f.d.
Remarquons que dans le cas présent la variable tend vers sa valeur limite en
décroissant.

Exemp le 2.La variable x prend successivement les valeurs

Xlzl-l ;)szlJrL;?Q:l'L ;
n 2 23
1 a1
x4=1+2—4;...;xn=1+(-1) 2—’1,
Cette variable a une limite égale a I'unité. En effet,
|xn_1|: [1+(_1)nL)_1 :L
2" 2"
Pour ¢ arbitraire a partir de n satisfaisant a la relation
— <e&.
2)1
d'ou
| logl
2">—, nlog2>log— ou n> &
€ € log2

toutes les valeurs suivantes de x vérifient l'inégalité | x, —1 | < €. Remarquon que
dans ce cas la valeur de la variable est tantot plus grande, tantot plus petite que
la valeur limite. La variable tend vers sa limite en « oscillant autour d'elle ».
Remarque 1. Comme il a été indiqué au § 3 du chapitre I, la grandeur
constante ¢ peut étre considérée comme une variable dont toutes les valeurs sont
égales : x = c.

11 est évident que la limite d’une grandeur constante est égale a cette constante,
puisque l'inégalité | x - ¢ | =] ¢ - ¢ | = 0 < g est toujours satisfaite pour &
arbitraire.

Remarque 2.1l découle de la définition de la limite qu'une grandeur variable
ne peut pas avoir deux limites. En effet, si lim x = a et lim x = b (a < b), x doit
satisfaire simultanément aux deux inégalités suivantes

|x—a|<eet|x—b|<eg

o . . . . . b-a
pour ¢ arbitrairement petit ; mais cela est impossible si € < - (fig. 29).;
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Remarque 3. Il ne faut pas s'imaginer que chaque variable doit
nécessairement avoir une limite. Soit x une variable qui prend successivement
les valeurs

-xI*EaxZ* 'Z,xsfgs---,x%* '—sza
1
xz"”_zzkﬂ

(fig. 30). Pour k suffisamment grand, la valeur de x,; et toutes les valeurs
conséquentes correspondant aux indices pairs seront aussi voisines que 1'on veut
de l'unité, mais la valeur x4 et toutes les valeurs qui suivent correspondant aux

e
a3 Ze I~ 1, 1,71
b-a [ + + +
E(—Z— 0 1
Fig. 29 Fig. 30

indices impairs seront aussi voisines que 1'on veut de zéro. Donc, la variable x
ne tend pas vers une limite.

Il ressort de la définition de la limite que si une variable tend vers une limite a,
a est une grandeur constante. Mais I'expression « tend vers » peut s'employer
également pour caractériser un autre mode de variation d'une variable, ce qui
apparait de la définition suivante.

Définition 2. La variable x tend vers l'infini si pour chaque nombre positif
donné M on peut indiquer une valeur de x a partir de laquelle toutes les valeurs
conséquentes de la variable vérifient I'inégalité | x | > M.

Si la variable x tend vers 1'infini, on dit que c'est une variable infiniment grande
et l'on écrit x—>co.

Exemple 3. La variable x prend les valeurs x; =-1;x=2;x3=-3;...;Xx,
=-D'n;...

C'est une variable infiniment ande puisque pour M > 0 arbitraire toutes les
valeurs de la variable a partir de 1'une d'entre elles sont toutes plus grandes que
M en valeur absolue.

La variable x « tend vers plus l'infini » ou x— +o0 si pour M > 0 arbitraire, a
partir d'une certaine valeur, toutes les valeurs conséquentes de la variable
vérifient I'inégalité M < x.

Un exemple de variable tendant vers plus l'infini est donné par la variable x qui
prend les valeurs x; = 1, x, =2, .. ,x,=n, ...
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La variable x « tend vers moins l'infini » ou x — -0 si pour M > 0 arbitraire,
a partir d'une certaine valeur, toutes les valeurs suivantes de la variable vérifient
l'inégalité x < - M.
Ainsi, par exemple, la variable qui prend les valeurs x; = -1, x, =-2, .. ., x, = -n,
. ., tend vers moins 1'infini.

§ 2. Limite d'une fonction

Dans ce paragraphe nous étudierons certains cas particuliers de variation d’une
fonction lorsque la variable indépendante x tend vers une limite @ ou vers
l'infini.

Définition 1. Soit y =f(x) une fonction définie dans un voisinage du point
a ou en certains points de ce voisinage. La fonction y = f (x) tend vers la limite b

(y = b) lorsque x tend vers a (x —>. a), §i Y y=f(z)
pour chaque nombre positif €, aussi petit be
qu’il soit, on peut indiquer un nombre 2 7 M 4
positif 8 tel que pour tous les x différents // 757 /f
de a et vérifiant l'inégalité ) b-¢ :
|x—al|<d

I' inégalité

|fx)—al<d i
est satisfaite. Si b est la limite de la >

. o 0 a-0 a a+d

fonction f (x) quand x— a. on écrit alors

lim =5 Fig. 31

x—a

ou f'(x) > b quand x — a.

Le fait que f'(x) b quand x— a se traduit sur le graphique de la fonction y = f'
(x) de la maniere suivante (fig. 31) ; puisque de 1'inégalité | x - a | < & découle
l'inégalité | f'(x) - b | <, alors les points M du graphique de la fonction y = f(x),
correspondant a tous les points x dont la distance jusqu'au point a est inférieure
a d, sont contenus dans une bande de largeur 2¢ délimitée par les droites y = b -
gety=b+e.

" Dans le cas résent, nous avons en vue les valeurs de x vérifiant l'inégalité
a | < § et appartenant au domaine de définition de la fonction. Par la suite nous
rencontrerons fréquemment des cas analogues. Ainsi, quand nous étudierons le
comportement d’une fonction pour x — o, il peut arriver que la fonction soit
définie pour les valeurs entiéres et positives de x. Par conséquent, dansce cas x
— oo, en prenant des valeurs positives enti¢res. Par la suite, nous supposerons
que cette condition est toujours réalisée.

X -
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Remarque 1. On peut également définir la limite de la fonction f'(x), quand
x— a, de la maniére suivante.

Soit une variable x prenant les valeurs telles que (ordonnée de sorte que) si
|x*-a|>]x**-a|,
alors x** est une valeur conséquente et x* une valeur antécédente. Si
|¥*—a|=|X**—a| et X*<x**,

alors X * est conséquent et X ** antécédent.

Autrement dit, de deux points de la droite
y 0 y=fiz) numérique le point conséquent est celui
qui est le plus prés de a. Si les points sont
{ a égale distance de a, le point conséquent
sera celui qui se trouve a droite de a.
Soit une variable x ordonnée de cette

J
/7 b, maniére et tendant vers la limite a[x—a
ou lim x = a]. Considérons la variable y =
by

£ (0.
o En outre, admettons une fois pour toutes
0 a Z que de deux valeurs de la fonction la
valeur conséquente est celles qui

correspond a la valeur conséquente de la variable x. Si une Fig. 32

grandeur variable y, définie comme il a été indiqué ci-dessus, tend vers une
limite b, quand x— a, nous écrirons alors

lim f(x)=b

xX—a

et nous dirons que la fonction y = f'(x) tend vers la limite b pour x— a.

On démontre facilement que ces deux définitions de la limite sont équivalentes.

Remarque 2. Sif(x) tend vers la limite »; quand x tend vers un nombre a en

ne prenant que des valeurs plus petites que @, nous écrirons alors limO f )=
Xx—>a—

b, et nous appellerons b; la limite a gauche de la fonction f (x) au point a. Si x
prend des valeurs plus grandes que a, nous écrirons alors lim f (x) = b2 et
x—>a+0

nous appellerons b, la limite a droite de la fonction au point a (fig. 32).

On peut démontrer que si les limites a gauche et a droite existent et sont égales,
c'est-a-dire by = b, = b, alors b est la limite de cette fonction au point a dans le
sens défini plus haut. Inversement, si une fonction a une limite b au point a, les
limites a gauche et a droite de cette fonction au point a existent et sont égales.
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Exemple 1. Montrons que lim (3x+ 1) =7. En effet, soite >0
xX—a

un nombre arbitraire donné; pour que l'inégalité
|Bx+1)-7|<e
soit satisfaite, il faut que soient satisfaites les inégalités suivantes:

13x—6l<e; |x—2] <§.

_§<x,2<§
3 3
Ainsi pour ¢ arbitraire et pour toutes les valeurs de la variable x vérifiant

l'inégalité | x - 2 | < 21 4 la valeur de la fonction 3x + 1 différe de 7 de moins

de ¢. Cela signifie justement que 7 est la limite de cette fonction pour x—. 2.
Remarque 3. Pour l'existence de la limite d'une fonction quand x — a, il
n'est pas nécessaire que la fonction soit définie au point x = a. Quand nous
calculons une limite, nous devons considérer les valeurs de la fonction au
voisinage du point a, mais différentes de a. Ceci est clairement illustré par
l'exemple suivant.

- x*-4 : o x* -4
Exemple 2. Montrons que lim =4 . Ici la fonction

x—>2 X — xX—

n'est pas

définie pour x = 2.
Nous devons démontrer que pour a arbitraire on peut indiquer un d tel que soit
satisfaite 1'inégalité

x? -4

x=2

—4

<E&

dés que | x -2 | < 8. Mais pour x # 2, l'inégalité (1) est équivalente a I'inégalité
(x=2)(x+2) 4

. =|(x+2)-4|<e

ou

[x—2|<e. ?2)
Ainsi, I'inégalité (1) sera satisfaite quel que soit s si l'inégalité (2) est satisfaite
(ici 6 = ¢). Cela signifie que la limite de cette fonction est égale 4 4 quand x
tend vers 2. Considérons encore certains cas de variation d'une fonction quand x
tend vers 1'infini.

Définition 2. La fonction f (x) tend vers la limite b quand x — oo si pour
chaque nombre positif €, aussi petit qu'il soit, on peut indiquer un nombre
positif N tel que pour toutes les valeurs de x vérifiant 1'inégalite | x | > N,
l'inégalité | f(x) - b | < € est satisfaite.
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Exemple 3. Montrons que

lim[x—ﬂj =1 ouque lim[l +lj =1
xX—0 X X—0 X

11 faut démontrer que, quel que soit e, I’inégalité
sera satisfaite dés que | x | > NV, ou N est défini par le choix de €. L’inégalité (3)

est équivalente a I’inégalité suivante :

<&, qui est satisfaite si ’on a

Cela signifie que lim(l +lj = lim xtl =1(fig. 33)

X—>00 X x>0 X

Fig. 33
La signification des symboles x—+oo et x—-o0 rend évidente celle des
expressions
« flx) tend vers b quand x — +oo » et
« flx) tend vers b quand x — -0 »,
que I’on note symboliquement par :

lim f(x)=b; lim f(x)=b

X—>+0

§3. Fonctions qui tendent vers l'infini. Fonctions
bornées.

Nous avons étudié le cas ou la fonction f{x) tend vers certaine limites b quand
X—>a 0U X—>0.

Considérons maintenat le cas ou la fonction y = f{x) tend vers I’infini quand la
variable x varie d’une certaine maniere.

Définition 1. La fonction f{x) tend vers I’infini quand x—a, autrement dit
f(x) est infiniment grande quand x—a ; si pour chaque nombre positif ML, aussi
grand qu’il soit, on peut trouver un nombre & > 0 tel que pour toutes les valeurs
de x différentes de a et vérifiant la condition | x — a | < §, ’inégalité | f(x) | > M
est satisfaite. Si f{x) tend vers I’infini quand x—a , on écrit :
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lim f(x)=o0
xX—a
ou f{x) —oo quand x — a. Si f{x) tend vers I’infini quand x — a, en ne prenant

que des valeurs positives ou que des valeurs négatives, on écrit respectivement
lim f(x)=+00 et lim f(x)=—oo
X—a X—>a

y‘r
9]
| Lw
ol oe
7
1 ofl I
1o | ‘
Mi
|
o 1% 'z
Fig. 34 Fig. 35
Exemple 1. Montrons que lim 5 ==+ . En effet, quel que soit M >
-1 (1-x)
O,ona:
1
—> M
(1-x)
dés que

(1—x)2<% ou |1—x|<L=6.

M

La fonction ne prend que des valeurs positives (fig. 34).

(1-x)*

Exemple 2. Montrons que lim(— lj = . En effet, quel que soit M >0, on
x—0 X
1
x

Ici (—lj>0pourx<06t [—l) <0 pour x > 0 (fig. 35)
X X

a

1
>M désque |[x|=|x-0]|<—=395
M

Si la fonction f'(x) tend vers l'infini quand x — oo, on écrit lim f(x)=o0
X—>0
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et, en particulier, on peut avoir
lim f(x)=ow , lim f(x)=w© lim f(x)=-x
X—>+00 X—>—00 X—>+00

Par exemple,

lim x* =400, lim x* =0

X—>00 X—>—0
Remarque 1.1l peut arriver que la fonction y = f'(x) ne tende ni vers une
limite finie ni vers 1'infini quand x— a ou x — oo.
Exemple 3. La fonction y = sin x est définie dans l'intervalle infini -0 < x <
+oo0 mais ne tend pas vers une limite finie ou vers 1'infini quand x— +oo (fig. 36).

y y=sinx
N
S in -yz\/] 0 ﬂ\_/g\\ z

Fig. 36
Exemple 4. La fonction y =sin x qui est définie pour toutes les valeurs de x,
excepté x = 0 ne tend vers aucune limite finie ou vers l'infini quand x — 0. Le
graphique de cette fonction est représenté sur la figure 37.
9\ N |
1 Yy=sinz

Fig. 37

Définition 2. La fonction y = f (x) est dite bornée dans le domaine de
définition de la variable x s'il existe un nombre positif M tel que pour toutes les
valeurs de x appartenant a ce domaine 1'inégalité | f (x) | < M est vérifiée. Si un
tel nombre n'existe pas, on dit que la fonction f (x) n'est pas bornée dans ce
domaine.
Exemple 5. La fonction y = sin x, définie dans l'intervalle infini -0 < x < +oo,
est bornée, puisque pour toutes les valeurs de x

|sinx|<1=M.
Définition 3. La fonction f (x) est dite bornée quand x—a, s'il existe un
voisinage de centre a dans lequel la fonction est bornée.

Définition 4. La fonction y = f(x) est dite bornée quand x—o, s'il existe un
nombre N > 0 tel que, pour toutes les valeurs de x vérifiant l'inégalité | x | > N, la
fonction f'(x) est bornée.
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Le théoréme suivant permet de conclure si la fonction f (x), quand elle tend
vers une limite, est bornée ou non.

Théoréme 1. Si lim f(x)=b et si b est un nombre fini, la fonction f (x) est
X—a

bornée quand x— a.

Fig. 38
Démonstration. Il vient de 1'égalité lim f'(x)=b que pour tout € > 0, il
xX—a

existe un nombre & tel que dans le voisinage a - & <x < a + § l'inégalité

[fx)=b|<e

lfx) [<|b|+e

ou

est satisfaite.
Cela exprime justement que la fonction f'(x) est bornée quand x — a.

Remarque 2.1l découle de la définition d'une fonction bornée f'(x) que si
lim f(x)=0 ou lim f(x)=c0,
Xx—a X—>00
c'est-a-dire si f (x) est infiniment grande, la fonction n'est pas bornée. La
propriété inverse n'est pas vraie : une fonction non bornée peut ne pas étre
infiniment grande.
Par exemple, la fonction y = x sin x n'est pas bornée quand x—0, puisque pour
tout M > 0 on peut indiquer des valeurs de x telles que | x sin x | > M. Mais la
fonction y = x sin x n’est pas infiniment grande puisqu'elle s'annule aux points x
=0, , 2m... Le graphique de la fonction y = x sin x est donné sur la figure 38.

Théoreme 2. Si lim f(x)=b+0, la fonction y = est bornée quand x —
xX—a

a.
Démonstration. Il découle des conditions du théoréme que quel que soit
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le nombre € > 0 dans un certain voisinage du pointx =a,ona|f(x)-b|<e
oulfx)[-[b|<eou -e<|[fx)[-[b|<gou [b]-e<|[Ax)|<|b]|+e.
II vient de ces inégalités:
1 1 1

[b]-¢ [/ [b]+e

1
En prenant, par exemple, € = m | b | nous avons

10 1 10
> >
gb| | f0] 11b]

est bornée.

Cela exprime que la fonction
X

§ 4. Infiniment petite et leurs propriétés fondamentales

Dans ce paragraphe nous allons étudier lee fonctions qui tendent vers zéro
quand l'argument x varie d'une maniére donnée.
¥

0 N Z
(]
;18 kS

Fig. 39 Fig. 40
Définition. On dit que o = o (x) est un infiniment petit quand x — a ou

quand x— o si lim oa(x)=0ou lim a (x)=0.
x—>a X—0

Il découle de la définition de la limite que si, par exemple, on a lim o (x) =0,
Xx—a

alors pour tout nombre positif € arbitrairement petit, il existe un 6 > 0 tel que
pour tous les x satisfaisant a I'inégalité | x -a <dona|a (x) | <e.
Exemple 1. La fonction o = (x - 1)* est un infiniment petit quand x—1, car
lima = lirr} (x - 1)* =0 (fig. 39).

—

x—1 X

. 1 e .
Exemple 2. La fonction oo = — est un infiniment petit, quand x — (fig. 40)
X

(voir I'exemple 3 § 2).
Démontrons maintenant 1'importante proposition suivante.
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Théoreme 1. Si la fonction y = f (x) peut étre mise sous la forme de la
somme d'un nombre constant b et d'un infiniment petit o.:
y=b+a,(l)

alors

limy = b (quand x — @ ou x — ).
Inversement, si lim y = b, on peut écrire y = b + o, ou o est un infiniment petit.
Démonstration. Il vient de 1'égalité (1) que |y -b|=|a |.

Mais quel que soit €, toutes les valeurs de o a
partir d'une certaine valeur vérifient 1'inégalité |
a | <&, et, par conséquent, toutes les valeurs de
y a partir d'une certaine valeur vérifieront
I'inégalité | y - b | < . Cela signifie justement
que lim y = b. Inversement : si lim y = b, alors
quel que soit € pour toutes les valeurs de y a
partir de I'une d'ellesona |y - b | <e&. Posons y -
b = a, alors pour toutes les valeurs de o a partir
de l'une d'elles on a | o | < &, et o est un
infiniment petit.

Exemple 3. Soit la fonction (fig. 41).

1
y =1+ —
X

alors lim y=1.
X—>00

Inversement, si lim y = 1, nous pouvons exprimer la variable y sous la forme
X—>0

de la somme de sa valeur limite 1 et d'un infiniment petit o = —, c'est-a-dire
x

y=1+a.
Théoréme 2. Si a = o (x) tend vers zéro pour x — a (ou pour x—) et ne

1 o
s'annule pas, alors y =— tend vers l'infini.
a

Démonstration. Pour tout M > 0 arbitrairement grand l'inégalité ﬁ >M
a

est vérifiée des que 1'inégalité | o | < " est satisfaite. Cette derniére inégalité

est satisfaite pour toutes les valeurs de o a partir de 1'une d'elles, puisque o
(x)— 0.
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Théoréeme 3. La somme algébrique d'un nombre fini d'infiniment petits
est un infiniment petit.
Démonstration. Nous envisagerons le cas de deux infiniment petits, car
pour un nombre plus grand d'infiniment petits la démonstration reste la méme.
Soit u (x) =a (x) + B (x) ou lim o (x) =0, lim B (x) = 0. Démontrons que
X—a xX—a

pour € > 0 arbitrairement petit on peut trouver un & > 0 tel que I'inégalité | x - a |
< § entraine l'inégalité | u | < &. a (x) étant un infiniment petit, on peut trouver
un J; tel que dans le voisinage de centre a et de rayon J; on ait

€
| ou(x) |<E .
B (x) étant un infiniment petit, dans un voisinage de centre a et de rayon &, on
aura | B(x) | < % .
Prenons § égal au plus petit des deux nombres 8, et §,, alors pour un voisinage
de centre a et de rayon d on a | o | < £ JIB< % . Par conséquent, nous

2
aurons dans ce voisinage

lu|=lo )+ B | <[a@)|+]BEx)|<

c'est-a-dire | u | <g, c.q.f.d.
On démontre d'une maniere analogue le cas

]

€ €
Z 2=
2 2

lim a(x)=0, lim B (x)=0.
X—>00 X—>00

Remarque. Par la suite, nous aurons a considérer des sommes d'infiniment

petits telles que le nombre de termes augmente parallélement a la décroissance

de chacun d'eux. Dans ce cas le théoréme précédent peut étre pris en défaut.

. 11 |
Considérons, par exemple, la somme de x termes u = — +—+...+— ol xne
X X x
prend que les valeurs entiéres positives (x = 1, 2, .. ., n, .. .). Il est clair que

chaque terme est un infiniment petit quand x >0, mais la somme « = 1 n'en est
pas un.

Théoréme 4. Le produit d'un infiniment petit o. = o (x) par une fonction
bornée z =z (a) est un infiniment petit quand x—a (ou x — ).

Démonstration. Nous donnerons la démonstration pour le cas ou x — a.
On peut indiquer un nombre M > 0 tel que dans un certain voisinage du point x
= a l'inégalité | z | < M est satisfaite. Pour chaque € > 0, on peut trouver un
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. e € o .
voisinage ou l'inégalité | o | < " est satisfaite. Pour tous les points du plus
petit de ces voisinages on aura
€
loz|< — M =¢.
M

Ce qui exprime que oz est un infiniment petit. La démonstration est identique
pour le cas ou x —o. Du théoréme démontré il découle :

Corollaire 1.Si lim o = 0,lim = O,alors lim af = 0, car B (x) est une
fonction bornée. Ce résultat s'étend au cas d'un nombre fini quelconque
d'infiniment petits.

Corollaire 2.Silim o = 0 et c=const, alors lim co. = 0.

a(x)

Théoreme 5. Le quotient d'un infiniment petit o(x) et d'une fonction
dont la limite est différente de zéro est un infiniment petit.
Démonstration. Soit lim ax) = 0, lim z(x)= b # 0. Il découle du théoréme

. ) . . oox
est une variable bornée. C'est pourquoi la fraction ) _

2§ 3 que
34 z(a z(x)

1 . . . . .
(x) ﬁ est le produit d'un infiniment petit par une grandeur bornée ; donc c'est
z(x

un infiniment petit.

§ 5. Théoréemes fondamentaux sur les limites

Dans ce paragraphe ainsi que dans le paragraphe précédent nous aurons a
considérer des fonctions qui dépendent d'une méme variable indépendante x, et
pour lesquelles x — a ou x —>co.
Nous donnerons la démonstration pour l'un de ces cas, puisque la démonstration
de l'autre cas est semblable. Parfois nous n'écrirons méme plus x — a ou x —o
en sous-entendant 1'un ou l'autre.

Théoréeme 1. La limite de la somme algébrique de deux, de trois ou d'un
nombre fini quelconque de variables est égale a la somme algébrique des
limites de ces variables
lim () +up+. . .+ w) =limu; + limu, +. . . + lim u.
Démonstration. Nous donnerons la démonstration pour le cas de deux
termes, puisqu'elle s'étend de la méme maniére & un nombre quelconque de
termes. Soit lim u; = ay, lim u; = a,. Alors en vertu du théoréme 1 § 4 on peut
écrire
m=arto i =ato,
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ou o, et o, sont des infiniment petits. Par conséquent,

U + Uy = (al + az) +( o + (Xz)
Comme (a; + a,) est une constante et ( o; + dz) un infiniment petit, on peut
écrire toujours d'aprés le théoréme 1 § 4 que

lim (u; + uy) = ay + a; = lim uy + lim u,.

Exemple 1.
2
lim 2% _ lim(l+gj: lim 1+ lim 2 =1+ lim 2 =140 =1
X—0 )C2 X—>0 X X—>0 x> X X0 X

Théoréme 2. La limite du produit de deux, de trois ou d'un nombre fini
quelconque de variables est égale au produit des limites de ces variables
lim (u, Up. .. U= lim U lim Uy ... lim Uy.

Démonstration. Afin de ne pas alourdir la démonstration nous
considérerons le cas de deux facteurs. Soit lim u; = a;, lim u, = a,. Alors,
uy=a;tay, Uy =ax+ ay,
uy =(ay+ o) (@+toy)=ara+aoy+ayo+o o
Le produit a; a, est une constante. D'aprés les théorémes du § 4 1'expression a;
o +a; o + oy ayest un infiniment petit. Par conséquent, lim u; u, = a; a, = lim
uy lim u,.

Corollaire. On peut sortir un facteur constant de dessous le signe de la
limite. En effet, si lim u; = a, et ¢ est une constante on a, par conséquent, lim ¢
=c¢, d'ou lim (c u;) =lim ¢ lim u; = ¢ lim u; c.q.f.d.

Exemple 2. lim5x® =51limx* =5-8=40.
x—2 x—2

Théoréme 3. La limite du rapport de deux variables est égale au rapport
des limites de ces variables si la limite du dénominateur est dif férente de zéro

. ou limu .
lim—= , si lim v£0

v limv

Démonstration. Soit limu=a,limv=»>b#0. Alors,u=a+a,v=>b+ [, ot a et
f3 sont des infiniment petits. Ecrivons I'identité

u_a+o _ a+(a+ot aj

v b+p b (b+p b

a ob—Pa

" b b(b+p)

ou
u_a_ ob-Pa
v b bb+P)
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. a . \
La fraction 3 est un nombre constant et la fraction est d'apres les

ab—Ba
b+B)
théorémes 4 et 5 du § 4 un infiniment petit, puisque ab - fa est un infiniment
petit et que la limite du dénominateur b (b + ) est égale a b* = 0. Donc,
. u a limu
lim—=—=—
v b limv

Exemple 3.

lm3x+5_,IJL‘}GHS)_:‘,IJL‘}“S_3-1+5_§_

x>l4x—2 lim(4x-2) 4limx-2 4:1-2 2
x—1 x—1

Nous avons utilisé ici le théoréme relatif a la limite du rapport de deux
fonctions, car la limite du dénominateur est différente de zéro quand x— 1. Si la
limite du dénominateur est égale a zéro, on ne peut se servir de ce theoréme. Il
est nécessaire dans ce cas de faire une étude détaillée.

2

- . X . ,
Exemple 4. Trouver la limite lim Ici le numérateur et le

=2 x—

dénominateur tendent vers zéro quand x — 2, c'est pourquoi le théoréme 3 ne
peut étre appliqué. Effectuons les transformations suivantes

P-4 (x-2)(x+2) _.
x=2 x=2
On est en droit d'effectuer cette transformation pour tous les x différents de 2.
C'est pourquoi on peut écrire en partant de la definition de la limite:
2 — p—
lim =% _im G=2)(x+2)
=2 x—=2  x2 X —

+2

= lim(x+2)=4
x—>2

T ¢ , .
Exemple 5. Trouver la limite 11m—1 . Quand x — 1, le dénominateur
x—l x—

tend vers zéro, alors que le numérateur tend vers 1. Donc, la limite de la
variable inverse est égale a zéro, c'est-a-dire
lim(x—1)

o s A
x>l x lim x 1
x—l

Donc, nous aurons en vertu du théoréme 2 du paragraphe précédent.
X

lim——=o0

x—lx—1
Théoréme 4. Si les fonctions u = u (x), z=z (x), v=v (x) sont liées entre
elles par la double inégalité u < z < v et si u (x) et v (x) tendent vers une méme
limite b quand x — a (ou x —>®), alors z = z (x) tend aussi vers la méme limite
quand x— a (ou x—>o).
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Démonstration. Pour fixer les idées nous allons considérer la variation
de la fonction quand x — a. Il vient des inégalités u <z <v
u—-b<z-b<v->b;
d'aprés les conditions du théoréme

limu=>5b, limv=>b
X—a X—a

Par conséquent, pour tout € > 0 on peut indiquer un voisinage de centre a ou
l'inégalité | u - b | < € est satisfaite; de

méme, on peut indiquer un voisinage de
centre a ou l'inégalité | v - b | < g est aussi
satisfaite. Dans le plus petit de ces
A voisinages les inégalités
- -e<u—-b<eet—g<v-b<eg

1 seront satisfaites et, par conséquent, les

inégalités
-ge<z—-b<eg
seront satisfaites, c'est-a-dire
£ limz=bh.
0 C B x—a
Fig. 42

Théoréme 5. Silafonction y ne prend pas des valeurs négatives y > 0 quand
x—a (ou x —o) et si elle tend vers une limite b, alors ce nombre b n'est pas
négatif 1 b > 0.

Démonstration. Supposons que b soit négatif, b <0, alors | y-b | > | b |,
c'est-a-dire que la valeur absolue de la différence | y - b | est plus grande que le
nombre positif | b | et, par conséquent, ne peut tendre vers zéro quand x — a.
Mais alors, quand x —a, y ne peut tendre vers b, ce qui est contraire a
I'hypohése. Donc, la supposition que b < 0 nous conduit a une contradiction. Par
conséquent, b > 0.

On démontre d'une maniére analogue que siy <0, liray < 0.

Théoréme 6. Siles fonctions u = u (x) et v=v (x) satisfont a l'inégalité v > u
et si les limites de ces fonctions existent quand x — a (ou x —), alors lim v >
lim u.

Démonstration. D'aprés I'hypothése v - u > 0 et en vertu du théoréme 5
lim (v-u)>0oulimv-limu > 0, c'est-a-dire lim v > lim u.

Exemple 6. Montrons que limsinx=0.
x—0

On voit d'apres la figure 42 que si O4 = 1, x > 0, alors AC = sin x
AB = x. sin x < x. Il est évident que si x < 0, | sin x | < | x |. Il vient de ces
inégalités an vertu des théorémes 5 et 6 que lira limsin x =0

x—0
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Exemple 7. Montrons que lim sin>=0.
x—0 2

En effet,

X
sin —
2

. . .X
<|s1nx| ; donc, limsin—=0.
x—0 2

Exemple 8 Montrons que lim cosx = 0. Remarquons que
x—0

cosx=1-2sin’

N | =

2X _1_0=1.

donc, lim cos x = lim(l —2sin? ﬁ) =1-2limsin
x—0 x—0 2 x—0

Lors de I'étude des questions relatives a la limite de certaines variables, on est

amen¢ a résoudre les deux problémes suivants :

1) démontrer que la limite existe et déterminer les bornes entre lesquelles est
comprise cette limite ;

2) calculer cette limite avec le degré de précision voulu.

La réponse a la premiére question est bien souvent donnée par le théoréme

suivant.

Théoréme 7. S8ilavariable v est croissante, c'est-a-dire si toutes ses valeurs

conséquentes sont plus grandes que ses valeurs antécédentes, et si elle est

bornée, c'est-a-dire v < M, alors cette variable a une limite limv=a, ou a < M.

On peut énoncer un théoréme analogue pour les variables décroissantes

bornées.

Nous ne donnons pas ici la démonstration de ce théoréme, car elle exige

l'application de la théorie des nombres réels que nous n'avons pas développée

dans ce livre.

Dans les deux paragraphes suivants, nous calculerons les limites de deux

fonctions ayant une trés large application en analyse mathématique.

§ 6. Limite de la fonction sin x
X

quand x —. 0

Cette fonction n'est pas définie pour x = 0, 1
puisque le numérateur et le dénominateur de la
fraction s'annulent en ce point. Calculons la I

limite de cette fonction lorsque x — O. 0 8 A
Considérons la circonférence de rayon 1 (fig.

43). Fig. 43
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Désignons par x l'angle au centre MOB ; nous avons 0 < x < g . 11 vient

immédiatement de la figure 43
surface du triangle MOA<
<surface du secteur MOA<
<surface du triangle COA4. (1)

Surface du triangle MOA4 = % 04 MB= % dsinx= — sinx
1 1 1
Surface du secteur MOA ZE 04 AM = 5 1 x= 5 X.
. 1 1 1
Surface du triangle CO4 = 5 04 AC= 5 1 tgx= 5 tg x

En simplifiant par % , l'inégalité (1) devient

sin x<x <tgx.
Divisons tous les termes par sin x

X 1
<

sinx cosx

1<
ou

sin x
1>
X
Nous avons obtenu cette inégalité en supposant x > 0. Remarquons que

sin(—x) _sinx

> COosXx

et cos (-x) = cos x. Donc, l'inégalité eat encore vérifiée pour x

(-x)
<0. Mais limcosx=0, liml=1
x—0 x—0
y
' y-g=
— / \ T —

2R ~~———"-11 Dl I N 2 71 Jn - X
Fig. 44

. . sin x
Par conséquent, la variable
X

vers une méme limite égale a 1. Ainsi, en vertu du théoréme 4 du paragraphe
précédent

est comprise entre deux variables tendant
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lim 32X
x—0 X

Le graphique de la fonction y = smx est tracé sur la figure 44.
x

Exemples.

.t . i . i .
1) lim 2% = Jjm 30X ! = 1im 2% im ! =1-l=1.
x>0 X x>0 x cosx x>0 Xx x—>0coSx 1
2) lim sin kx =limk sin kx =k lim sin(kx) =k-1=k (k=const)
x—0 X x—0 x—0
(kx—0)
1— cos x 2sin? * sin > N
3) lim — lim 2 —Jim—2sinX=1.0=0.
x—0 X x—0 X 0 X 2
2
4)
sin ox . sinox
sin o o _a lm(l) al a
lim — = lim —-—%* 20 O~ _— = (o =const, B=const)
x>0 sinPx x> B sin Bx |3 lim sinfx B 1 B
Bx =0 PBx

§ 7. Le nombre e
Considérons la grandeur variable
1 n
1+—
n
ou n est une variable croissante prenant successivement les valeurs 1,2, 3, . ..
n
Théoréme 1. La variable (1 + —) a une limite comprise entre 2 et 3 quand
n
n —0.

Démonstration. D'aprés la formule du bindme de Newton nous pouvons

écrire
[1+ljn_1+—— n(n=1) [ ) +n(n—l)(n—2)(lj3+
n 1 n 1-2 n 1-2-3 n
+n(n—l)(n—2)...[n—(n—1)](ljn
1-2-...-n n

(M
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En effectuant certaines transformations algébriques évidentes, nous trouvons

(1+l)n:1+1+i(l—l)+ ! (l—ljx(l—£J+...
n 1-2 n) 1.2-3 n n
1 1 2 n—1

n
On voit de cette derniére égalité que la grandeur variable (1—1——) est une

n

variable croissante quand # croit. En effet, quand on passe de la valeur » a la
valeur n + 1, chaque terme de cette somme augmente

1 1 1 1
—|1+—|<—]|1-——|, etc.,
1-2 n 1-2 n+1

et de plus un nouveau terme apparait. (Tous les termes du développement sont
positifs.)

n
Montrons que la grandeur variable (1+—) est bornée. En remarquant que
n

[1 —lj <1; [1 —lj[l —EJ <1, etc., on obtient de 1'expression (2) I'inégalité

n n n
1+l <1+1+L+ ! +...+ !
n 1-2 1.2-3 1-2-...-n
D'autre part,
1 1 1 1 1 1
— <= ; <— ;.. —< .
1.2.3 22 71.2.3.4 33 1-2-....n 2n-1

Nous pouvons écrire I'inégalité
1
2n—1

1+l <1+1+1+L2+...+
n 2 2

Les termes que nous avons soulignés constituent une progression géométrique

. 1 . .
de raison g = E , dont le premier terme est a = 1, par suite

1) 11 1
I+—| <l+|1+=—+—+...+ =
n 2 22 2n—1
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l—-g 1_1 2
2

Par conséquent, pour tous les » nous avons

n
(1+l) <3.
n
(1+1J >2.
n

Ainsi nous en déduisons la double inégalité

2s[1+l)n <3.(3)

n

1
_ n l_[zjn 1 n—1
1+a a9 =1+ :1+{2—(—j }<3

11 vient de l'inégalité (2)

n
Nous avons prouvé que la variable (1 + lj est bornée.
n

1 n
En récapitulant, nous voyons que la variable [1 +—j est croissante et bornée;
n

d'apres le théoréme 7 du § 5 elle a une limite On désigne cette limite par la
lettre e.

n
Définition. On appelle le nombre e la limite de la variable [l +—j quand
n

n—»o0 n

n—oo; e= lim (l + lj

11 découle de l'inégalité (3) en vertu du théoréme 6 § 5 que le nombre e vérifie
la double inégalité 2 < e < 3. Le théoréme est démontré.

Le nombre e est un nombre irrationnel. Nous indiquerons par la suite une
méthode permettant de le calculer avec la précision voulue. La valeur approchée

10
de ce nombre a (%) )pres est e =2,7182818284...

1 X
Théoréme 2. La f onction (1—1——) tend vers la limite e quand x tend vers
x

1 X
lim (1 + —j =e.
X—>00) X

linfini, c'est-a-dire x
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. . 1
Démonstration. Nous avons prouvé que (1+—j — e quand n tend
n

vers l'infini en prenant des valeurs positives entiéres. Supposons maintenant que
x —oo en prenant des valeurs fractionnaires ou négatives.
1) Soit x —+o0. Chaque valeur de x est comprise entre deux nombres positifs
entiers

n<x<n+l.
Dans ce cas nous aurons les inégalités suivantes

1.1 1
—_— > —

n x n+l’

1+121+l>1+L,
n X n+1

1+lj >[1+l >(1+L .
n X n+l

Si x — -oo, il est évident que n —oo. Calculons la limite des variables entre

X
lesquelles est comprise 1'expression (1 + —j
x

n+l n n
lim(l+1J = lim (1+1J (l—i—lj: lim (l+lj - lim (1+lj=e~l=e,
n—>+o0 n n—>+o0 n n n—>+00 n n—+o0 n
n+l n+l
" 1+ b lim | 1+ b
. 1 . n+l n—>+o0! n+l e
lim|l+——| = lim =

= =—=e,
n+l SRGR PR lim l+—1 !
n+l1 n—>+w n+l1

n—r+o0
donc (d'aprées le théoréme 4 § 5)
X
lim (l + lj =e
X—>+00! X

2) Soit x —o0. Introduisons une nouvelle variable t = -(x + ) oux=-(¢+1)
.Quand ¢ —>+o0, on a x —»-00.
On peut écrire

1 X 1 —t-1 ‘ —t-1 t+1 t+1
lim [1+—] = lim [1——) = lim (—) = lim (—) =
X—>—0 X t—>+o0 t+1 t—>+o\ 41 t—+ool  t
t+1 t
lim[l+1j = lim(l+1j (l+lj=e~1:
t—+o0 t t—+o0 t t
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Le théoréme est démontré. Le graphique de la fonction y = (1 + lj est tracé
X
sur la figure 45.
q A
x
y=(1+4)
e
-1] 0] Tz
Fig. 45

Si I'on pose LI o dans I'égalité (4), on a o — 0 (mais a # 0) x quand x —> et
x

I'on a
1

lim(+o)* =e
a—0

Exemples.

1 n+5 1 n 1 5 1 n 1 5
1) lim(l+—j :lim[l+—) (1+—J = lim(l+—j lim(1+—j =e-l=e
n—w n n—o n n n—o n n—o n
3n x x X
2) lim(1+lj = lim(1+lj [1+lj [1+lj =
n—»0 X n—>0 X X X

n 2y
3) 1im[1+3j :lim(l-klj —e?.
n—> X y—>0 y

4) lim(x+3
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Remarque. La fonction exponenticlle de base e,

y=e,

joue un role particuliérement important dans la suite du cours de
mathématiques. Cette fonction est dune grande importance lors de 1'é¢tude de
divers phénomenes en mécanique (théorie des oscillations), en électrotechnique
et en radiotechnique, en radiochimie, etc. Les graphiques de la fonction
exponentielle y = ¢" et de la fonction exponentielle y = ¢™ sont représentés sur
la fig. 46.

§ 8. Logarithmes népériens

Nous avons défini au § 8 du chapitre 1 la
fonction logarithmique )= log, x. Le
nombre a est appelé base du logarithme. Si
a = 10, y est appelé le logarithme décimal
du nombre x que I' on désigne par la
notation y = log x. On connait les tables
des logarithmes décimaux depuis le cours
de l'enseignement secondaire ; ces tables
sont appelées tables de Briggs, du nom du
savant anglais Briggs (1556-1630).

y=e y=e™¥

Fig. 46
On appelle logarithmes naturels ou logarithmes népériens les logarithmes dont
la base est le nombre e = 2,71828. . ., du nom de 1'un des premiers inventeurs
des tables de logarithmes, le mathématicien Neper (1550-1617). Donc, si €’ = x,
y est dit le logarithme naturel du nombre x. On écrit alors y = Log x au lieu de y
= log, x. Les graphiques des fonctions y = Log x et y = log x sont donnés sur la
figure 47.

Etablissons maintenant la relation qui existe entre les logarithmes décimaux et
naturels d'un méme nombre x. Soit y = log x ou x = 1. Prenons le logarithme
de base e des deux membres de cette dernicre égalité.

1
Nous trouvons Log x =y Log 10, d'ou y = Log10 Log x. En remplagant y par
0g

1
sa valeur on a log x = 0 Log x,
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Ainsi, si l'on connait le logarithme naturel du nombre x, on obtient son
logarithme décimal en multipliant le logarithme naturel

y y,LoyI
/ A, Y, y,=logx
| 4 Ad\tog 10=1
0 /l 2 ed 4 § 6 716 § w0 <
Fig. 47

de x par le facteur M = ~ 0,434294 qui est indépendant du nombre x. Le

Log10
nombre M est appelé module de transition des logarithmes naturels aux
logarithmes décimaux log x = M Log x.
En posant dans cette égalité x = e on trouve la valeur du nombre M exprimée a
l'aide des logarithmes décimaux

loge=M (Loge=1).

Les logarithmes naturels s' expriment a 1'aide des logarithmes décimaux par la
formule

1
Logx=—7Iogx
g IV g

ou

L 2300585,

M
Remarque. Pour calculer les logarithmes naturels des nombres il existe des
tables spéciales (par exemple, cf. I. Bronstein et K. Sémendiaiev, Aide-mémoire
de mathématiques, Phyzmathguiz, 1967) .

§ 9. Continuité des fonctions

Soit y = f'(x) une fonction définie pour la valeur x, et dans un certain voisinage
de centre x,. Soit y, =f(x,)-

Si on donne a la variable x un accroissement Ax positif ou négatif (cela n’a
d'ailleurs aucune importance), elle devient x, + Ax, et la fonction y subit
également un accroissement Ay. La nouvelle valeur de la fonction est y, + Ay =f
(x, + Ax) (fig. 48). L'accroissement de la fonction est donné par la formule
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Ay :f(xo + AX) 'f(xo)-

Définition 1. La fonction y = f'(x) est dite continue pour la valeur x = x,
(ou au point x,) si elle est définie dans un certain voisinage du point x, (et
également au point x,) et si

y ’ lim Ay =0 1
A M Alm Ay M
M Ay ou, ce qui revient au méme,
N Jlim [£(xy +A0) =/ (x0)]=0. @)
La condition de continuité (2) peut
P aussi s'écrire
o lim f(xo +Ax) = f(x,)
Ar Ax—0
ou
0 I, IpArT I lim f£(x) = £(xy) (3)
XX,
Fig. 48
mais
Xo= lim x
XX,

Par conséquent, 1'égalité (9) peut s'écrire

lim f(x) =/ (limx) ), (4)

X=X X=X
autrement dit, pour trouver la limite d'une fonction continue quand x — Xx,, il
suffit de remplacer dans I'expression de la fonction I'argument x par sa valeur x,.
Géométriquement la continuité d'une fonction en un point donné signifie que la
différence des ordonnées du graphique de la fonction y = f'(x) aux points x, + Ax
et x, est arbitrairement petite en valeur absolue dés que | Ax | est suffisamment
petit.
Exemple 1. Prouvons que la fonction y = x* est continue en tout point x,. En
effet,
2 2
Yo =X5, Yo +Ay=(xy+Ax)
Ay = (xg +Ax)? —x3 = 2x)Ax + Ax?
lim Ay = lim (2xyAx +Ax?) =2x, lim Ax+ lim Ax- lim Ax=0
Ax—0 Ax—0 Ax—0 Ax—0 Ax—0
indépendamment de la maniére dont Ax tend vers zéro (v. fig. 49, a, b).
Exemple 2. Montrons que la fonction y = sin x est continue en tout point x,.
En effet,
Yo =sinxo, Yo+ Ay=sin (x, + Ax),

Ay =sin (x, + Ax) — sin x, =2 sin % . cos(xo + %j .
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Nous avons démontré que hm0 smT:O (exemple 7 § 5). La fonction
Ax—

Ax .
cos[xo + 7) est bornée. Donc,

lim Ay=0.
Ax—0

De fagon analogue on pourrait, en considérant séparément chaque fonction
¢lémentaire, démontrer que chaque fonction élémentaire principale est continue
en chaque point, ou elle est définie.

Démontrons enfin le théoréme suivant.

.‘/A Ax>0, Ay>0 Yh Ax<0, Ay<0
Ay Ay
Ax Ar
0 I, Z [1] I, >
a) b)
Fig. 49

Théoreme 1. Si les fonctions f, (x) et f (x) sont continues au point x,, la
somme \y (x) = fi (x) + f> (x) est aussi une fonction continue au point x,.
Démonstration. Comme f; (x) et f> (x) sont continues, nous pouvons €crire
en vertu de 1'égalité (3)

XIEE J1(x) = fi(x0), XILI? J2(x) = fr(x0)

En vertu du théoréme 1 sur les limites nous avons
lim y(x) = lim [f,(x)+ f5,(x)]= lim £, (x)+ lim f,(x)=
)C—))CU x—>x0 x—>x0 X—)XO

= fi(xg) + /2 (xg) = w(xg)
Ainsi la somme y (x) =f; (x) + /5 (x) est une fonction continue. Le théoréme est
démontreé.
Notons la conséquence immédiate que le théoréme. est valable pour tout
nombre fini de termes.

En nous basant sur les propriétés des limites nous pouvons démontrer
également les théorémes suivants

a) Le produit de deux fonctions continues est une fonction continue.

b) Le quotient de deux f onctions continues est une fonction continue si au point
considéré le dénominateur ne s'annule pas.
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¢) Si u = @ (x) est continue pour x = x,, et f (u) est continue au point u, = ¢
(x,), alors la fonction composée f [ (x)] est continue au point x,.
Ces théorémes nous permettent de démontrer le théoréme suivant.

Théoréme 2. Toute fonction élémentaire est continue en chaque point ot
4 . *.
elle est définie ).

Exemple 3. La fonction y = x* est continue en tout point x, et par suite
lim x* =xf, limx*=3%=9
XX X—>

Exemple 4. La fonction y = sin x est continue en tout point et par suite

lim sin x = sinE:—2
X 4 2
4

Exemple 5. La fonction y = ¢' est continue en tout point et par suite

lim e* =e*
x—a
1
Log (1 -
Exemple 6. lim Logd+x) = lim 1 Log(1+x)=1limLog|(1+x)~*
x—0 X x>0 x x>0

1
or limLog(l+x)* =e; la fonction Log z est continue pour z > 0 et, par
x—0

conséquent, pour z = e, on a
1 1

lim Log| (1+x)* |=Log| lim (1+x)* |=Loge=1.
X=X, X=X,
Définition 2. Une fonction y = f'(x) continue en tout point de l'intervalle (a,
b), ol a < b, est dite continue dans cet intervalle.
Si la fonction est définie pour x = a et si lim0 f(x)=f(a), on dit que la
x—a+

fonction f'(x) est continue a droite au point x = a. Si liI[;nO f(x)=f(b), ondit
x—b—

qu'elle est continue a gauche au point x = b.

Si la fonction f'(x) est continue en chaque point de l'intervalle (a, b) ainsi qu'aux
extrémités de cet intervalle, on dit que la fonction f (x) est continue dans
l'intervalle fermé ou sur le segment [a, b].
Exemple 7. La fonction y = x” est continue dans tout intervalle fermé [a, b],
ce qui découle directement de I'exemple 1.

" Cette question est traitée en détail dans I'ouvrage de G. Fikhtengoltz
« Fondements de 1’analyse mathématique » t. I, Phyzmathguiz, 1968.
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Si l'une des conditions qu'exige la continuité n'est pas remplie, c'est-a-dire

que la fonction f'(x) n'est pas définie au point x = x, soit que la limite lim f(x)
X=X,

n'existe pas en ce point, soit encore que lim f(x)# f (x,) quand x tend
XX,

arbitrairement vers x, quoique les expressions a gauche et a droite de 1'inégalité
existent, la fonction y = f'(x) est dite discontinue au point x = x,. Dans ce cas le
point x = x, est dit point de discontinuité de la fonction.

. 1 . . .
Exemple 8. La fonction y =— est discontinue au point x = 0. En effet, pour

x
x =0, la fonction n'est pas définie :
.1 .1
lim —=+00 ; lim —=-w
x—0+0 x x=0-0 x

On voit aisément que cette fonction est continue pour toute valeur de x =0.

L
1
y=27
s
________ ) St _
0 I
0 Tr g |
Fig. 50 Fig. 51

Exemple 9. La fonction y =2 est discontinue au point x = 0. En effet,
1 1

lim 2% = oo , lim 2% =0 Pour x = 0 la fonction n'est pas définie (fig. 50).
x—0+0 x—0-0

Exemple 10. Considérons la fonction f (x) :ﬁ . Pour x <0, ﬁ: -1
X X
X
pour x >0, — =1. Donc,
| x|
lim f(x)= lim =1 lim f(x)= lim =1
x0-0  x0-0 | x| - x0+0 1040 | x| o

pour x = 0 la fonction n'est pas définie. Ainsi, nous avons prouvé que la

fonction f'(x)= ﬁ est discontinue au point x = 0 (fig. 51).
x
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. .1 .
Exemple 11. La fonction y = sin — , étudiée dans lI'exemple 4 § 3, est
x

discontinue pour x = 0.
Définition 3. Si la fonction f (x) est telle que les limites
lim Of(x) = f(xy+0) et lim Of(x) = f(x, —0) existent et sont finies mais

X—>Xq+ X=X

que lim f(x)# lim f(x)ou que la valeur de la fonction f (x) n'est pas
x—xy+0 x—>x,—0

déterminée au point x = x,, le point x = x, est appelé point de discontinuité de
premiere espece. (Par exemple, le point x = 0 est un point de discontinuité de
premicre espéce pour la fonction de I'exemple 10.)

§ 10. Propriétés des fonctions continues

Dans ce paragraphe nous exposerons certaines propriétés des fonctions
continues sur un segment. Ces propriétés seront énoncées sous forme de
théorémes sans démonstration.
Théoreéme 1.Silafonction y=f(x) est continue sur un segment [a, b] (a < x
< b), alors il existe au moins un point x = x, tel que la valeur de la fonction en
ce point satisfait a l'inégalité

v) F@)2 ().

. ou x est un autre point quelconque de
ce segment ; de méme, il existe au
moins un point x, tel que la valeur de

M M la fonction en ce point satisfait a
m l'inégalité
0l ¢« r, =1, b S(2)Sf(),
Fig. 52

Nous appellerons f (x;) la plus grande valeur de la fonction y = f (x) sur le
segment [a, b] et f'(x,) la plus petite valeur de la fonction f (x) sur ce segment.
On peut alors énoncer ce théoréme comme suit :

Toute fonction continue sur le segment a < x < b atteint au moins une fois sur ce
segment sa plus grande valeur M et sa plus petite valeur m.

La signification de ce théoréme est clairement illustrée par la figure 52.
Remarque. Le théoréme énoncé n'est plus vrai si la fonction est donnée dans
un intervalle ouvert. Ainsi, par exemple, pour la fonction y = x, donnée dans
l'intervalle 0 < x < 1, il n existe pas de plus grande ou de plus petite valeur. En
effet, il n'existe pas de plus grande et de plus petite valeur pour la variable x
dans cet intervalle. (Il n'existe pas de point le plus & gauche, car quel que soit le
point x* choisi on peut toujours indiquer un point plus a gauche, par exemple le
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.ox* . . . . \ .
point 5 De méme, il n'existe pas de point le plus a droite, et c'est

pourquoi il ne peut exister ni de plus grande ni de plus petite valeur pour la
fonction y =x.)

Théoreme 2. Sila fonction y = f (x) est continue sur le segment [a, b] et si
ses valeurs aux extrémités de ce segment sont de signes contraires, il existe
alors au moins un point x = ¢ entre les points a et b tel que la fonction s'annule
en ce point:
f()=0, a<c<b.

L'interprétation géométrique de ce théoréme est treés simple. Le graphique de la
fonction continue y = f'(x), joignant les points M, [a, f (a)] et M, [b, f'(b)] ou f
(a)<0etf(b)>0(ouf(a)>0etf(b)<0),coupe l'axe Ox au moins en un point
(fig. 53).

‘4o
1
5 S W
F1o)
B o o TN\ %
-1r-{VZ
f/ﬂ)l] //
M1[111f(‘1)] <
Fig. 53 Fig. 54

Exemple. Soit la fonction y =x- 2,1 =-1,y=06.
Cette fonction est continue sur le segment [1, 2]. Donc, il existe au moins un
point de ce segment ot la fonction y = x* - 2 s'annule. En effet, Vs = 0

(fig. 54).

Théoreme 3. Soit y =f(x) une fonction définie et continue sur le segment [a,
b]. Si les valeurs de cette fonction aux extrémités de ce segment ne sont pas
égales f (a) = A, f (b) = B, alors quel que soit le nombre p compris entre les
nombres A et B, on peut trouver un point x = ¢ compris entre a et b tel que f (c)
=

Le sens de ce théoréme est clairement illustré par la figure 55. Dans ce cas,
toute droite y = p coupe le graphique de la fonction y = f(x).
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Remarque. Notons que le théoréme 2 n'est qu'un cas particulier de ce
théoréme, car si 4 et B sont de signes différents on peut prendre p = 0, puisque
0 est compris entre 4 et B.
Corollaire du théoréeme 3. Sila fonction y =f (x) est continue dans un
intervalle et si elle atteint sa plus grande et sa plus petite valeur, alors elle
prend au moins une fois toute valeur intermédiaire comprise entre la plus petite
et la plus grande valeur.

Y
25
M
[]
ol a Xy A2 X
Fig. 55 Fig. 56

En effet, soit f (x)) = M, f (x,) = m. Considérons le segment [x;, x,]. D'apres le
théoréme 3, la fonction y = f (x) prend dans cet intervalle toute valeur N,
comprise entre M et m. Mais le segment [x;, x,] se trouve a l'intérieur de
l'intervalle considéré ou est définie la fonction f'(x) (fig. 56).

§ 11. Comparaison des infiniment petits

Soient

o, By, ...
plusieurs infiniment petits dépendant d'une méme variable x et tendant vers zéro
lorsque x tend vers une limite a ou vers l'infini. On caractérisera la loi d'aprés
laquelle ces variables tendent vers zéro par le comportement de leurs rapports
*).

Par la suite nous nous servirons des définitions suivantes:

C . o . . s ,
Définition 1. Sile rapport E a une limite finie et différente de zéro, c'est-

T - a , . a 1
a-dire si lim — = A4 # 0, et, par conséquent, lim E = Z # 0, alors les

infiniment petits o et § sont dits infiniment petits du méme ordre.
Exemple 1. Soit o = x, B = sin 2x, ou x — 0. Les infiniment petits a et 3
sont du méme ordre, car

. e . , .
Nous supposerons que l'infiniment petit figurant au dénominateur ne s'annule
pas dans le voisinage du point a.

67

sin 2x

lim E = lim 2

x>0 x>0 Xx
Exemple 2. Les infiniment petits x, sin 3x, tg 2x, 7 Log (1 + x) sont tous du
méme ordre pour x— 0. La démonstration est identique a celle que nous avons
donnée pour I'exemple 1.

YO . e .oa ,
Définition 2. Si le rapport de deux infiniment petits — tend vers zéro,

TP o , .a s
c'est-a-dire si lim — = 0 (et, par conséquent, lim —= o0), alors l'infiniment

petit B est dit infiniment petit d'ordre supérieur par rapport a o et l'infiniment

petit o est dit infiniment petit d'ordre inférieur par rapport a B.

Exemple 3. Soit o =x, p=x", n> 1 pour x — 0. L'infiniment petit § est un
n

o . e . X . -
infiniment petit d'ordre supérieur par rapport a o, car lim =— = lim x"™ =0.
x>0 Xx x—0

Inversement, l'infiniment petit o est un infiniment petit d'ordre inférieur par
rapport a f3.
Définition 3. L'infiniment petit § est dit infiniment petit d'ordre k par
rapport a linfiniment petit o si p et o sont du méme ordre, c'est-a-dire si
lim B =A4#0.
x—0 (xk
Exemple 4. Si o = x, B = x’, alors B est un infiniment petit du troisiéme
ordre par rapport a a quand x — 0, car

p x’

lim — = lim —-=1.
120 g2 x20 (x)?

Définition 4. Si le rapport de deux infiniment petits B tend vers l'unité,
o

B _

c'est-a-dire si lim — =1, les infiniment petits et o sont dits équivalents et 1'on
o

écrit o = P.
Exemple 5. Soit o =x et B = sin x, avec x — 0. Les infiniment petits o et
sont équivalents, car

lim 8% _

x—>0 Xx

1

Exemple 6. Soit a =x, f =Log (1 + x) pour x — 0. Les infiniment petits o
et B sont équivalents, car
Log(1

Jim 28 0+%) _

x—0 X

1
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(voir exemple 6 § 9)
Théoréme 1.Sia et P sont des inf iniment petits équivalents, la différence o
- B est un infiniment petit d'ordre supérieur par rapport a chacun d'entre eux.

Démonstration. En effet,

1im°‘—_[3=1im(1—ﬁj=1—1im3=1—1=0.

o o [0

Théoréeme 2. Si la différence de deux infiniment petits o. - B est un
infiniment petit d'ordre supérieur par rapport a o et a B, alors a. et B sont
équivalents.

Démonstration.

Soit lim P =0 ,alors 1im(1—£j =0 oul - lim E =0, ou encore 1 = lim
o o o

p

=, c'est-a-dire o = .
o

N . . < g
Si lim B =0, alors lim| 1—E =0, lim E =1, c'est-a-dire a. = .

o o o
Exemple 7. Soita=x, p=x+x°, ot x — 0. Les infiniment petits a et B sont
équivalents, car leur différence B - o = x° est un infiniment petit d'ordre

supérieur par rapport a o et a . En effet,

oa—f x°

lim — = lim ~— = limx*> =0,
x=0 o x=0 Xx x—0
3 2
. B . x .Xx
lim P = lim = lim =0.
B 120 x4 x° x>0 4 x?
e . x+1 1
2 Exemple 8. Pour x —oo les infiniment petits o = — et f=— sont
X X
.. oo x+1 1 1 . . .
équivalents, car leur différence o —f = ————=—est infiniment petit
X X X

. - o
d'ordre supérieur par rapport a o et a 3. La limite du rapport E est égale a 1

x+1
2
lim & = lim - :limx—H:lim(Hlj:l.
x>0 l x>0 X x>0 X

X
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Remarque. Sile rapport de deux infiniment petits — n'a pas de limite et
o
ne tend pas vers l'infini, f et o ne sont pas comparables au sens indiqué.

. .1 . . . .
Exemple 9. Soit a=x, p =x sin — , oux— 0. Les infiniment petits
X

p

1 .
o et B ne sont pas comparables, car le rapport —=sin — ne tend ni vers
o X

une limite finie ni vers l'infini lorsque x — 0 (voir exemple 4 § 3).

Exercices
Calculer les limites suivantes

2
X7 +2x+5 .ox=2 :
1. limZ—=2"- Rép.4. 3. lim .Rép. 0.
2. lim [ 2 sin x — cos x + ctg x]
x>
2
Rép.2.
3 2
4. lim(2—l+ij .Rép. 2. 5. lim X2 FL pep 4
X—>00 X x2 X—>0 3x3+1 3
2 52,22 2
X—w X n—>00 n3
. 1+2+...4n 1 1
7. lim —————— Rép. — . ;
nTgo n? P 2 Rep. g

Note. Ecrivons la formule (k + 1)3 K =3 +3k+1 pourk=0,1,2, .., n.
1’=1
P-1P=3.1"+3.1+1
3¥-2=32"+32+1
n+1P-r*=3n" +3n+1.
En additionnant membre a membre ces identités on :
n+1P=30*+22+. .+ +3(0+2+... +n)+(+1),

(n+ 1P =312+ 22 +.+ ) +3 —”("2+ Dy ).
d’ou
12+27+ ... +n2:3@+ (n+1).
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

25.

26.

28.

29.

30.

31.

32.

x“+x—1 Rép o
x>0 2x+5
2
| 3x7 —2x 1.Rép0
o x4 4
3 52
I 4x” —2x +x.Répl
=0 3x2 42x 2
2
lim 2 Rép. 4
x—>2 X—
3
lim > Rép. 3
x=1 x—
2
Jim ==+ pep L
¥2 x? —12x+20 8
2 —
M.Rép.l.
x23x7 —5x—-2
3 2
. 2
lim w Rep.
y=>2 yt—y—6
2
5
lim .R
x4 X—d ma
A 2_
x—0 X 2

CoAxZ+1
lim

x40 X+

lim (Vx2 +1-+vx%=1). Rép. 0.

X—>+00

X—>00

lim 2 Rep. 1.
x>0 tg x

. sin4

lim 20 Rép. 4.
x—0 X

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

27.

33.

34.

u® +4u’ +4u

lim ——. . 0.
u=>=2 (u—2)u—3)
3.3

lim S pep 3
h—0 h
lim[—— 3 } Rép. -1
=l 1-x 1—x3
lim=——. Rép. n (n est un
x> x—
entier positif).
. oAl+x-—1 1
lim———  Rép —.
x—0 X 2

V2x+1-3 22

lim ——=

p —
x—>41lx_2_\/5 3
2

x _

1 PP Rep L

x—0 x2+p2 —q p
3 p—

lim\/; I.Rep 2

x4y —1 3

.Rép. 1 quand x >+, -1 quand x —-co.

. [ 1
lim x( x2 + —x) . Rép. 5 quand x—+o0, - 0o quand x— - 0.

lim Rép. 1 .
x>0 x 9

X
lim ———. Rép. \/5
x=>+0 \/1-cos x

35.

36.

37.

38.

41.

43.

44,

47.

48.

49.

50.

51.

52.

53.

54.

lim x cotg x. Rép. 1.
x—0

Jim =295 Rép. A3
ot [ nj
3 S| V—-—
3

lim(1—2)tg ™= . Rép. = .
z—1 2 T

lim 2 arcsin x Rép. z
x—0 3x 3
X
lim(1+£j .Rép. &%

X—>00) X

x ) 1
lim (—j .Rép. —
x>0\ 14 x e

1 n+5
lim (1 + —j .Rép. e
n—»o n
. Log(l
Jim Logd+ o) o
x—0 X

x+1
lim 23] Rep. e
x—o\ 2x+1

p. O

ctgzx

lim(1+3tg?x)“€ " . Rép. ¢
x—0

m
lim (cos ij .Rép. 1.
m—oo! m

o
lim Log(1+e™)
o

X—»00

. Rép. pour o

— +o0, 0 pour o — -0
. sinox ., O

lim — .Rép. —

x—0 sin Bx B

.oar -1
lim
x> X

(@a>1). Rép. +oo

pour x—>+oo pour x—>-o0.

X—>00

1
lim n{a n —1} .Rép. Log a.

39.

46.

55.

56.
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- sin(a + x) —sin(a — x)

li

x—0 X

Rép. 2 cos a.
hmw . Rép. 1
x—0 X3 2

X
. lim(l—lj .Rép.l
X—>0 X e

45.

lim {n [Log (n + 1 ) — Log
n—>00

nlt. Rép. 1.
lim (14 cos x)**°* . Rép. €.
T

o Bx
. e —e ,
lim————— Rép . 1
x—0 sin ox —sin Bx

Trouver les points de discontinuité
des fonctions:

57. y

58.

-1
S T
x(x+1)(x~ —4)
Points de discontinuité pour x
=-2:-1;.0;2.
= tg 1 Rép. Points de
x

discontinuité pour x = 0 et x

2 2

= - ; = . . .
T 3n
2

+—— ;..

2n+n
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59.

60.

61.

62.

1
Trouver les points de discontinuité de la fonction y=1+2* et tracer le

graphique de cette fonction. Rép. Points de discontinuité pour x = 0 (y—+o0
pour x—0+0, y—1 pour x—0 — 0).

Parmi les infiniment petits suivants (quand x— 0) x°, /x(x+1) , sin 3x, 2x

2 2 . . . ~ .
cos x 3/tg”x , xe™ trouver les infiniment petits du méme ordre que x ainsi

que les infiniment petits d'ordre supérieur et d'ordre inférieur a x. Rép. Les
infiniment petits du méme ordre sont sin 3x et xe™; les infiniment petits

d'ordre supérieur sont x> et 2x cos x3/tg’x , l'infiniment petit d'ordre

inférieuir est 4/x(x+1) .

Parmi les infiniment petits suivants (quand x— 0) trouver ceux qui sont du

méme ordre que x : 2 sin x, % tg 2x, x — 3x%, V2x% +x° , Log (1 + x),
3 4 1 2

x"+3x". Rep. 5 tg 2x, x — 3x", Log (1 + x).

Vérifier que les infiniment petits 1 —x et 1- 3/x sont du méme ordre quand

1-x

x —1. Sont-ils équivalents ? Rép. lim =3, donc ces infiniment

x>l 13y

petits sont du méme ordre mais ne sont pas équivalents.
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Chapitre Il
DERIVEE ET DIFFERENTIELLE

§ 1. Vitesse d'un mouvement

Considérons le mouvement rectiligne d'un corps solide, par exemple, celui
d'une pierre lancée verticalement vers le haut ou celui du piston dans le cylindre
du moteur. Faisant abstraction de la forme et des dimensions de ce

M, corps, nous le représenterons par un point matériel mobile M.
A, La distance s parcourue par ce point matériel calculée a partir

MT d'une certaine position initiale M, dépend du temps ¢, c'est-a-dire

est une fonction du temps :
s=f(. (1)

Supposons qu'a l'instant ¢ le point mobile M se trouvait a la
distances de la position initiale M,, et qu'a l'instant t + Af le point
se trouve a la position M, a la distance s + As de la position initiale (fig. 57).
Ainsi, pendant l'intervalle de temps At la distance sa vari¢ de As. Dans ce cas,
on dit que la grandeur s a recu un accroissement As, pendant l'intervalle de
temps At.

M,

. As . .
Considérons le rapport ™ ; il nous donne la vitesse moyenne du mouvement
t

du point pendant l'intervalle de temps At :

As
v =—, 2

La vitesse moyenne n'est pas toujours en mesure de caractériser exactement la
vitesse du mouvement dun point M a l'instant ¢. Si, par exemple, le mouvement
est tel que la vitesse du mobile, trés grande tout d'abord, devient treés petite
ensuite,il est évident que la vitesse moyenne ne peut exprimer de telles
particularités du mouvement et nous donner une idée juste de la véritable
vitesse du mouvement a l'instant ¢. Pour exprimer, d'une maniére plus précise, la
véritable vitesse a l'aide de la vitesse moyenne, il faudrait choisir un intervalle
de temps Af plus petit. La limite vers laquelle tend la vitesse moyenne, quand At
— 0, caractérise au mieux la vitesse du mouvement du mobile a l'instant ¢. Cette
limite est appelée la vitesse instantanée du mouvement:

" Ici et par la suite, nous désignerons la variable et les valeurs concrétes qu’elle
est susceptible de prendre par une méme lettre.
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v=lim 2 @)
At—0 At
Ainsi, on appelle vitesse instantanée du mouvement la limite du rapport de
l'accroissement du chemin parcouru As a l'accroissement du temps Af, quand
l'accroissement du temps tend vers zéro.
Ecrivons 1'égalité (3) sous une forme plus explicite. Comme

As=f(t+A) (1),
. S+ A) - 1)
m

Y A1t1—>0 At 3)
Cette formule donne la vitesse d'un mouvement non uniforme. Nous voyons
donc que la notion de vitesse d'un mouvement non uniforme est intimement liée
a la notion de limite. Seule la notioi. de limite permet de définir la vitesse d'un
mouvement non uniforme.
On voit, de la formule (3'), que v ne dépend pas de 'accroissement du temps Az,

mais dépend de 7 et de la fonction f'(¢).

nous avons:

Exemple. Trouver la vitesse d'un mouvement uniformément accéléré a un
instant quelconque ¢ et a l'instant £ = 2 s, si la loi du mouvement est :

1
s =—gt?
2g

. . 1 s
Solution. A l'instant # nous avons s = 5 gt*, al'instant #+A¢ nous aurons :

1 1
S+As = Eg(z+At)2 = Eg(tz + 2tAt + At?)
Calculons As :

1 1 1
As = —g(t* + 2tAt + At?) —— gt = gtAt + — gAr?
2 2 2
Formons le rapport & :
pp A

1
AL+ — gAr?
As ST E

= gt +— gAt
At At & 2g

nous avons par définition:

As 1
V=g —= t+—gAt) = gt
| lim (&+5 & g
a0 A NS T2
Ainsi, la vitesse a un instant quelconque ¢ est égale a v = gt. Quand 7 = 2,
nous avons (V) =g *2=9,8 +2 =19,6 m/s.
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§ 2. Définition de la dérivée

Soit
y=/® ()

une fonction définie dans un certain intervalle. Pour chaque valeur de la
variable x de cet intervalle la fonction y = f'(x) admet une valeur bien définie.
Supposons que 'on donne a la variable x un accroissement Ax (positif ou
négatif, cela n'a d'ailleurs aucune importance). La fonction y regoit alors un
accroissement Ay. Ainsi, pour les valeurs x et x + Ax de la variable nous avons
respectivement y =f(x) et y+ Ay =f(x + Ax).
Calculons 1'accroissement Ay de la fonction y :

Ay =f(x+ Ax) = flx). 2

Formons le rapport de l'accroissement de la fonction a l'accroissement de la
variable indépendante

PN (ST K [CI R,
Ax Ax
Calculons la limite de ce rapport quand Ax tend vers zéro. Si cette limite existe,
elle est appelée lad é ri v é e de la fonction f'(x) et on la désigne par la notation
f*(x). Ainsi, par définition,
oy o o AY
S= fim s
ou
F1@)= tim LEEAVZTD
Ax—0 Ax
Donc, on appelle dérivée de la fonction y = f (x) par rapport a x la limite vers
laquelle tend le rapport de I'accroissement de la fonction a 1'accroissement de la
variable indépendante quand ce dernier tend vers zéro.
Remarquons qu'en général pour chaque valeur de x la dérivée /' (x) a une valeur
déterminée, c'est-a-dire que la dérivée est également une fonction de x.
On emploie également les notations suivantes pour désigner la dérivée
oo dy
y 3 yX > dx *
On désigne la valeur concréte de la dérivée pour x = a par la notation f’ (a) ou

!
V' x=a

L'opération que nécessite la recherche de la dérivée dune fonction f (x) est
appelée la dérivation de cette fonction.

Exemple 1. Soit la fonction y = x2. Calculer sa dérivée y’
1) en un point quelconque x,
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2) aupointx=3.

Solution. 1) Quand la valeur de la variable indépendante est ¢gale a x, nous
avons y = x2 Quand la valeur de la variable indépendante est égale a x + Ax,
nous avons y + Ay = (x + Ax)2 Calculons l'accroissement de la fonction :

Ay = (x + Ax)* - x> = 2xAx + (Ax)~

Ay
Formons le rapport — :
PP Ax
Ay  2xAx+(Ax)y

Ax Ax
En passant a la limite on trouve la dérivée de la fonction

=2x+Ax

, A
Y= lim =2 = lim (2x+Ax) =2x
Ax—0 Ax—0
Ainsi, la dérivée de la fonction y = x? en un point arbitraire x est égale a y' = 2x.

2) Pour x = 3 nous avons:
V' [x=3=223=6.

Exemple 2. l ; calculer y'.
X

Solution. En suivant la v oie indiquée dans I'exemple précédent nous avons:

1 1
y==; ytliy= ;
X +

X+ Ax
1 I x—x—-Ax Ax
x+Ax x  x(x+Ax x(x+ Ax
Ay 1

Ax __x(x+Ax)’

= Ay_l. 1 _ 1
YT T A A x(x + Ax) x?

Remarque. Nous avons établi au paragraphe précédent que si le lien
fonctionnel entre le chemin s parcouru par un point matériel mobile et le temps ¢
est donné par la formule s = f'(¢), la vitesse v a un instant arbitraire ¢ s'exprime
par la formule

At f+AD)-f()

v=lim — = lim
At—0 AS  At—0 At
Donc
V= St = f'(t)a
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c'est-a-dire que la vitesse est égale a la dérivée ~ par rapport au temps ¢ du
chemin parcouru.

§ 3. Interprétation géométrique de la dérivée

Nous avons été amenés a la notion de dérivée en étudiant la vitesse d'un corps
mobile (d'un point), c'est-a-dire en partant de considérations mécaniques. Nous
allons a présent donner une interprétation géométrique de la dérivée, non moins
importante.

M
,
Mf
M @ .
% ! /0 x resr T
Fig. 58 Fig. 59

Pour cela il nous faut avant tout définir la tangente a une courbe en un point
donné. Etant donnée une courbe, soit M, un point fixe de cette courbe. Prenons
sur cette courbe un autre point M), et menons la sécante MM, (fig. 58). Quand
le point M, s'approche indéfiniment du point M, en restant sur la courbe, la
sécante M M, occupe différentes positions M,M’;, M;M "}, etc.

Si, quand le point M, en restant sur la courbe s'approche indéfiniment du point
M, de n'importe quel coté, la sécante tend a occuper une position limite définie
par la droite M,T, cette droite est appelée la tangente a la courbe au point M,
(Nous allons préciser plus loin ce que nous entendons par l'expression « tend a
occuper ».)

Considérons la fonction f'(x) et la courbe qui lui correspond dans un systéme de
coordonnées cartésiennes (fig. 59)

y=re.
Pour une valeur x donnée, la fonction a pour valeur y = f'(x). Aux valeurs x et y
correspond un point My(x, y) sur la courbe. Donnons a la variable x un
accroissement Ax. A la nouvelle valeur x + Ax de la variable indépendante

* . r . r \ N r

Quand nous disons « dérivée par rapport a x » ou « dérivée par rapport au
temps ¢ », etc., nous sous-entendons que pendant le calcul de la dérivee la
variable indépendante est respectivement x ou ¢, etc.
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correspond une nouvelle valeur de la fonction : y + Ay = f'(x + Ax). Le point
correspondant de la courbe sera M; (x + Ax, y + Ay). Menons la sécante M, M, et
désignons par ¢ l'angle formé par cette sécante avec l'axe des x positifs.

A
Formons le rapport A_y . On a d'apres la figure 59:
\

Ay
ot 1
g0 (D

Si maintenant Ax tend vers zéro, le point M; se déplace le long de la courbe en
se rapprochant indéfiniment de M,. La sécante MM, pivote autour du point M
et l'angle ¢ varie avec Ax. Si pour Ax —0 l'angle ¢ tend vers une limite o, la
droite passant par le point M, et formant un angle o
avec l'axe des x positifs sera la tangente cherchée. On
calcule facilement le coefficient angulaire de cette
tangente:
. Ay

tgo= lim tgo= lim — = f'(x).

Ax—0 Ax—0 Ax
Par conséquent,
S ) =tga, 2
c'est-a-dire que la valeur de la dérivée [’ (x) Fig. 60
pour la valeur donnée de la variable x est égale a la tangente de l'angle formé
par l'axe des x positifs et la tangente a la courbe représentative de la fonction y
= f'(x) au point correspondant My (x, y).

Exemple. Trouver la tangente de 1'angle formé par la tangente a la courbe y

= x? aux points M [%,ij , M (-1, 1) (fig. 60).

Solution. Nous avons d'apres l'exemple 1 du § 2 y'= 2x. Par conséquent,
tg o=y | =1 tg oy |- =-2

§ 4. Fonctions dérivables

Définition. Silafonction

y=5rx 1)
a une dérivée au point x = x,, c'est-a-dire si la limite
Ay S (xg +Ax) = f(xg)
lim —— = li 2
A A AT A @

existe, on dira que la fonction est dérivable pour la valeur x = x, ou, ce qui
revient au méme, qu'elle a une dérivée en ce point.
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Si la fonction a une dérivée en chaque point d’un segment [a, b] ou d'un
intervalle (a, b), on dit qu'elle est dérivable sur ce segment [a, b] ou
respectivement dans cet intervalle (a, b).

Théoréme. Si la fonction y = f (x) est derivable au point x = x,, elle est
continue en ce point.

En effet, si
y A
. ) '
lim ——= f"(xp),
» Av>0 Ax 0
p‘\? alors,
y Ay _
— = f'(xy) +7,
Ax S (xo)+y
5 ou y est une grandeur qui tend vers zero quand Ax— 0.
Or,
. Ay =f"(xo) Ax +y Ax;
o 7 Z « dou il découle que Ay— 0 quand Ax— 0, ce qui
exprime Fig. 61 que la fonction f (x) est continue au point x,

(voir § 9, ch. IT)

Ainsi, aux points de discontinuité une fonction ne peut
avoir de dérivée. La proposition inverse n’est pas vraie, c'est-adire que
si une fonction y = f'(x) est continue au pointx=x, i1 n'en découle pas
qu'elle est derivable en ce point : la fonction f(x) peut ne pas avoir de dérivée
au point x,. Pour s'en convaincre, considérons quelques exemples.

Exemple 1. La fonction f (x) est définie sur le segment [0, 2] de la maniére
suivante (voir fig. 61)

fx)=x pour 0 <x<1,

fx)=2x-1 pour 1 <x<2.
Cette fonction n'a pas de dérivée au point x = 1, quoiqu'elle soit continue en ce
point.

En effet, pour Ax > 0 nous avons :
fA+Ma0) -7 Ra+Ay-1]-[2-1-1] . 2Ax
m-————= lim = lim —

li =2,
Ax—0 Ax Ax—0 Ax Ax—0 Ax
pour Ax < 0 nous avons:
LGRS RO NI | K-V | ) S
Al):go Ax - AI;TO Ax - Alxlglo Ax
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Donc, la limite considérée dépend du signe de Ax et, par conséquent, la

fonction n'a pas de dérivée au point x = 1 . Géométriquement cela veut dire
qu'au point x = 1 cette « courbe » n’a pas de tangente définie.
La continuité de cette fonction au point x = 1 découle de ce que

Ay = Ax pour Ax <0,

Ay =2 Ax pour Ax > 0,
et, par conséquent, indépendamment du signe de Ax, Ay — 0 quand Ax — 0.
Exemple 2. La fonction y = Ix , dont le graphique est donné sur la figure
62, est définie et continue pour toutes les valeurs de la variable x. Nous allons
voir si cette fonction a une dérivée pour x = 0. Pour cela, calculons la valeur de
cette fonction aux points x = 0 et x =0 + Ax ; pour x = 0 nous avons y = 0, pour x

=0+ Ax nous avons y + Ay =3/Ax . D'ou
Ayz%/;.

Cherchons la limite du rapport de Il'accroissement de la fonction a
l'accroissement de la variable indépendante

A {Ax 1
lim ~> = lim ~—= lim —== =+ y=vz
A0 AX A0 A A0 3442
Ainsi, le rapport de 'accroissement de la fonction 04 sz z
a l'accroissement de la variable indépendante pour x
= 0 tend vers l'infini quand Ax —0 (et, par

conséquent, la limite n'existe pas). Donc, la fonction
considérée n'est pas derivable au point x = 0. La tangente a cettggoughe forme

. T , s . .
en ce point un angle égal a 3 avec l'axe Ox, c'est-a-dire qu'elle coincide avec

l'axe Oy.
§ 5. Dérivée de la fonction y = X" pour n entier et positif

Pour calculer la dérivée d'une fonction donnée y = f'(x), on doit en vertu de la
définition de la dérivée effectuer les operations suivantes:
1) donner un accroissement Ax a la variable x, calculer la valeur correspondante
de la fonction :

YAy =f(x+Ax);

2) calculer 'accroissement correspondant de la fonction :

" D'aprés la définition de la dérivée, le rapport Ax doit tendre vers unelimite
déterminée quand Ax — 0 indépendamment de la maniéro dont Ax tend vers
Z€ro.
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Ay =f(x+ Ax) - fix)
3) former le rapport de l'accroissement de la fonction a I'accroissement de la
variable :

Ay _ [+ A~ f(x).
Ax Ax ’
4) chercher la limite de ce rapport quand Ax — 0
y'= lim L lim Jar A - /) —f(x).
Ar—>0 AX A0 Ax

Nous adoptons ici et dans les paragraphes qui suivent ce procédé général de
calcul de la dérivée de certaines fonctions élémentaires.

Théoréme. La dérivée de la fonction y = X", ou n est un nombre entier
.. , \ -1 < g
positif, est égale a nx"", c'est-a-dire
: -1
siy=x",alors y’ =nmx"". (1)

Démonstration. Soit la fonction
y=x"
1) Si x subit un accroissement Ax, alors
y+Ay=(x+ Ax)".
2) En utilisant la formule du bindme de Newton nous avons
Ay=(x+Ax)"—x"=x"+ ?x”_le + n(:l—;l)x"_z (Ax)? + ...+ (Ax)" —x"
ou

Ay =nx""'Ax + n(r—;l)x”fz (Ax)* + ...+ (Ax)".

3) Calculons le rapport :

Y "+ nn-1) X"PAx .+ (Ax)"
Ax 1-2

4) Trouvons la limite de ce rapport

y'= lim & lim {nx"1 + n(n—_l)x’“ZAx +.ot (Ax)”l} =nx"",
A0 AX  Ax—0 1-2

donc, y'= nx™", ce qu'il fallait démontrer.
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Exemple 1.y=x",y'=5x""=5x"

Exemple 2. y=x, ' = Ix"", 3’ = 1. Ce résultat posséde une trés simple
interprétation géométrique : la tangente a la droite y = x coincide pour toutes les
valeurs de x avec la droite elle-méme et, par conséquent, forme avec 'axe des x
positifs un angle de 45° dont la tangente est égale a 1.

Remarquons que la formule (I) est valable également dans le cas ou n est un
nombre fractionnaire ou négatif. (Cela sera démontré au § 12.)

Exemple 3. yzx/;

Mettons cette fonction sous la forme :
1

— 42
y =X,
alors, d'aprés la formule (I) (en tenant compte de la remarque précédente), on a

;1 2a C1
y'=—=x2 ou y'=

2 24x

1

XN X

Exemple 4. y =

Mettons y sous la forme :

y=x
Alors
3 5
3 -1 3 3
r_ 2 _ 2 —
y=—=x =—=x ?2=-
2 2 2x2x

§ 6. Dérivées des fonctions y = sin x; y = cos x

Théoréme 1. La dérivée de sin x est cos x, c'est-a-dire

siy =sinx, alors y'=cos x. (I)
Démonstration. Donnons a la variable x un accroissement Ax, alors
1)y+Ay=sin (x + Ax) ;
2)

Ax = sin(x + Ax)—sin x = 2sin x+A2x_x><cos x+A2x+x =2sin%-cos(x+%);
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Zsin&cos (x+A2xj sing

Ay 2 2 Ax
3)—= = cos| x+—| ;
)Ax Ax Ax [x 2)

2

sin —
Ay 2 Ax
4y = lim == lim —=" lim cos| x+—| ,
)y M0 AY a0 AY arso ( 2]

2
mais comme
sin —
lim =1,
a0 Ax
2
ona

. ( ij
Y = lim cOS| x+— |=cCosx.
Ax—0 2

La relation précédente est 1égitimée par le fait que cos x est une fonction
continue.

Théoréme 2. La dérivée de cos x est -sin x, c'est-a-dire
siy = cos x, alors y'= -sin x. (III)
Démonstration. Donnons a la variable x un accroissement Ax, alors

y+ Ay=cos (x + Ax) ;

Ay = cos(x + Ax) —cos x = -2 sin X+A2x_x><sin x+A2x+x :—ZSin%Sin[xwL%)
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"= 1i ﬂ—1' —Sln75in x+£ =— lim sin x+£
VTS0 as Ax 2 Ax30 2 )
2

Prenant en considération que sin x est une fonction continue, nous obtenons en
définitive
y'=-sin x.

§ 7. Dérivées d'une constante, du produit d'une
constante par une fonction, d'une somme, d'un produit
et du rapport de deux fonctions

Théoreme 1. La dérivée d'une constante est égale a zéro,
c'est-a-dire
siy=Cou C=const, alors y'=0. (IV)

Démonstration. y = C est une fonction de x telle que pour tous les x la
valeur de y est éga le a C. Donc, quel, que soit x

y=fx=C
Donnons a la variable x un accroissement Ax (Ax # 0). Puisque la fonction y
conserve la valeur C, quelle que soit la valeur de la variable indépendante, on
a:
yray=fx+a0)=C
Par conséquent, 1'accroissement de la fonction est égal a

Ay=f(x+Ax)-f(x)=0

et le rapport de l'accroissement de la fonction a l'accroissement de la variable
indépendante est

=0.

El&

Donc,

c'est-a-dire
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y'=0.
Ce résultat admet une interprétation géométrique simple. Le graphique de la
fonction y = C est une droite paralléle a 1'axe Ox. La tangente a ce graphique
coincide évidemment en tous points avec cette droite et, par conséquent, forme
avec I'axe Ox un angle dont la tangente y’ est égale a zéro.

Théoréme 2. On peut sortir un facteur constant de dessous le signe de
dérivation, c'est-a-dire

siy = Cu (x) (C =const), alors y' = Cu' (x). (V)

Démonstration. En répétant le raisonnement de la démonstration du
théoréme précédent on a
y="Cux);
y+Ay=Cu(x+ Ax);
Ay =Cu(x+tAx)—Cu(x)=Clu(x+Ax)—u(x)],
Ay _ c u(x+Ax)—u(x)
Ax Ax
c'est-a-dire
y'=Cu'(x).

1

ok

Exemple 1. y=3

c'est-a-dire

Théoréme 3. La dérivée de la somme d'un nombre fini de fonctions
dérivables est égale a la somme des dérivées de ces fonctions *. Par exemple,
pour le cas de trois fonctions nous avons :

y=u@ v @) +twx), y'=u(x)+v () +w (). (VD)

Démonstration. Pourla valeur x de la variable indépendante
y=utv+w.

i L'expression y = u (x) - v (x) est équivalente a y=u (x) + (-1) v(x) et y'=[u

@)+ D v @ =u" @)+ [-v )] =u'(x)-v'(x).
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(Nous omettons la variable x dans la notation des fonctions pour simplifier
1'écriture.)
Pour la valeur x + Ax de la variable indépendante nous avons
y+tAx=u+Au)+@+A)+w+Aw),
ou Ay, Au, Av, Aw sont respectivement les accroissements des fonctions y, u, v,
w, pour un accroissement correspondant Ax de la variable x. Par conséquent,

Ay Au Av Aw
— = —

Ax  Ax  Ax
= Ay_l. Au+1‘ Av+1. Aw
7 A;gloAx A):gloAx A)ZEIOAX A,:goAx

Ay = Au+Av+ Aw,

ou
y =)+ v+ wik).

Théoréeme 4. La dérivée du produit de deux fonctions dérivables est égale
au produit de la dérivée de la premiére fonction par la seconde plus le produit
de la premiére fonction par la dérivée de la seconde, autrement dit

siy=uv, alorsy'=u'v +uv'. (VI)

Démonstration. En suivant le raisonnement utilisé pour la démonstration
du théoréme précédent, on a
y = uv’

y+ Ay=(utAu) (v+Ay),
Ay=(u+ Au) (v+ Av) - uv = Auv + uAv + AulAv,

ﬂ:ﬂv+u£+Auﬂ
Ax  Ax Ax

y'= 1l &y li Au v+ lim u LA lim Au Av
= lm —= lim — m 44— m — =
A—0 AX Ax—0 Ax A—0 AX A0

. Au . Av . Av
lim — |[v+u lim —+ lim Au lim —
Ax—0 A0 AX Ax>0  Ax—0

(puisque u et v ne dépendent pas de Ax).
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Ly, . Av
Considérons le dernier terme du second membre |im Au lim —
Ax—0 Ax—0

u (x) étant une fonction dérivable, elle est aussi continue. Donc,

lim Au = 0. En outre,
Ax—0

. V ’
lim — =V #.
Ax—0
Ainsi le terme considéré est ¢gal a zéro et nous avons en définitive :

y'=uv+tuv’.

Ce théoréme permet d'obtenir sans difficulté la regle de dérivation du produit
d'un nombre quelconque de fonctions. Ainsi, si nous considérons le produit de
trois fonctions y = uvw, en le mettant sous forme du produit de u et de (vw),
nous avons : y'=u'(vw) +u (vw) =u’vw+u (v'w+vw’) =uvw +uv'w + uvw’
. Ce procédé permet d'obtenir une formule analogue pour la dérivée du produit
d'un nombre quelconque (fini) de fonctions. Si y = uu; . . . u,, alors

'

;o '
V=g, U, U Uy U U, U Uy U, U,

Exemple 3. Siy=x*sinx, alors

y'=(x?)"sin x + x2 (sin x)' = 2x sin x + x? cos x.

Exemple 4. Siy:\/;sinxcosx,alors

y'= (\/;)’sinxcosx+\/;(sin x)'cosx+\/;sin x(cosx)' =

) . .
——sin x cos X ++/X €S X €08 X ++/x sin x(—sin x) =

2/x

| . sin 2x
sin x cos x + \/;(cos 2x —sin?x) =

2/x 4x

Théoréme 5. La dérivée d'une fraction (c'est-a-dire du rapport de deux
fonctions) est une fraction dont le dénominateur est égal au carré du
dénominateur de la fraction considérée et le numérateur est égal a la différence
du produit du dénominateur par la dérivée du numérateur et du produit du
numérateur par la dérivée du dénominateur,
c'est-a-dire

++/Xx cos2x.

siy= %, alors y' = uvv;zuv . (v
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Démonstration. Si Ay, Au et Av sont respectivement les accroissements

des fonctions y, u et v pour l'accroissement correspondant Ax de la variable x,
nous avons

u+Au u+Au u  vAu—ulv
y+ldy=—-—, Ay = -——= )
v+ Av v+Av v v(v+Avy)
vAu —uAv &v— Av
Ay A Ax Ax
Ax  v(v+Av) v(v+Av)
Au Av vl Au " i Av
Tl o =27
Y= lim Ay _ lim A Ax _ A0 AY - arso Ax
A0 A A0 V(V+AV) v lim (v+Av)
Ax—0

\ *
D'ou, en remarquant que Av — 0 quand Ax — 0 , nous avons :
,uv—uy'
==
3

Exemple 5. Si y=

, alors
cos x

, _ (x*) cosx—x*cosx)’ 3x2cosx—x>sinx

cos x cos %x
Remarque. Sila fonction considérée est de la forme
_u(x)
c

ou le dénominateur est une constante, au lieu d'utiliser la formule (VIII), pour
calculer sa dérivée, il est préférable de se servir de la formule (V)

’

(L) Sl i
Y =le C c’

Bien sir, ce résultat peut étre également obtenu a 1'aide de la formule (VIII).

Exemple 6.Si y = cosx

, alors

,_(cosx) _ sinx
7 7

lim Av=0 puisque v (x) est une fonction dérivable et, par conséquent,
Ax—0

continue.
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§ 8. Dérivée d'une fonction logarithmique

Théoreéme. La dérivée de la fonction log, x est égale a 1/x log, e
c'est-a-dire

siy =log, x, alors y’ = 1/x log, e. (IX)

Démonstration. Si Ay est I'accroissement de la fonction y = log, x pour un
accroissement correspondant Ax de la variable x, alors :

y+Ay=log,(x+Ax) ;

Ay =log,(x+Ax)—log, x =log,, ﬂ: log, (ng ;
X X

Ay 1 Ax
— =—log,|1+—|.
Ax  Ax g“( x)

Multiplions et divisons par x 1'expression figurant dans le second membre de la

derniére égalité :

Ay 1 x Ax) 1 Ax ) ax

—=——"TIlog,|l+— |=—log, | 1+— | .
Ax  x Ax g“( x] X gu( x]

Désignons la quantité Ax/x par a. I1 est évident que oo — 0 quand Ax tend vers
zéro pour un x donné. Par conséquent,

1
%:%loga(ﬂa)a.

Or, nous savons que (voir § 7, chap. 11)
1
lIim(l+a)* =e.
a—0
Si I'expression figurant sous le signe du logarithme tend vers le nombre e, le
logarithme de cette expression tend vers log,, a (en vertu de la continuité de la
fonction logarithmique). D'ou nous avons en définitive :

1

2 A l - 1
¥'= lim —2 = lim —log, (I+a)® =—log, e.
Ar—0 AX  Av—0 X X
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1
En remarquant que log, e = 0 nous pouvons mettre la formule obtenue
o

, 11
sous la forme y' = —- .
x loga

Notons un cas particulier important de cette formule : si a = e, alors Log a =
Log e =1, c'est-a-dire

siy=Logux,alors y'= 1 . X)
x

§ 9. Dérivée d'une fonction composée

Soit y = f'(x) une fonction composée, c'est-a-dire pouvant étre mise sous la
forme y = F (1), u = ¢ (x)

ou encore y = F [ (x)] (voir chap. I, § 8). Dans 1'expression y = F (u), u est
appelée variable intermédiaire.
Etablissons la régle de dérivation d'une fonction composée.

Théoreme. Sila fonction u = ¢ (x) a une dérivée u,c =@'(x) au point x et la
fonction y = F (u) a une dérivée y; = F'(u) pour la valeur correspondante de
u, alors au point considéré x la f onciion composée y = F [¢ (x)] a également
une dérivée égale a y, = F, (u)p'(x) .
ou u doit étre remplacée par l'expression u = ¢ (x). Plus simplement
Yy = Valhs
c'est-a-dire que la dérivée d'une fonction composée est égale au produit de la

dérivée de cette fonction par rapport a la variable intermédiaire u par la
derivée par rapport a x de la variable intermédiaire.

Démonstration. Pour une valeur donnée de x nous aurons:
y=F@),u=09(x)

Pour la nouvelle valeur x + Ax de la variable x, on a

u+Au=@p(x+Ax), y+Ay=Fu+Au).
Ainsi a l'accroissement Ax correspond un accroissement Au auquel correspond a
son tour un accroissement Ay ; en outre, quand Ax — 0 nous aurons Au — 0 et
Ay— 0. Par hypothése,
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De cette relation et d'aprés la définition de la limite nous avons (pour Au # 0) le calcul de la dérivée y’x peut étre effectué en appliquant successivement le
Ay théoréme précédent.
E =Y, ta (1)

. e, En vertu de la régle que nous venons de démontrer nous avons :
ou a — 0, quand Au — 0. Ecrivons 1'égalité (1) sous la forme gled

: Y=Yy
Ay =y, Au+aAu (2) En appliquant ce théoréme pour calculer u’, nous avons:
wWy=u'y vy
L'égalité (2) est également vérifiée pour Au = 0 quel que soit o, puisque dans ce En substituant I'expression de ux dans I'égalité précédente nous avons:
cas elle se transforme en l'identité 0 = 0. Pour Au = 0 nous poserons o = 0.
Divisons tous les termes de 1'égalité (2) par Ax YXTYull vV
AV A Au ou o o
et vl 3) Vx=Fy) @’y (v) ¥ (x)
Par hypothése, Exemple 3. Soit la fonction y =sin [(Log x)?]. Calculons y’. Mettons
lim ﬂ =y lim a=0. cette fonction sous la forme suivante:
A0 Ax T Ax—0
En passant a la limite dans 1'égalité (3) quand Ax — 0 nous avons y=sinu,u=1v>,v=_Logux.
J’,'v _ y,', -u;, cqfd. (@) Nous trouvons

yu=cosu, u’, =3 v, =1/x.

Exemple 1. Soit la fonction y = sin (x?). Calculons y’,. Mettons cette
fonction sous forme de fonction composée de la maniére suivante |
y=sin u, u = x> Yy =y,u,v, =3(cosx)v?—

X

Par conséquent, nous avois en vertu de la formule (5)

Nous trouvons
Y u=cosu, u’y =2x. ou en définitive

Par conséquent, d'aprés la formule (4) y’y =)’y u’x = cos u2x. En remplagant

. 1
= 3. 2
o par son expression en x, nous avons en définitive Yx cos[(log x) ] 3(logx) x

Y, =2xcos(x?). Remarquons que la fonction considérée n'est définie que pour x > 0.

Exemple 2. Soit la fonction y = (Log x)*. Calculons y’,.

Nous pouvons mettre cette fonction sous la forme § 10. Dérivées des fonctionsy =tg x,y =ctg x, y = Log
y=u?, u=Logx. |x|
Nous trouvons
V=30, wy=1/x. Th$oréme l. La dérivée de la fonction tg x est égale d' .
Par conséquent, CoS “x
c'est-a-dire

y, =3u? 1. 3(log x)zl .
X X

siy=tgx,alors y'= X1)

Si la fonction y = f'(x) peut étre mise sous la forme s2x
Démonstration. Comme

y:F(M), u=(p(v), V:\V(X), :sinx
COSX’




nous avons en vertu de la régle de dérivation des fractions [voir formule (VIII),

§ 7, chap. III]:
_ (sin x)'cos x —sin x(cos x)'

cos 2x
COoS X Cos x —sin x(—sinx) cos’x+sin’x 1
cos 2x cos 2x cos2x
L L . , . 1 e
Théoreme 2. La dérivée de la fonction ctg x est égale & ————, c'est-a-
sin 2x
dire
siy=ctgx, alors y'=—— (X1ID)
sin 2x
Démonstration. Comme
_ cosx
sin x
alors
" (cos x)'sin x —cos x(sin x)' _
sin 2x
—sinxsinx—cosxcosx _ sin’x+cos’x _ 1
sin 2x sin 2x sin2x
Exemple 1.Si y:tg\/;, alors
1 1 1
y'= W= :
cos 2\/; 2\/; cos 2\/;
Exemple 2. Siy=Log ctg x, alors
1 1 1 2
y'= (ctgx)'= - == — =
ctgx ctgx | sinZx cos xsinx sin 2x

Théoreme 3. La dérivée de la fonction y =Log |x| (fig. 63)

, N L
est égale a y'=— , c'est-a-dire
X
. , 1
siy=Log |x|, alors y'=— . (X111)
x
Démonstration.a) Si x >0,alors |x| = x,Log |x| = Log x et, par conséquent,

1
y=—.
X
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b) Soit x <0, alors |x| = -x. Mais
Log |x| = Log (-x).
(Remarquons que si x < 0, alors -x > 0.)

Fig. 63
Mettons la fonction y = Log (-x) sous la forme d’une fonction composée en
posant y=Logu; U =-x.
Alors
' o1 1 1
yx:yuux:_(*l): (_1):_'
u —(x) X
Donc, pour les valeurs négatives de x nous retrouvons encore la formule
o1
Yy =7
X

Ainsi, la formule (XIII) est démontrée pour toutes les valeurs de x # 0. (Pour x =
0 la fonction Log |x| n'est pas définie.)

§ 11. Fonction implicite et sa dérivé

Supposons que les valeurs des variables x et y soient liées entre elles par une
équation que nous désignerons symboliquement par

F(x,y)=0. (D
Si la fonction y = f'(x) définie dans un intervalle (a, b) est telle qu'en remplacant
dans 1'équation (1) y par f (x) cette équation se transforme en une identité en x,
alors la fonction f'(x) est appelée fonction implicite définie par 1'équation (1).

Ainsi, par exemple, 1'équation
X2 +y*-a*=0 2)
définit implicitement les fonctions élémentaires suivantes (fig. 64 et 65)

Na?—x?, 3)
—a*-x*. 4

y
Y
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En effet, aprés avoir remplacé y par ces expressions, l'équation (2) se
transforme en une identité
X2+ (a2-x2)—a?=0.
Les expressions (3) et (4) ont été obtenues en résolvant 1'équation (2) par
rapport a y. Mais il n'est pas toujours possible de trouver la forme

[} ¥y
-a /] a
-a 0 a T \!/ £
Fig. 64 Fig. 65

explicite d'une fonction implicite, c'est-a-dire qu'il n'est pas toujours possible de
I'exprimer sous la forme y =f'(x) ), ou f(x) est une fonction ¢lémentaire.

Ainsi, les fonctions définies par 1'équation
1.
y?-y—x*=0 ou y—xzzsmy:O

ne s'expriment pas a l'aide des fonctions élémentaires, c'est-a-dire qu'on ne peut
les résoudre en y au moyen des fonctions élémentaires.

Remarque 1. Remarquons que les termes « fonction implicite » et «
fonction explicite » caractérisent le mode d'expression de la fonction donnée et
non pas la nature de celle-ci.

Toute fonction explicite y = f (x) peut étre mise sous la forme d'une fonction
implicite y - £ (x) = 0.

Indiquons a présent la régle qui permet de trouver la dérivée d'une fonction
implicite sans l'avoir préalablement mise sous la forme explicite, c'est-a-dire y
=/ ).

Supposons que la fonction soit donnée par 1'équation

xX*+y*-a*=0.
Si y est la fonction de x définie par cette €quation, alors cette dernicre se
transforme en identité.

En dérivant les deux membres de cette identité par rapport a x, et en supposant
que y est fonction de x, nous avons (d'apres la régle de dérivation des fonctions
composées)

2x+2yy'=0,.

" Si une fonction est définie par une équation de la forme y =f(x), on dit qu'elle
est donnée sous forme explicite, ou que c'est une fonction explicite.
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d'ou,

Remarquons que si nous avions dérivé la fonction explicite correspondante
y= / az—x2

nous aurions eu

c'est-a-dire le méme résultat.

Considérons encore un exemple de fonction implicite y°—y —x2=0.
Dérivons par rapport a x .

6y -y - 2x=0,
d'ou
o 2x
-1

Remarque 2. Les exemples considérés montrent que pour calculer la valeur
de la dérivée d'une fonction implicite pour une valeur donnée de la variable x, il
faut connaitre également y pour cette valeur de x.

§ 12. Dérivée d'une fonction puissance quand
I'exposant est un nombre réel quelconque, dérivée de la
fonction exponentielle et de la fonction composée
exponentielle

Théoréme 1. La dérivée de la fonction x", ol n est un nombre réel arbitraire,
est nx™, c'est-a-dire
siy=x", alors y'=nmx"". (I)

Démonstration. Soit x > 0. En prenant le logarithme de la fonction
donnée, nous avons
Logy=n Log x.

Dérivons les deux membres de 1'égalité obtenue par rapport a x, en supposant
que y est fonction de x

Lon=; y=yn—.
y X X

En remplagant y par sa valeur y = x", nous avons en définitive
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-1
y=nx""".

On démontre aisément que cette formule est aussi vraie pour x < 0 si x" a un
*
sens ).

Théoréme 2. La dérivée de la fonction a*, o a > 0, est a* Log a, c'est-a-
dire

siy=a",alorsy'=a" Log a. (XIV)

Démonstration. En prenant le logarithme de 1'égalité y = a*, nous avons
Logy=xLoga.
Dérivons 1'égalité obtenue en supposant que y est fonction de x
1 ' . '
—y'=logy; y'=yloga
y
ou
y'=a" Loga.
Si la base du logarithme a = e, alors Log e = 1 et nous avons la formule.
y=¢e, y'=ée. XV
2
Exemple 1. Soit la fonction y=e”
Mettons-la sous la forme d'une fonction composée en introduisant la variable
intermédiaire u
y=e", u=x%
alors , y,o=e", u=x;
Et, par conséquent,
" 2
vy =e"2x=e" 2x
On appelle fonction composée exponentielle toute fonction exponentielle dont la
base et Il'exposant sont des fonctions de x, par exemple,

2
(sinx)™ ,x® x*,(logx)*, etc., et en général toute fonction de la forme
y=[ueo] =’
est une fonction composée exponentielle.

Théoréme 3.
Si y=u", alors y’=vu""'u’ + u’v’ Log u XV)

Démonstration. Prenons le logarithme de la fonction y

" Précédemment (§ 5, chap. IIT) nous avons démontré cette formule dans le cas
de 7 entier positif. Elle est maintenant démontrée dans le cas général (pour tout
nombre 7 constant).
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Logy=vLogu.
En dérivant cette égalité par rapport a x, nous avons
1 ' 1 ' \l
—y'=v—u'+v'logu,
y u

d' ou y'=y(vi+v'10guJ.
u

En remplagant y par I'expression u' nous avons
-1
y'=vu"u'+u'v'Log u.

Ainsi, la dérivée d'une fonction composée exponentielle comprend deux termes
: on obtient le premier en supposant au cours de la dérivation que u est une
fonction de x et vune con s tan t e (c'est-a-dire en considérant »” comme une
fonction puissance) ; on obtient le second terme en supposant que v est une
fonction de x et u une constante (c'est-a-dire en considérant u” comme une
fonction exponentielle).

Exemple 2. Si y =x", alors y'=xx* 7 (x')+x" (x') log x

ou y'=x"+x"logx=x"(1+logx).

Exemple 3.Si y= (sinx)”y2 , alors

y'=x2(sinx)*  (sin x)+(sin x)* (x?) logsin x =
x2(sin x)* ! cos x + (sin x)* 2x log sin x .

Le procédé appliqué dans ce paragraphe pour calculer la dérivée consiste en ce
que nous cherchons tout d'abord la dérivée du logarithme de la fonction donnée;
ce procédé est fréquemment employé pour trouver la dérivée de certaines

fonctions, car, bien souvent, il simplifie les calculs.
Exemple 4. Soit a calculer la dérivée de la fonction

e (x+1D)x-1

(x+4)e*

Solution. En prenant le logarithme de cette expression nous avons
1
logy = 210g(x+1)+Elog(x—1)—3log(x+4)—x
En dérivant les deux membres de cette égalité, nous trouvons

y_2 , 1 3

y x+1 2(x-1) x+4
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(x+1px—1

Multipliant par y et remplagant y par l'expression ————————nous avons :

(x+4ye”
y,:(x+l)2\/x—l 2 1 3 }

—_— - -1
(x+4ye* [x+1 2(x-1) x+4

Remarque. L'expression pA (log y)', la dérivée du logarithme népérien de
y

la fonction donnée y =y (x), est appelée dérivée logarithmique.

§ 13. Fonction inverse (ou réciproque) et sa dérivée

Soit
y=r®@ (1)
une fonction croissante (fig. 66) ou décroissante définie dans l'intervalle (a, b)
(a < b) (voir § 6, chap. I). Soit f (@) = ¢, f (b) = d. Pour fixer les idées,
considérons une fonction croissante.
y Prenons deux valeurs différentes x| et x,
de l'intervalle (a, b). En vertu de la
définition des fonctions croissantes, il
vient que six; <x, ety =f(x), y2 = f(x2)
alors y; < y, Donc a deux valeurs
/ LA 4, différentes x; et x, correspondent deux

a)f 0 1, T p —z Vvaleurs différentes y et y, de la fonction.

(x3), il découle de la définition des
fonctions croissantes que x; < x,. Ainsi, Fig. 66.
on établit une correspondance biunivoque entre les valeurs de x et
les valeurs correspondantes de y. En considérant ces valeurs de y comme les
valeurs de la variable indépendante et les valeurs de x comme les valeurs de la
fonction, nous obtenons x en fonction de y :

x=0»- (2
Cette fonction est appelée fonction inverse de la fonction y = f'(x). Il est évident
que la fonction y = f'(x) est la fonction inverse de la fonction x = ¢ (y) . On
démontre par un raisonnement analogue que la fonction décroissante admet
aussi une fonction inverse.

Remarque 1. Nous nous bornerons a citer, sans la démontrer, la proposition
suivante : si la fonction croissante (ou décroissante) y = f'(x) est continue sur le

Inversement, si y; < y; et yy =f (x1), y» = f
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segment [a, b] et f (a) = ¢, f (b) = d. alors la fonction inverse est définie et
continue sur le segment [c, d].
Exemple 1. Soit la fonction y = x° Cette fonction est croissante dans

l'intervalle infini -oc <x < +oc, elle a une fonction inverse x = {/; (fig. 67).

g y=x?

I'i"li y } y=e*
(] T
Fig. 67 Fig. 68

Notons que I'on trouve la fonction inverse x = ¢ (y) en résolvant I'équation y = f
(x) par rapport a x.

Exemple 2. Soit la fonction y = ¢'. Cette y
fonction est croissante dans l'intervalle infini -co
< x < +oo. Elle admet pour fonction inverse x
=Log y. Le domaine de définition de la fonction
inverse est l'intervalle 0 <y < oc (fig. 68).
Remarque 2. Si la fonction y= (x) n'est ni
croissante ni décroissante dans un intervalle,
elle peut avoir plusieurs fonctions inverses *).

yez?

i) x

Exemple 3. La fonction y = ?est

définie dans l'intervalle infini - o0 < x < +oo. Elle n'est ni croissante ni
décroissante et n'admet pas de fonction inverse.

Mais, si nous considérons l'intervalle 0 < x < +oc , nous voyons que cette
fonction est croissante dans cet intervalle et que sa fonction inverse est y = Jx.
Dans l'intervalle -oo < x < 0 la fonction est décroissante et admet pour fonction

inverse la fonction x = —\/; (fig. 69).

Remarque 3. Si les fonctions y = f (x) et x = ¢ (¥) sont réciproquement
inverses, leur graphique est une méme courbe. Mais, si nous désignons de

* . . 1 . .
Soulignons, une fois de plus, qu'en disant que y est une fonction de z, on sous-
entend une dépendance univoque entre y et x.
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nouveau la variable indépendante de la fonction inverse par x et la fonction
par y et si nous tragons le graphique de ces deux fonctions relativement a un
méme systéme de coordonnées, nous obtiendrons deux graphiques différents.
On voit aisément que ces graphiques sont symétriques par rapport a la
bissectrice du premier quadrant.

Exemple 4. Sur la figure 68 nous avons tracé les graphiques de la y= ¢* (ou
celui de x = Log y) et de sa fonction inverse y = Log x étudiées dans I’exemple.

Nous allons démontrer maintenant un théoréme permettant de trouver la dérivée
de la fonction y = f'(x) si I'on connait la dérivée de sa fonction inverse.
Théoréme. Sila fonction

y=f® (M)
admet une fonction inverse

x=0() 2
dont la dérivée @' (y) en un point donné y est dif férente de zéro, alors la
fonction y = f (x) posséde au point x correspondant une dérivée [’ (x) égale a

——; clest-a-dire que nous avons la formule
?'(y)
1
S ) =—— XV
?'(»)
Ainsi la dérivée de I'une des deux fonctions réciproquement inverses est égale a
l'inverse de la dérivée de 1'autre fonction au point considéré ).

Démonstration. Dérivons les deux membres de 1'égalité (2) par rapport a
X, en supposant que y est une fonction de x )

1=¢' (),
d'ou

ST

" Quand nous écrivons /' (x) ou ', nous supposons que pendant le calcul de la
dérivée la variable indépendante est x; de méme, quand nous écrivons @’ () ou
x',, nous supposons que pendant le calcul de la dérivée la variable indépendante
est y. Notons qu’apres avoir dérivé par rapport a y nous devons remplacer y par
son expression f{x) dans le second membre de la formule (XVI).

" En fait, nous cherchons ici la dérivée de la fonction de x donnée
implicitement par I'équation x - ¢ (y) = 0.
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En remarquant que y; = f'(x), nous obtenons la formule (XVI) que nous

pouvons mettre sous la forme :

. 1
Yy =" -

xy

Le résultat obtenu posséde une illustration géométrique trés simple.
Considérons le graphique de la fonction y = f'(x) (fig. 70).

Cette courbe sera aussi le graphique de la fonction x = @ (), ou x est la variable
dépendante et y la variable indépendante. Considérons un point quelconque M
(x, y) sur cette courbe. Menons la tangente a la courbe en ce point. Désignons
respectivement par o et 3, les angles formés par cette tangente avec les axes
positifs Ox et Oy. D'apres les résultats du § 3 relatifs a la signification
géométrique de la dérivée nous déduisons : _
f'(x)=tga 7 y=f(x)

\ 3)
9'(v)=tgfs 5
Il vient immédiatement de la figure 70 que si a<£, / ey
2y
alors
B= L -
2 ofyp a b z

. . . 3
Si a>§ , on voit facilement que B:%—a. Par

conséquent, nous aurons toujours

tg p=ctga,
d' ou
tgatgP=tgactga=1
ou
tgo= !
tgp

En remplagant tg a et tg B par leurs valeurs déduites de la formule (3) nous
obtenons

, B 1
S O=50
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§ 14. Fonctions trigonométriques inverses et leurs
dérivées

1) La fonction y = arc sin x.
Considérons la fonction
x=siny 1)
et tragons son graphique en prenant pour axe Oy la verticale ascendante (fig.
71).
Cette fonction est définie dans l'intervalle infini - o«c <y <<+ oc. Sur le segment

n T . . . .
) <y< 5 la fonction x = sin y est croissante et ses valeurs remplissent le

segment -1 < x < 1. C'est pourquoi la fonction x = sin y a une fonction inverse
que l'on désigne par y = arc sinx ).

Cette fonction est définie sur le segment -1 <x <
\ 1 et ses valeurs remplissent

Y

% y = arc sin x le segment —g SySE . Le

] 2
y-arcsinx graphique de la fonction y = arc sin x est

représenté sur la figure 71 par un trait gras.

Théoréme 1. La dérivée de la fonction arc sin

7 x est , C'est-a-dire si

2 1—x?
\:z=5£ny ) , 1

y=arcsinux,alors y’ =
1-x2

(XVII)

Fig. 71
Démonstration. En vertu de 1'égalité (1) nous avons :

X, =cosy

D'aprés la régle de dérivation d'une fonction inverse

' 1 1
yx = s
x,, cosy

Cos y =4/1-sin?y =4/1-x2,

mais

" Remarquons que I'égalité y = Arc sin x bien connue en trigonométrie n'est
qu'une autre forme d'écriture de 1'égalité (1). Ici (pour x donné) y désigne
I'ensemble des valeurs des angles dont le sinus est égal a x.
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donc
' 1
Yx = .
V1—x?

Nous prenons le signe + devant la racine, parce que la fonction y = arc sin x

b b ,
prend ses valeurs sur le segment —5 <y< 5 et que, par consequent, cos y =

0.
Exemple 1. y =arc sin €,

(e )l y
\/1 (e) n
Exemple 2.
12
: n
=|arcsin— | ,

| J g

1 1 1 ! y-=arccos x
y'=2arcsin— (—J =
x 1 \x

l_; -1 0 / z
I=Cosy

-2 arcsm — \/_
Fig. 72

2) La fonction y = arc cos x.
Considérons comme précédemment la fonction

x=cosy (2)
et tragons son graphique en orientant I'axe Oy suivant la verticale ascendante
(fig. 72). Cette fonction est définie dans l'intervalle infini - oc <y <+ oc. La
fonction x = cos y est décroissante sur le segment 0 <y < 7 et elle a une
fonction inverse que I'on désigne par la notation y = arc cos x. Cette fonction est
définie sur le segment -1 < x < 1. Les valeurs de cette fonction remplissent
l'intervalle © > y > 0. Le graphique de la fonction y = arc cos x est représenté sur
la figure 72 en trait gras.

1

1—x2

Théoréme 2. La dérivée de la fonction arc cos x est —

c'est-a-dire
1
V1—x?

Démonstration. On trouve d'aprés I'égalité (2)

siy = arc cos x, alors y' =— (XVII).
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X, =-=siny
Par conséquent,
)= R 1
! x'y sin y A1—cos?y '
Mais cos y =x, d'ou
! 1

Yy =~ .
V1—x?
Dans 1'égalité sin y = 4/1—cos?y nous prenons le signe plus devant la racine,

parce que la fonction y = arc cos x est définie sur le segment 0 <y < 7 et que par
conséquent sin y > 0.

Exemple 3. y = arc cos (g x),
1 1

—(tgx) = —— .
JJ1—tg2x JJ1—tg2x cos?x

3) La fonction y = arc tg x. Considérons la fonction

x=tgy(3)
et tracons son graphique (fig. 73). Cette fonction est définie pour toutes les

—_

valeurs de y, excepté les valeurs y = (2k+1) g (k=0,£1,£2,..)

lzt‘ y=arcigx
T-tgy X z=ctgy

0 T Z thr

_ X i} T
Y e \‘E\

Fig. 73 Fig. 74
La fonction x = tg y est croissante dans l'intervalle —g <y< % et elle admet

dans cet intervalle une fonction inverse que I'on désigne par y = arc tg x.
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Cette fonction est définie dans l'intervalle - oc < x < + oc. Les valeurs de la

fonction remplissent l'intervalle —g <y< % . Le graphique de la fonction y =

arc tg x est représenté sur la figure 73 en trait gras.

- . 1
Théoreme 3. Ladérivée de la fonction arc tg x est R
+x

c'est-a-dire
. 1
siy=arctgux, alors y ‘=—— . (XIX)
1+x?

Démonstration. On trouve d'aprés I'égalité (3)

' 1
X, = .
cos?y

Par conséquent,

' 1 )
Yy =——=co0s%y
X,
mais
1 1

sec?y - 1+tg?y

cos?y =

puisque tg y = x, nous obtenons en définitive
1

1+x2°

y’:

Exemple 4. y = (arc tg x)*,

y'=4 (arc tg x)’* (arc tg x)' = 4 (arc tg x)* .
1+ x2

4) La fonction y = arc ctg x.
Considérons la fonction
x=ctgy.(4)

Cette fonction est définie pour toutes les valeurs de y, excepté les valeurs y = krn
(k=0, %1, £2, . . .). Le graphique de cette fonction est représenté sur la figure
74. Dans l'intervalle 0 <y < 1t la fonction x = ctg y est décroissante et elle a une
fonction inverse que nous désignons par la notation

y =arc ctg x.

Cette fonction est donc définie dans l'intervalle infini - oc < x < + o0 et ses
valeurs remplissent l'intervalle n >y > 0.
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Théoréme 4. La dérivée de la fonction arc ctg x est —

1+x2°
c'est-a-dire
siy = arc ctg x, alors y'=— . (XX)
1+ x?
Démonstration. On déduit de 1'égalité (4):
o 1
~ sin? y
Par conséquent,
. 1 1

=-sin?y =— =—
x Yo ose y  l4ctg?y

Mais
ctgy =x.
Donc,
o1
Y 1+ x?

§ 15. Tableau des principales formules de dérivation.

Réunissons en un tableau unique les principales formules et régles de
dérivation que nous avons démontrées dans les paragraphes précédents:

y=const, y'=0.
Fonction puissance :
y=x% y=ax",
en particulier,
y=vx, y= L ;
2Vx

1
y=—
X x?
Fonctions trigonométriques :

y=sinx, »’ =cosx,

y=cosx, y'=-sinux,

y=tgx, y'= )
cos 2x
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, 1
y=ctgx, y=-— .
sin 2x
Fonctions trigonométriques inverses
. 1
y=arcsinx, y’ = .
1-x2
, 1
y=arccosx, y' =-
1—x?
o1
y=arctgux, Y=
1+x?
, 1
y=arcctgx, y=- .
1+x2

Fonction exponentielle :

y=da', y'=a Log,e;
en particulier,

y=¢e, y'=¢.

Fonction logarithmique

y=log,x, y’ = 1/xlog,;
en particulier,

y=Logx, y’'=1/x.

Principales régles de dérivation

y=Cu (x), y*=Cu’ (x) (C= const)
y=utv-w, y=utv'—-w’,
y=uv, V' =u'v+uy
u , u'v+w
y:;» y:Ta
y=f(u), V= w ) @ (%),
u=¢(x),
y=u", y'=vu" u+u'v Logu.

Siy=f((x),x=0¢ (y), oufet @ sont deux fonctions réciproquement inverses,
alors

F1)=——, ot y=1 (.
o'(y)
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§ 16. Fonctions données sous forme paramétrique

Soient données deux équations
x= (1), } W
y=¥@,
ou ¢ varie sur le segment [ T), T, ]. A chaque valeur de ¢ correspondent deux
valeurs x et y (nous supposons que les fonctions ¢ et y sont univoques). Si l'on
considére les valeurs de x et de y comme les coordonnées d'un point du plan
Oxy, a chaque valeur de ¢ correspondra un point bien déterminé de ce plan.
Quand ¢ varie de T, a T», ce point décrit dans le plan une courbe. Les équations
(1) sont dites équations paramétriques de cette courbe, ¢ est appelé parameétre et
le procédé qui permet de donner la courbe par les équations (1) est dit
paramétrique.
Supposons ensuite que la fonction x = ¢ () admet une fonction inverse ¢t = @
(x). Il est alors évident que y est une fonction de x

y=v@®xl. @

Ainsi, les équations (1) définissent y en fonction de x et I'on dit que la fonction y
de x est donnée sous forme paramétrique.
La relation y = f (x), exprimant la dépendance directe de y en fonction de x,
s'obtient en éliminant le paramétre ¢ dans les équations (1).
Les courbes données par des équations paramétriques sont fréquemment
employées en mécanique. Par exemple, si un point matériel se déplace dans le
plan Oxy et si 'on connait les lois du mouvement des projections de ce point sur
les axes de coordonnées,

x=(0), } )

y="Y(),
ou le parameétre ¢ est le temps, les équations (1’) sont alors les équations
paramétriques de la trajectoire du point mobile. En éliminant de ces équations le
paramétre ¢, on en déduit 1'équation de la trajectoire sous la forme y = f (x) ou F/
(x, ¥) = 0. Considérons le probléme suivant.
Probléme. Trouver la trajectoire et le point d'impact d'un corps pesant lancé
d'un avion se déplacant a la vitesse horizontale v, a l'altitude y, (on peut
négliger la résistance de 1'air).
Solution . Choisissons le systétme de coordonnées indiqué sur la figure 75
en supposant que le corps est largué de I'avion a l'instant méme ou il coupe I'axe
Oy. 1l est évident que le déplacement horizontal du corps sera un mouvement
uniforme a vitesse constante v,

X =Vt
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Le déplacement vertical d'un corps tombant sous l'effet de la pesanteur
s'exprime par la formule
gt?
>
Par conséquent, la distance du corps a la terre a tout instant sera exprimée par la
formule :

gt
Y=DXYo 5

Les deux équations
X =V, v

Y=DXYo 5

seront les équations paramétriques de la trajectoire.
Pour éliminer le paramétre ¢, nous tirons la valeur de ¢ y
de la premiére équation, et nous substituons la valeur

)

X . . A
t =— dans la seconde équation. Alors I'équation de P c

Vo .
la trajectoire prend la forme: Fig. 75

0=y, —iz x*.
2vy
C'est I'équation d'une parabole dont le sommet est le point M (0, y,) et l'axe de
symétrie coincide avec l'axe Oy. Calculons la grandeur du segment OC.
Désignons par X 1'abscisse du point C; remarquons que l'ordonnée de ce point
est y = 0. En substituant ces valeurs dans la formule précédente nous avons:

g

0=y, ——=X?
’ 207
d'ou
2
Xy, [P0
g

§ 17. Equations paramétriques de certaines courbes

Cercle. Soit un cercle de rayon r dont le centre se trouve a l'origine des
coordonnées (fig. 76).

Désignons par ¢ I'angle formé par le rayon aboutissant a un point arbitraire M (x,
y) de la circonférence et 1'axe Ox. On peut alors exprimer les coordonnées d'un
point arbitraire de la circonférence a l'aide du paramétre ¢ de la maniére
suivante:
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X =rcost,
) 0<t<L2n

y=rsmt,

Ce sont justement les équations paramétriques du cercle. Si nous éliminons de
ces équations le paramétre ¢, nous obtiendrons une équation du cercle dans
laquelle entrent seulement les variables x et y. En additionnant ces équations
paramétriques apres les avoir préalablement élevées au carré, nous trouvons

x2+y*=17r2(cos? t + sin® f)

ou
xX2+y*=r.
Ellipse. Soit donnée I'équation de 1'ellipse
x2 y2
; + ﬁ =1 (1)
Posons
X=acost. 2h
En substituant cette expression dans I'équation (1) nous trouvons
y=bsint. 2"
Les équations
X =acost,
) } 0<t<2n 2)
y=>bsint,

sont les équations paramétriques de 1'ellipse.

Elucidons le sens géométrique du parameétre . Menons de l'origine prise comme
centre deux cercles de rayons a et b (fig. 77). Soit M (x, y) un point de 'ellipse
et

Yy
Yy
8
Miz.y) 5 M(x.g)
r t
£ Yy 0 d P Fo
o~ T
Fig. 76 Fig. 77

soit B un point du grand cercle ayant la méme abscisse que M. Désignons par ¢
I'angle formé par le rayon OB et I'axe Ox. Il vient immédiatement de la figure
77

x = OP =a cos t [c'est 'équation (2")], CQ = b sin t. Nous concluons de 1'égalité
(2") que CQ =y, c'est-a-dire que la droite CM est parallele a I'axe Ox.

Par conséquent, dans les équations (2) ¢ est l'angle formé par le rayon OB et
'axe des abscisses. On apple parfois 1'angle ¢ angle d'excentricité.
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Cycloide. On appelle cycloide la courbe engendrée par un point situé
sur une circonférence qui roule sans glisser sur une droite (fig. 78). Supposons
que le point mobile M de la circonférence se trouve au début du mouvement a
l'origine des coordonnées. Déterminons les coordonnées du point M aprés que la
circonférence a pivoté d'un angle 7. Désignons par a le rayon de cette
circonférence. On voit de la figure 78 que x = OP = OB - PB, mais comme la
circonférence roule sans glisser OB = MB = at, PB=MK =asin t.
Par conséquent,

x=at—asint=a(t—sinf).
Or,y=MP=KB=CB—-CK=a—-acost=a(1-cost).
Les équations
x =a(t—sint),

0<t<2n 3)
y=a(t—cost),

sont les équations paramétriques de la cycloide. Quand ¢ varie de 0 a 2m, le
point M décrit un arc de la cycloide.

Y
C
Mﬂ'.
A
ol P 8 iy

Fig. 78
Eliminons le paramétre ¢ de ces équations afin de déterminer la dépendance
directe existant entre y et x. La fonction y = a (1 - cos ¢) admet sur le segment
0 < ¢ < 7 une fonction inverse

a
{ =arc cos
a

En substituant cette expression de ¢ dans la premiére des équations (3) nous
trouvons:

a— . a—
X =arc cos b4 —a s1n(arc CoS yj
a a

ou

x:aarccosa_y—,/2ay—y2 pour 0 <x<ma
a

On voit directement de la figure 78 que pour ta < x < 21

x=2na-[arccos azy —,/2ay—y2].
a
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Remarquons que la fonction x = a (¢ - sin f) admet une fonction inverse qui
ne s'exprime pas a l'aide de fonctions élémentaires.
Remarque 1. L'exemple de la cycloide montre qu'il est parfois plus aisé
d'étudier les fonctions et les courbes données sous forme paramétrique que sous
la forme de la dépendance directe : y de x ou x de y.
Astroide. On appelle astroide la courbe dont les équations paramétriques
sont les suivantes

x=acos’t,

. 0<¢t<2n “

y=asin?

En élevant les deux membres de ces équations a la puissance 2/3 et en les
additionnant membre a membre nous en déduisons la dépendance directe entre

yetx:
2 2 2

x3 +y3 =a3(cos?t+sin?t).
ou
2 2 2

x3+y3=a3 (5

Nous verrons par la suite (voir § 12, chap. V) que
cette courbe a bien la forme représentée sur la figure
79. Cette courbe peut étre définie comme Ia
trajectoire décrite par un point d'une circonférence
de rayon a/4 roulant sans glisser sur une autre
circonférence de rayon a (le petit cercle reste
constamment a l'intérieur du grand) (voir fig. 79).

Fig. 79
Remarque 2. Notons que les équations (4) et (5) ne définissent pas qu'une
seule fonction y = f (x). Elles définissent deux fonctions continues sur le
segment -a < x < +a. L'une d'elles ne prend que des valeurs non négatives et
l'autre que des valeurs non positives.

§ 18. Dérivée d'une fonction donnée sous forme
paramétrique

Soit une fonction y de x donnée par les équations paramétriques
x=p(0), }
y="1(),
Supposons que ces fonctions sont dérivables et que la fonction x = ¢ (t) admet
une fonction inverse ¢ = ® (x) également dérivable. Dans ce cas la fonction y =f

(x) définie par les équations paramétriques peut &tre considérée comme une
fonction composeée :

1(Ww<t<T
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y=¥(@, t=0(@,
ou ¢ est une variable intermédiaire.
D'apres la régle de dérivation des fonctions composées on a
yx = yttx = ‘{]t (t)q)x(x) .
1l résulte du théoréme relatif a la dérivation des fonctions inverses que:

() =——.
9. (0)
En reportant cette expression dans la formule (2) il vient
Y | '
o . e
@'(1) X,

Cette formule permet de calculer la dérivée y;c de la fonction paramétrique,

sans connaitre explicitement la dépendance entre y et x.
Exemple 1. La fonction y de x est donnée par les équations paramétriques

X =acost,
. } 0<t<m)
y=bsint,

. d
Calculer la dérivée d_y : 1) pour ¢ quelconque ; 2) pour ¢ :% .
x

Solution.
+ _(asint)'  acost

! T
Dy, = =———=—ctgt ;  2)(y,) ,=-ctg—=-1
(acost) —asint = 4

Exemple 2. Trouver le coefficient angulaire de la tangente a la cycloide
x=a(t-sint),

en un point quelconque (0 <7 < 2m).
y=a(t—cost),

Solution. Le coefficient angulaire de la tangente est égal en chaque point a la

valeur de la dérivée y_ en ce point, c'est-d-dire y_ ==-

[

Xy
Mais
x; =a (1-cos ?), y,'= asint.
. 2sin —cos —
, ' asmt 2 2 t Tt
Par conséquent, y, = = =ctg—=tg (_ .
“ a(l—cost) 2sin2£ 2 2 2
2

Ainsi, le coefficient angulaire de la tangente a la cycloide est égal en chaque

Cs Tt . . N .
point a tg [E_Ej , ou ¢ est la valeur du parametre correspondant a ce point.
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Mais cela signifie que I'angle a formé par la tangente et 1'axe des x est égal a

Tt . *
373 (pour les valeurs de ¢ comprises entre -7. et ) ).

§ 19. Fonctions hyperboliques

Dans de nombreuses applications de l'analyse
mathématique on rencontre fréquemment les
combinaisons des fonctions exponentielles telles
que % (¢ - €¥) et %5 (¢" + €™). On considére ces
combinaisons comme de nouvelles fonctions que
I'on note comme suit:

X —X
e’ —e
shx=
e' +e™"
X=——"o
S S M
La premiére de ces fonctions est hyperbolique, la seconde cosinus hyperbolique.
. s sh x
Ces deux fonctions permettent d'en définir deux autres thx= e et
chx
chx
cthx=—-
shx

" En effet, le coefficient angulaire est égal 4 la tangente de l'angle o formé par la
tangente a la courbe et 'axe Ox. C'est pourquoi

T !
tga = tg(z _Ej

Tt Tt .
et a= 373 pour les valeurs de ¢ telles que 373 est compris entre 0 et 7.
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thx=S""¢_ tangente hyperbolique
e" +e™"
e"+e™ _
chx= — cotangnte hyperbolique
e’ —e
(1)

Il est évident que les fonctions sh x, ch x, th x sont
définies pour toutes les valeurs de x. Toutefois la
fonction cth x est définie partout a 1'exclusion du point
x=0.
Les graphiques des fonctions hyperboliques sont
représentés sur les figures 80, 81, 82.
Il résulte de la définition des fonctions hyperboliques
sh x et ch x [formules (1)] que nous venons de donner
des identités analogues a celles que vérifient les
fonctions trigonométriques :
ch’x—sh?x=1, (2)
ch(a+b)y=chachb+shashb, (3)
sh(a+b)=shachb+chashb. (3°)

En effet,
er+e ? et —e™* ? e 424 —e 42—
ch*x—sh*x = - = =1
2 2 4
Remarquons que
a+b —a-b
e +e
ch(a+b)=
2
nous trouvons
a —-a _b -b a -a b -b
e“+e " e +e e’ —e " e —e
cha chb +sha shb = + =
2 2 2 2
ea+b + e—a+h + ea—b + e—a—b + ea+b _e—a—b _ea—h +e—a—b ea+b + e—a—b
p = 5 =ch(a+b)

On démontre d’une maniére analogue l'identité (3").
L'expression « fonctions hyperboliques » est due au fait que les fonctions sh ¢
et ch ¢ tiennent dans les équations paramétriques de I'hyperbole

X2 - yz =1

le méme role que les fonctions sin ¢ et cos ¢ dans les équations paramétriques du
cercle x*+)2=1
En effet, en éliminant le paramétre ¢ entre les équations
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x=cost, y=sint
on trouve :
x>+ =cos>t + sin® ¢
ou
x2 +y?=1 (I'équation du cercle).

De méme, les équations
x=cht, y=sht
sont les équations paramétriques de 1'hyperbole.

En effet, en élevant au carré les deux membres de ces équations et en
retranchant la deuxiéme de la premiére, on trouve:

X2y =ch*r—sh’t.

Puisque I’expression figurant au second membre est égale a I’unité en vertu de
la formule (2), on a en définitive:
X2 - yz =1

c’est-a-dire 1’équation de I’hyperbole.

Considérons le cercle d’équation x? + 3 = 1(fig. 83). Dans les équations x = cos
t, y = sin t la valeur numérique du paramétre ¢ est égale a ’angle au centre AOM
ou au double de la surface S du secteur AOM, puisque ¢ =285
Indiquons sans le démontré, que le paramétre ¢, qui entre dans les équations
paramétriques de I’hyperbole

x=cht, y=shy,

est aussi numériquement égal au double de la surface du  «secteur
hyperbolique » AOM (fig. 84).

117
Les dérivées des foncyions hyperboliques sont données par les formules :

sh x)'=ch x, th x)'= )
(shx) X (th x) i

(XXII)
ch x)'=shx, cth x)'=—
(ch x) (cth /=~
qui découlent directement de la définition des fonctions hyperboliques ; par

. e’ —e
exemple, pour la fonction sh x = — nous avons :

’

X _ X X —X
(shx)':(e 2e ]:e ¢ o hx

§20. Différentielle

Soit y = f'(x) une fonction dérivable sur le segment [a ,b]. On a défini la dérivée
de cette fonction au point x du segment [a,b] par la relation :

A .
Le rapport Eypour Ax—0 tend vers un nombre déterminé f’(x), et, par
conséquent, différe de la dérivée f’(x) d’une quantité infiniment petite :
Ay
—=f"(x)+a
- J'(x)

ou a—0 quand Ax—0. Multiplions tous les termes de cette égalité par Ax ; nous
avons

Ay =f(x) Ax + o Ax
Puisqu’en général f”(x)=0, le produit f°(x) Ax est, pour X constant et Ax variable,
une quantité infiniment petite du méme ordre que Ax quand Ax—0. Par contre,
le produit o Ax est toujours une quantité infiniment petite d’ordre supérieur par
rapport a Ax, puisque

. 0Ax -0

Alv:glo Ax Alv:glo *=
Ainsi, l'accroissement Ay de la fonction y se compose de deux termes ; le
premier [pour f* (x) # 0] est appelé la partie principale de
l'accroissement, c'est une fonction linéaire de Ax. On appelle différentielle
le produit f’ (x) Ax et on le désigne par la notation dy ou df (x).

Ainsi si la fonction y = f (x) admet une dérivée f* (x) au point x, on appelle
différentielle de cette fonction et I'on note dy le produit de la dérivée /'
(x) en ce point par 'accroissement de la variable indépendante Ax :
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dy =f(x) Ax. (2)

Calculons la différentielle de la fonction y = x. Dans ce cas

Y= =1

et, par conséquent, dy = dx = Ax ou dx = Ax. Ainsi, ladifférentielle dx
de la variable indépendante x s'identifie avec son
accroissement Ax. L'égalité dx = Ax aurait pu étre prise pour définition de
la différentielle de la variable indépendante, et 1'exemple précédent montre bien
que cette définition ne contredit pas la définition générale de la différentielle
d'une fonction. Pour tous les cas la formule (2) peut étre mise sous la forme :
dy =1 (x) dx.
Mais il vient de cette relation que :

=2
S =

Par conséquent, la dérivée f' (x) peut &tre considérée

comme le rapport des différentielles de la fonction et

de la variable indépendante.

Revenons a I'expression (1) qui d'apres (2) peut étre récrite comme suit
=dy + aAx.

Ainsi, 1'accroissement de la fonction différe de la différentielle de cette fonction
par une quantité infiniment petite d'ordre supérieur par rapport a Ax. Si /' (x) #
0, alors a.Ax est aussi un infiniment petit d'ordre supérieur par rapport a dy et

im 2 =14 gim =2 1y
Jim e = i oA M (x)

C'est pourquoi, on use fréquemment dans certains calculs numériques de
I'égalité approchée

Ay=dy (4)
ou sous forme explicite

St Ax) - f () = f7 (x) Ax, ®)

ce qui simplifie les calculs.

Exemple 1. Trouver la différentielle dy et I'accroissement Ay de la fonction y
=x2

1) pour des valeurs arbitraires de x et de Ax;

2) pour x = 20, Ax =0,1.

Solution. 1) Ay = (x + Ax)? -x2 =2x Ax + Ax?,
dy = (x?)” Ax = 2x Ax.
2) Six =20, Ax=0,1, alors
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Ay =2-20-0,1 +(0,1)>=4,01,
dy =2-20-0,1 = 4,00.
L'erreur commise en remplagant Ay par dy est égale a Az
0,01. Dans de nombreux cas on peut I'estimer 281 X Ax
insignifiante par rapport a Ay = 4,01 et la négliger. %
Le probléme considéré est illustré par la figure 85.
Pour les calculs numériques on utilise également
1'égalité approchée qui découle de (5)

SO+ A0~ f() ' (x) Ax. ©)

Exemple 2. Soit f (x) = sin x, alors f’ (x) =cos x.
Dans ce cas I'égalité approchée (6) devient:

sin (x + Ax) =~ sin x + cos x Ax. @)
Fig. 85
Calculons la valeur approchée de sin46°. Posons x=45°= /4 , Ax =1°=n/180,
460 =45o+10=24 T
4 180
En reportant dans (7) nous avons:
sin 46° = sin| ~ + — |~ sin =+ ——cos ~
4 180 4 180 4
ou
dndgee Y2 2 7 _ 0,7071+07071-0,0175 = 0,7194 .

2 2 180
Exemp1e¢3.Silonposex=0,Ar = o dans la formule (7), on a l'égalité
approchée
sino = o.
Exemple 4. Si f(x) = tg x, nous avons en vertu de la formule (6) 1'égalité
approchée:

tg(x+Ax) = tgx+ Ax,

cos 2x
pour x = 0, Ax = . nous avons:
tg o~ a.

Exemple 5.Si f(x):\/;,ilVientdelaformule(6):

Vx+Ax z\/;+

1
Ax
2/x

Posant x = 1, Ax = o on a I'égalité approchée:
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Vi+a zl+%a.

Le probléme de calcul de la différentielle est équivalent a celui de la dérivée,
puisque en multipliant cette derniére par la différentielle de la variable
indépendante, on obtient la différentielle de la fonction. C'est pourquoi la
majorité des théorémes et formules relatifs a la dérivée sont valables pour la
différentielle. Par exemple :

La différentielle de la somme de deux fonctions dif férentiables u et v estégale a
la somme des différentielles de ces fonctions:
d+v)—du+dv.
la différentielle du produit de deux fonctions différentiables u et v est donnée
par la formule
dwv)=udv+vdu.
Démontrons, par exemple, la derniére formule. Si y = uv, alors
dy =y'dx = (uv'+ vu')dx = uv'dx + vu'dx,
mais
v'dx =dv, u'dx = du,
d’ou
dy =udv +-vdu.
D'une maniére analogue on pourrait démontrer également d'autres formules, par
exemple, celle de la différentielle du rapport de deux fonctions

. u vdu —udv

si y=— ,alors dy =—
v V2
Voici quelques exemples de calcul de la différentielle.
exemple 6. y = tg%x, dy =2tg x ! dx
cos%x
1 1

Exemple 7. y=,/l+logx, dy=——++—— —dx

2 /1+logx X

Déterminons la différentielle d'une fonction composée. Soit
y=f),u=¢x)ouy=/[o (x)]

En vertu de la régle de dérivation des fonctions composées

ﬂ _r '
dx - fu (u)¢ (X)

Par conséquent,
dy = f, ()e'(x)dx

Mais ¢’(x)dx = du, d'ou
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dy =1 (u) du.

Ainsi, la différentielle d'une fonction composée s'exprime de la méme maniére
que si la variable intermédiaire a était une variable indépendante. En d'autres
termes, la différentielle d'une fonction f (x) ne dépend pas du fait que x est une
variable indépendante ou une fonction d' une autre variable. Cette propriété
importante de la différentielle qui consiste dans /'invariance de la différentielle
sera largement utilisée par la suite.

Exemple 8. Soit la fonction y =sin \/; . Calculer dy.
Solution. Mettons cette fonction sous la forme d'une fonction composée
y=sinu, u= Jx

nous trouvons :

dy =cosu dx

1
2/x
1
mais ——=dx = du , on peut donc écrire
20/x
dy=cosudu et dy= cos(\/;)d(\/;).

§ 21. Interprétation géeométrique de la différentielle

Considérons la fonction y =f(x) et la courbe correspondante (fig. 86).
Prenons sur la courbe y = f'(x) un point arbitraire M (x, y) et menons la tangente
a la courbe en ce point. Désignons par o I' angle ")

Y
y
Y T+
< 4
ity Awy L
Mizy AN Az N
0 o P
[ I rdxr X 70 I z+¢dz T
Fig. 86 Fig. 87

que cette tangente forme avec l'axe des x positifs. Donnons a la variable
indépendante x un accroissement Ax ; alors, la fonction subit un accroissement
Ay = NM,. Aux valeurs x + Ax, y + Ay correspond sur la courbe y = f'(x) le point
M, (x + Ax, y + Ay). On déduit du triangle MNT que

" En supposant que la fonction f(x) a une dérivée finie au point x, on a o # 1/2
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NT=MNtga;
puisque
tga =1 (x), MN = Ax,
alors
NT=J"(x) Ax;
mais en vertu de la définition de la différentielle /' (x) Ax = dy. Ainsi,
NT=dy.

Cette derniére égalité exprime que la différentielle de la fonction f (x)
correspondant aux valeurs x et Ax est égale a l'accroissement de ['ordonnée de
la tangente a la courbe y = f (x) au point x donné.
I1 vient directement de la figure 86 que

M\T=Ay- dy.

D'aprés ce qui a été démontré antérieurement nous avons:

M,T
—— —> 0 quand Ax — 0.
NT

I1 ne faut pas penser que l'accroissement Ay est toujours plus grand que dy.
Ainsi, sur la figure 87
Ay=MN, dy=NT, maisAy<dy.

§ 22. Dérivées de différents ordres

Soit y = f'(x) une fonction dérivable sur le segment [a, b]. Les valeurs de la
dérivée 1" (x) dépendent généralement de X, en d'autres termes la dérivée 1 (x)
est aussi une fonction de x. En dérivant cette fonction nous obtenons la dérivée
seconde de la fonction f{x).

La dérivée de la dérivée premicre est appelée dérivée du second ordre (dérivée
seconde) ou dérivée d'ordre deux de la fonction initiale; on la désigne par le
symbole y" ou f" (x)

Ainsi, si y=x, alors y'=5x*; y"=(5x*) = 20x°.

La dérivée de la dérivée seconde est appelée dérivée du troisiéme ordre (dérivée
troisiéme) ou dérivée d'ordre trois; on la désigne par le symbole y" ou f"(x).
Plus généralement, on appelle dérivée du niéme ordre (dérivée nieme) ou
dérivée d'ordre n de la fonction f'(x) la dérivée (du premier ordre) de la dérivée
d'ordre (n - 1) ; on la désigne par le symbole y™ ou /™ (x)

W= (0= ().
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(L'ordre de la dérivée est mis entre parenthéses pour éviter toute confusion
possible avec l'exposant indiquant la puissance a laquelle cette fonction est

élevée.)
On désigne également les dérivées d'ordre quatre, cing, etc., a l'aide des chiffres
romains : y", ¥ y"". .. Dans ce cas, il est inutile d'employer les parenthéses.

Par exemple, si y =x", alors y'= 5x*, y"=20x", y" =60x2, y"¥ =¥ = 120x, "
_ .05
=y

=120,y9=y"=__.=0.

Exemple 1. Soit donnée la fonction y = & (k = const). Trouver I'expression
générale de la dérivée d'ordre n.

Solution.y' =ké™, y"=k2™, ... y(n)=k" .
Exemple 2.y =sinx. Trouver y.

Solution.

" o E "_ o 22
Yy =C0S X = SIn x+2 , Y =-—smx=smn| x+ )

y"=-cosx= sin(x+3§), yV= sinx=sin(x+4gj

™ =sin xenl]
2

On obtient d'une maniére analogue les formules donnant la dérivée n*" de
certaines fonctions élémentaires. Le lecteur calculera facilement la dérivée n'"*
des fonctions y = x*, y = cos x, y = Log x.

Les régles indiquées dans les théorémes 2 et 3 du § 7 peuvent étre aisément
étendues au cas général des dérivées d'ordre n.
En particulier, nous trouvons les formules :

(u + v)(ﬂ) — u(ﬂ) + v(ﬂ)7 (Cu)(ﬂ) — Cu(ﬂ)

Nous allons établir la formule (dite formule de Leibniz) qui permet de calculer
la dérivée n"™ du produit de deux fonctions u (x) v (x). Pour obtenir cette
formule calculons successivement les dérivées premiéres afin d'établir la loi
générale qui donne la dérivée d'un ordre quelconque -
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y =uv,
y'=uv+tuy’
y"=u"v+uv'+uv'+tuw"=u"v+2uv' +u”,
yll: u"IV + ullVI + 2ullvl+ 2u!vﬂ+ ufvll+ uv"l
o ule + 3ullvl+ 3ulvﬂ+ uv!l!’

I v I
yV =uVv+4u"' + 6u"v" + duv" + Y.

Nous voyons que la loi de formation des dérivées est valable pour les dérivées
d'ordre quelconque et s'énonce ainsi : il faut développer I'expression (u + v)" par
la formule du bindme de Newton et remplacer dans le développement les
exposants de a et de v par les ordres correspondants des dérivées; en outre, les
exposants zéro (u° = v° = 1) qui entrent dans la composition des termes
extrémes du développement doivent étre respectivement remplacés par les

fonctions u ou v (c'est-a-dire par les « dérivées d'ordre zéro »)

y = ()™ :u(")v+nu("71)v'+—1 5 w2y ™

C'est précisément la formule connue sous le nom de formule de Leibniz. La
démonstration rigoureuse de cette formule est basée sur la méthode d'induction
(c'est-a-dire, en supposant que la formule est vraie pour 'ordre 7, on démontre
qu'elle l'est encore pour l'ordre n + 1).

n(n—1) "

Exemple 3.y=¢"x2 Calculer la dérivée y™.

Solution.
u=¢e", v=x2
u'=ae®,v'=2x,
uur=azeax’ V=2,
u(n) _ aneux’ vm:VlV =_.=0
_ n(n-1) ,_
y(n):aneuxx2+nai1 lea.r_2x+ ( )an 2€ax.2;
1-2
ou

Py =™ la”x2 +2na" 'x+n(n-1)a"? J )
§ 23. Différentielles de différents ordres

Soit y = f (x) une fonction de la variable indépendante x. La différentielle de
cette fonction

dy =1 (x) dx
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est une fonction de x, mais seul le facteur /' (x) dépend de x ; le second
facteur dx est l'accroissement de la variable indépendante x et ne dépend pas de
la valeur de x. Puisque dy est fonction de x, nous sommes en droit de considérer
la différentielle de cette fonction.
On appelle différentielle seconde ou différentielle d'ordre deux d'une fonction la
différentielle de la différentielle de cette fonction, on la note d?y

d (dy)=d%.
Déterminons l'expression de la différentielle seconde. En vertu de la définition
de la différentielle nous avons
dy=[f (x) dx] dx.
Puisque dx ne dépend pas de x, nous pouvons sortir dx de dessous le signe de la
dérivation et nous avons :
dy =" (x) (dx)*.
Il est d'usage d'omettre les parenthéses quand on note le degré de la
différentielle. Ainsi. on écrit dx? au lieu de (dx)? en ayant en vue le carré de dx ;
au lieu de (dx)* on écrit dx, etc.

De méme, on appelle différentielle troisieme ou différentielle d'ordre trois la
différentielle de la différentielle seconde

dy=d(@d) =" (x) dx’] dx=f""" (x) dx’,
Plus généralement, on appelle différentielle n"* ou différentielle d'ordre n la
différentielle premicre de la différentielle d'ordre (n - 1)

dy=d (d"'y) = [f"" (x) dx"'] dx =,
dy=f" (x)dx" (1)
Les différentielles de différents ordres permettent d'exprimer les dérivées
d'ordre quelconque sous forme du rapport des différentielles des ordres
correspondants:

PR S i SO VR
SO= 0= M@= Q)

Remarque. Il faut noter, toutefois, que les formules (1) et (2) (pour n> 1) ne
sont valables que dans le cas ou x est une variable indépendante. En effet soit
donnée une fonction composée

y=Fu), u= (). 3)

Nous avons vu que la différentielle du premier ordre posséde une forme
invariante, indépendamment de ce que a est une variable indépendante ou une
fonction de x

dy=F'y(u)du (4)
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La seconde différentielle et les différentielles suivantes ne possédent pas
cette propriété.
En effet nous obtenons en vertu de (3) et (4)

dy=d (F’, (u) du).
Mais ici du = @' (x) dx dépend de x, de sorte que nous obtenons
dy=d (F’y () du+F'y (u) d (du),
ou
d?y=F""y, (u) (du)* + F’, (u) d’u, ot du = ¢" (x) (dx)™. ®)

On trouve d'une maniere analogue d°y, etc.

Exemple 1. Trouver dy et d% pour la fonction composée y=sin u, u = \/; .
Solution.

dy =cosu dx=cosudu .

1
2/x
Nous obtenons ensuite en vertu de la formule (5)

d?y =—sinu(du)*+ cosud®u = —sinu(du)*+cosu-u"(dx)* =

2
—sin u( 2\1/;J (dx)*+cos L{A‘x;%}(dx)2

§ 24. Dérivées de différents ordres des fonctions
implicites et des fonctions données sous forme
paramétrique

1. Montrons sur un exemple concret comment il faut calculer les dérivées de
différents ordres des fonctions implicites.
Supposons que la fonction implicite y de x est donnée par 'égalité .

x2 y2

—+—-1=0 @)

a? b?
Dérivons par rapport a x les deux membres de cette égalité, en considérant y
comme fonction de x

E + 2_y d_y =0 ;
a®> b? dx
d'ou nous trouvons:
d b*x
e )

dx a*y
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vérivons de nouveau cette derniére égalité par rapport a x (ayant en vue que
y est fonction de x)
dy

dx a? »?
.. .., dy . . et
Remplagons ici la dérivée o par son expression tirée de I'égalité (2), nous
X

avons

ou, apres simplification
dly B bl(a2y2+b2x2)
dx? a 4y3
11 vient de 1'équation (1) que
aZyZ + b2x2 = aZbZ’
et la dérivée seconde pent se mettre sous la forme

d’y b 4
dx? a’ y 3°
En dérivant cette derniére expression par rapport a x nous trouvons
43
—f , etc.
dx

2. Calculons a présent les dérivées d'ordre supérieur d'une fonction donnée sous
forme paramétrique.
Supposons que la fonction y de x soit donnée par les équations paramétriques

suivantes
= (1),
* (0()}, L<i<T, 3)
y="0),

ou la fonction x = ¢ (¢) admet sur le segment [#,, 7] une fonction inverse ¢ = ®

(x).

. . o 4 .
Au § 18 nous avons démontré que, dans ce cas, la dérivée d_y est donnée par la
X

formule :



128
dy
D_d
dx dx
dr

. d? .
Pour calculer la dérivée d'ordre deux d_J: dérivons (4) par rapport a x ayant en
X

vue que ¢ est une fonction de x -

dy dy
dy_d|d|_d|d|dt
dx dx| dx | dt| dx |dx’
dt dt

mais

dy dxd(dyj_dyd[dx] dx dy* dy d’x

d| gt | dedt\dt) dtdt\dt) g g ar ar
dt E ) dx\ ) e\’
a)[3) ()
a1
dx dx

dt
En substituant ces derniéres expressions dans la formule (5) nous avons:

d’y _dt d dt dr

dx2 @ 3
dt

On peut donner a cette derniére formule une forme plus compacte
a’y o'y -y’ Oe" ()

dx? [ P ’ ( t)]3
D'une maniére analogue on peut trouver les dérivées
d? y d 4 Yo
3 T a4 ctlc.
dx dx

Exemple. Soit la fonction y de x exprimée par les équations paramétriques
suivantes

X=acost,y=>bsint.
d*y d?y

Calculer les dérivées s .
dx?

dx?
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Solution.
dx . d*x
— =—asint; =—acost,
dt dr?
2
Q:bcost; dy:—bsint;
dt dr?
dx  bcost b
—= — =——ctgt;
dt —asint a
d’y (-asint)(-bsint)—(bcost)(—acost) b 1
dx? (—asint)? a?sin?

§ 25. Interprétation mécanique de la dérivée seconde

La distance s, parcourue par un mobile animé d'un mouvement de translation,
s'exprime en fonction du temps ¢ par la formule :

s=1(. (M

Comme nous l'avons déja vu (voir § 1, ch. 111), la vitesse v d'un mobile a un
instant donné est égale a la derivée par rapport au temps de la distance
parcourue

V= ds . 2)
dt
Supposons qu'a l'instant ¢ la vitesse du mobile est égale a v. Si le mouvement
n'est pas uniforme, pendant l'intervalle de temps Az, compté a partir de 1'instant
t, la vitesse variera et subira un accroissement Av.

On appelle accélération moyenne, dans l'intervalle de temps At, le rapport de
l'accroissement de la vitesse Av a l'accroissement du temps At

0 = Av
On appelle accélération a 1' instant donné la limite du rapport de I'accroissement
de la vitesse a I'accroissement du temps quand ce dernier tend vers zéro

a= Av

Azlglo At
en d’autres termes, l'accélération (2 I'instant donné) est égale a la dérivée de la
vitesse par rapport au temps :
dv

a=—,
dt
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. . ds
mais puisque v = 7 alors

Yo d(ds)_ds
di\dt) dr?’

c'est-a-dire que l'accélération du mouvement rectiligne est égale a la dérivée
seconde de la distance par rapport au temps. Nous trouvons de I'égalité (1)

a=f"(.

Exemple. Trouver la vitesse v et l'accélération a d'un corps en chute libre si
le chemin parcouru s s'exprime en fonction du temps ¢ par la formule

s:%gt2+vot+s0 3

ou g = 9,8 m/s? est l'accélération de I'attraction terrestre et s, = s, la valeur de s
al'instant = 0.

Solution. En dérivant (3) nous trouvons
ds
v=—=gt+v, ; 4)
i g 0
il vient de cette formule que v, = (V).
En dérivant de nouveau nous trouvons:
dv  d?s
a=—=
dt dr?

:g.

Inversement, remarquons que si I'accélération d'un mouvement est constante et
égale a g, alors la vitesse est donnée par la formule (4), le chemin parcouru par
la formule (3) a condition que (V)= = V, €t (8)=o = So-

§ 26. Equations de la tangente et de la normale.
Longueurs de la sous-tangente et de la sous-normale

Considérons la courbe d'équation y = f'(x) Choisissons sur cette courbe un point
M (x1, y1) (fig. 88) et écrivons 1'équation de la tangente a cette courbe au point
M, en supposant que cette tangente ne soit pas paralléle a 1'axe des ordonnées.
L'équation de la droite passant par le point M et de coefficient angulaire £ est de
la forme

y=-y1=k(x-x)

k=1 (x1),

donc I'équation de la tangente est

Pour la tangente (voir § 3),
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y=yn=f(x) x-x).

Trés souvent on est amené a considérer, outre la tangente, la normale a la
courbe en un point donné.

Définition: On appelle normale a une courbe en un point donné la droite
passant par ce point et perpendiculaire a la tangente en ce point.

Il découle immédiatement de cette définition que le coefficient angulaire £, de
la normale est lié au coefficient angulaire k; de la tangente par la relation

Pl ,
n kt
¢ est-a-dire
_ 1
") .
. (14
Fig. 88 0/‘ =, ) Tz

Par conséquent, 1'équation de 1a normale a la courbe y = f (x) au point M (xy,
y1) est de la forme

1
Y= =7 (x=xp).
J'(x)
Exemple 1. Ecrire I'équation de la tangente et de la normale a la courbe y =
x* au point M (1; 1).

Solution.Comme y’= 3x2 le coefficient angulaire de la tangente est égal a
(y' )x=1 =3.

Par conséquent, 1'équation de la tangente est y—1=3 (x—1)ouy=3x-2.
L'équation de la normale est:

1
“1=——(x-1
y 3( )

ou

=——x+—
M

(voir fig. 89).

La longueur 7 du segment QM (fig. 88) de la tangente, compris entre le point de
tangence et I'axe Ox, est appelée longueur de la tangente.

La projection du segment QM sur l'axe Ox, c'est-a-dire le segment QP, est
appelée la sous-tangente. On désigne par ST la longueur de la sous-tangente. La
longueur N du segment MR est appelée la longueur de la normale et la
projection RP de ce segment sur l'axe Ox la sous-normale. On désigne la
longueur de la sous-normale par Sy.
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y-x?
q M/’;f)

Fig. 89 Fig. 90

Trouvons les expressions de 7, Sy, N, Sy pour une courbe y = f (x) en un point
donné M (xy, yy). 1l vient de la figure 88 que

QP:|y1ctg a|: Bl y—l’ .
tga| |y
d' ou
V1 Y1 12

v+l
1

2
e
Vi y

1
On trouve également :

PR :|y1tg OL| :|y1 'y{|7
d'ou

Sy =i, N=yrZ+ow?) =‘y1 \/1+y{2|~

Ces formules ont ét¢ établies en supposant y; > 0, y’; > 0 ; cependant elles sont
aussi valables dans le cas général.

Exemple 2. Trouver 1'équation de la tangente et de la normale, la longueur
de la tangente et de la sous-tangente, la longueur de la normale et de la sous-
normale a 1'ellipse

x=acost, y=bsint (1)
au point M (x;, y;) pour lequel ¢ = /4 (fig. 90).

Solution. Il vient de I'équation (1) que

dx . dy d b
—=-asint; —=bcost; —=——ctgt; | — =——
dt dt d a -

calculons les coordonnées du point de tangence M
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b
s yl_(y)tzz_\/z'

4

X = (x)tzl =

S
5=

L'équation de la tangente est

b b [ a
e
ou

bx+ay—ab\/5 =0.
L'équation de la normale est

ou
(ax—byW?2 —a>+b*=0.
Les longueurs de la sous-tangente et de la sous-normale sont respectivement:

b
2
szﬁzaﬁ; SNZL[—EJ:]) .
_ﬁ \/5 a a\/E
a

Les longueurs de la tangente et de la normale sont

b
= 2
T—ﬁ (—é) +1:L a*+b?
bW a 2
a
2
N:i (_2) +1l= b ’a2+b2.
\/5 a av?2

§ 27. Interprétation géométrique de la dérivée du rayon
vecteur par rapport a I'angle polaire

Soit

p=/() (1
1'équation d'une courbe en coordonnées polaires. On a entre les coordonnées
polaires et les coordonnées cartésiennes les relations x = p cos 6, y = p sin 6.
En remplagant dans ces dernieres formules p par son expression en fonction de
0 tirée de 1'équation (1) nous avons:
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x=£f(0) cos(@)} )

y = f(0)sin(6)

Les équations (2) sont les équations paramétriques de la courbe considérée; le
paramétre est ici l'angle polaire 6 (fig. 91).

Désignons par ¢ l'angle formé par la tangente a la courbe au point M (p,0) et le
sens positif de I'axe des x; nous avons:

g L4
dy _ do
t = ===
gQ e dx
Ll do
P ou
5 A dpsin9+pcose
- A gp=2—— (3
pcos@—psine
Fig. 91

Désignons par p I'angle formé par le rayon vecteur et la tangente. 11 est évident
que p=¢-8,

_ tgp-tgh

1+ tgptgd

Remplagons dans cette derniére formule tgp par 1'expression (3) et apres
transformation nous avons :

_ (p'sinB + pcosB)cosh - (p'cosd — psinb)sind

tg

t;
EH (p'cosB — psinB)cos + (p'sind + pcosB)cosd  p’

ou
po =petgp
Ainsi, la dérivée du rayon vecteur par rapport a l'angle polaire est égale a la

longueur du rayon vecteur multipliée par la cotangente de I'angle formé par le
rayon vecteur et la tangente a la courbe au point considéré.

Exemple. Montrer que la tangente a la spirale logarithmique

p = " coupe le rayon vecteur sous un angle constant.

Solution. Il vient de l'équation de la spirale p’ = a €. En vertu de la
formule (4) nous avons:

’

ctgp = P _ a, c'est-a-dire pu = arc ctg a = const.
p
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Exercices
Trouver la dérivée des fonctions en se servant de la définition de la dérivée :

1.y =x% Rép. 3x% 2. yzl. Rép. L

X x?
3 y—\/; Rép 4 y—L Rép _
' ' o 2wl

5.y =sin®x. Rép. 2 sin x cosx. 6.y =2x*-x.Rép. 4x - 1.
Trouver les tangentes des angles formés par les tangentes aux courbes et
l'axe des x positifs:

7.y=x% a) Pour x = 1. Rép. 3. b) Pour x =-1. Rép. 3; construire le graphique.
1 . .
8. — a)Pour x= 1 . Rép. -4.b) Pour x = 1. Rép. -1 ; faire le dessin.

X 2
2

9. y= \/; pour z=2. Rép. i

Calculer les dérivées des fonctions suivantes :

10. y=x"+3x2- 6. Rép. y' = 4x* + 6x. 11.y=6x%-x% Rép. y'= 18x% - 2x.
5 2 4
x b Sx 2x
12. y= - —x Rép. y'= -—-1
7 a+b a-b Py a+b a-b
3 _ 42 1 2_2
13.y=2"2%0 Rep. y':3x5 al

2 2
14. y:2ax3—%+c.Rép. y':6ax2—7x.

7 5 5 3
15. y:6xé +4xé +2x . Rép. y'zleA +10xé +2.

1 B
16. y= 3x +3fx +— .Rép. y'= + -—.
x Wx e X
3 2,
17, y= (x43—1) Rép. y,:3(x+1)5(x+1) .
xé 2xé
2 2 2
18. y=1+ﬂ+x—+n— . Rép. y’=l—ﬂ+§—2i.
m x n* x? m x* n* X
19, =Y¥ —24x+5.Rep. v/ ==L
3 3)C X



20.

ax? b %/;
y=—t————
Yo wfx Ax

2 _5
.Rép.y'z%axA —%bx % +%x

21, y=(1+4x3)(1+2x) . Rép. y' = 4x(1+3x +10x?).
22. y=x(2x-1D(Bx+2).Rép. y' =2(9x2+x—1).
23, y=(2x—-1)(x>—-6x+3) . Rép. y' = 6x2-26x+12.
4 3 2,2
24. y= 2x .Rép.y':w.
b?—x? (b —x2)
- 2
25. y=2"% Rép.y =——2 .
a+x (a+x)?
r ; 2(3+1?)
26. f(t)= .Rép. f'(t) = .
S o Rep /(@ 110y
(s+4)2 _, , (s+2)(s+4)
27. f(s)=—=— . Rép. f'(s) =—————=.
J(8) === Reép. f'(s) e
x3+2 xt—2xd —6x? —4x+2
28. y=——— . Rép. y'=
N-x-2 (x? —x-2)
P p-1 _ m_ _.m
29, y=—> _ Rép. y'=2 [(p mx zp“ ]
x"—a™ x™—a™)
30. y=(2x2-3)*. Rép. y' =8x(2x2-3).
31. y:(x2+a2)5.Rép.y’lex(x2+a2)4.
_ 2 2 A " X
32, y=+/x*+a® .Rép. y _—x2+a2 .
a-3x
33. y=(a+x)Wa—x .Rép.y' = .
2\Ja—x
1
34, y=,|— Rép.y' =———.
1-x (1-x)V1-x2
2x? -1 1+4x?
35. y= Rép'y’:—.
x4/ 1+ x? X2 '(l+x2)3
36. y=Ax2+x+1 ,Rép,y’:$.
R/(x2+x+1)?
2
1
_ 3 3 . r_ L
37. y=(1+3x)* . Rép. y _[1+%J

%
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Rép.
, 1 1 1
Y =1+ 1+
2\/x+\/x+\/; 2yx+4lx 2x
39. y=sin2x.Rép. y'=sin2x
40. y =2sinx+cos3x.Rép. y'=2cosx—3sin3x
a
41. y=tg(ax+b) .Rép. y'=————
y=tel ) Rep. y cos *(ax +Db)
42, y= S x .Rép. y'= !
1+cosx I+cosx
43. y=sin2x-cos3x.Rép. y'=2cos2xcos3x =3sin 2xsin3x
44, y =ctg?5x . Rép. y'=-10ctg 5x cosec?5x
45, y=tsint+cost.Rép. y' =tcost
46. y =sin3tcost.Rép. y' =sin 2¢(3 cos %t —sin %¢)
47, y = avJoos 2x . Rép. y' =45 2%
A cos2x
48. r:asin3£.Rép. r;” =asin?Lcos?
3 3 3
te X tetg X 2xcos x +sin zx(tg;Jrctg ;j
49, y=—2 2 Rép. y'=— :
X x%sin 2x
2
X X x
50. y=a|ll-cos?=| .Rép. y'=2asin*=cos—
y ( 2) p. ¥ 5 C0s
51. yzétgzx.Rép. y' =tg xsec2x 52. y=logcosx.Rép. y'=—tgx
53. y=logtgx.Rép. y' =— 54. y =logsin 2x .Rép.
sin 2x
y'=2ctgx
tgx—1 , ..
55. y= .Rép. y'=sinx+cosx
secx
1+si 1
56. y=log +s%nx .Rép. y' =
1—sinx cos X

38. y:\}x+\/x+\/; .




57.

58.

59.

60.

61.

62.

63.

64.

65.

66.

67.

68.

69.

70.
71.

72.

73.

74.

75.

ToX
=logtg| —+=|.Rép. y'=
7 g g(4 2) Py Cos x

y=sin(x+a)cos(x+a).Rép. y'=cos2(x+a)
£(x) = sin(log.x) . Rép. f(x) = <231080)
sec 2(log x)

f(x)=tg(logx).Rép. f'(x)=
f(x)=sin(cos x) . Rép. f'(x)=—sin x cos(cos x)
r= ltg,g%o—tg,g(p . Rép. dr. = tg4(p

3 do

f(x)=(xctgx)®.Rép. f'(x)=2xctg x(ctg x — x cosec?x)

y=log(ax+b).Rép. y'=
ax+b
y=log,(x2+1).Rép y’=2—x
¢ . ' (x*+1)loga
1+x
=log—— . Rép. y'=
y gl—x p. vy —

2x—cosx
=log;(x*—sinx).Rép. y'=————
7 gs( ) Py (x?2—sinx)log3

2
1+x Rép. y' = 4x
1-x? 1-x*

y=log(x>+x).Rép. y'= 2ot

y=log

xX*+x
2_
= log(x*~2x+5) . Rép. ' = —2 "2
x*=2x+5
y=xlogx.Rép. y' =logx+1

1
y=log3x . Rép. y'z?,oi

y=log(x+~1+x%).Rép. y'=

1+ x?

y=log(logx).Rép. y'=
xlog x

Fe)=log [T Rep. ') =
-Xx 1-x

138
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Vx2+1—x 2
76. f(x)=log— . Rép. f'(x)=-
Vx2+1+x V1+x?

Q

+ / 2+ 2 / 2+ 2

77. y:\/a2+x2—alogu.Rép. y’:—x
X x

, 2 2 , 2 2

y=10g(x+\/x2+a2)—x—+a.Rép. y,:x—-:a
x X

78.
coS X 1 X
79. y=— +—logtg—.Rép. y'=
Y 2sin2x 2 & g2 Py sin 3x
. .,
80. y= sin x Rép. ,:1+s1n X
2cos?x 2cos3x

81. J’:%tgzxﬂogcosx.Rép. y' =tg’x
82. y=e™.Rép. y' =ae™ 83. y =™ Rép. ' = 4™
84. yzax2 . Rép. y':zxaxz loga

85. y =77 Rép.y' =2(x+1)7 " log7

86. y=c“ " . Rép.y'=-2xc“ " logc

87. y:ae*/;.Rép.y’: a_ 88. r=a’ . Rép. r'=a’ loga

24x
log @ ) Repﬂ: aloge loga
do 0

90. y=e"(1-x?).Rép.y' =e* (1-2x—x?)
e’ -1 . 2¢* o

.Rép.y' = 92. y=log
e’ +1 (e +1y l+e”

89. r=a

91. y=

Rép.y'=

I1+e*

X X 1 X X

al - — - —

93. y=—|e%—e 2 |.Rép.y' =—|e? +e ¢
Y 2 Py 2

94. y=eS"* Rép. y' =" cos x
95.

tg nx

=a"®™ Rép. y' = na'®"™ sec2nxloga

COos x

Yy
Yy

96. y=e®* sinx.Rép. y’' = e°>**(cos x —sin %x)
Yy

97. y=e" logsinx.Rép. y' = e” (ctg x +logsin x)
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98. y=x"s"% Rép. y'=x""e ™ (n+ x cos x)

99. y=x".Rép.y =x"(logx+1)

1 1 1-1lo
IOO.yzxx.Rép.y’:xx( ng

x2
101,y =x'¢* _Rép. y' = x'¢* Jog x2
102. y=e* .Rép.y' =€ (1+logx)x*

x\"™ x\"™ x
103. y:[—) . Rép. y':n[—j (1+log—j
n n n

104. y=x"" Rép. y' = xsmx(sm—xﬂogxcos xj
X

105. y =(sinx)*. Rép. y'=(sinx)" (logsin x + x ctg x)

106. y = (sin x)"€*. Rép. y’ = (sin x)'€* (1 +sec 2x log sin x)

_ X X
107.y=tg1 ¢ .Rép. y'=- 2 !
l+e* (1+e*) ,1-e*
cos?———
l+e”
_ X
108. . y=sinV1-2° Rép. y' ==BVI=2 551590
241-2%

109. y=10"'2%  Rép. y' =10 " 1og10(tgx+ CO)SCZXJ

Calculer la dérivée des fonctions apres les avoir logarithmeées:

2 2
110.y:3 x('x +1) Rép yr:ls x(.x +1) l+ 2x _ 2
(x-1y 3V (x=D* \x x*4+1 x-1
111.

:()CJFI)”\/(X—z)3 Rép ,:(x+1)34\/(x—2)3x[ 3, .3 2 J
T o3 X+l 4(x—2) 5(x-3)

2 2
12. y:%_l{ép. y,:_(x+1)(5x4+14x+5)
(x+2)3(x+2) (x+2) (x+3)5
Sle—1)2 o )
13, yo VD Rép. ' - 161x* + 480x — 271

Yo Y37

603 (x—1)* Y(x-2) Y(x-3)"°
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115.

Cx(+x?) o, 143k -2yt
(1-x?)2
y=x5(a+3x)3(a—2x)2.

v =5x*(@+3x)%(a-2x)(a® + 2ax—12x?)

116.

117.

118.

119.

120.

121.y

122.

123.

124.

125.

126.

127.

128.

129.

y= arcsin > . Rép. y'=
a

1
/az_xz

. 2 arcsin x
y =(arcsinx)®. Rép. y'=———
V1-x?
2x
=arctg (x>+1) . Rép. y' =—————
y g(x*+1) . Rép. y T ety
2x 2
=arct .Rép. y'=
4 gl—x2 Py 1+ x?
, , -2x
y =arccos(x?). Rép. y' =
1-x*
_arccosx Rép. ' = —(x++/1—x? arccos x)
X . . x24/1—x?

.ox+1 1
y= arcsin . Rép. y'=

V2 V1-2x—-x?
y=xva*—x*+a* arcsin > . Rép. y' =2va?—x?
a

y:\/az—x2+aarcsin£.Rép. y'= a-x
a a+x
v+a , du 1
u = arctg .Rép. — =
l—av dv  1+v?
y—Larctgx 3 Rép y’——XZJrl
3 1-x2" . xt+x?+1

y=xarcsinx . Rép. y' =arcsinx+

X
V1+x?

1
f(x)=arccos(logx).Rép. f'(x)=———=——

COS X

f(x)=arcsinv/sinx . Rép. f'(x)=

24/sin x —sin 2x

Rép.
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130. y =arctg ﬂ(OSxSn) .Rép.y'=—
1+cosx

arctg x
131. y=e™'8* Rép.y'=
1+ x?
e*—e™*
132. y=arctg——— . Rép.y' = .
y g 2 p.y e

133. :xarcsinx.Ré ) f:xarcsinx
y p-y { . o

arcsinx  logx J
—

134. y =arcsin(sin x) . Rép. y' = ﬁ =
COS X

4sin x 4
135. y=arctg——— . Rép. y' =——.
4 g3+SCosx Py 5+3cosx
3
136. y =arctg— +10g1 .Rép.y' = 2a .
xX+a X —a4
1
- 2
137. y =log Lix)e —larctgx.Rép.y': .
1-x) 2 1+x*
2
[ 1
138. y= +10g 1+x? +arctgx. Rép. y' = x*+

3x3 x% +x

139 y—llogx—-i_1 arctg2 x| .Rép.y'= !
3 T exdl A3 V3 R
2 442
140. yzlogﬂwLZarctg&.Rép.y’: \/_4 .
1-x2 +x° 1-x? 1+x
2n _ 20|
141.y:arccosx ! .Rép.y'z—#.
1 x(x" +1)
Dérivation des fonctions implicites calculer d_y , si
X
-2
142. y2:4px.Rép.ﬂ:—p. 143. x>+ y*=a” . Rép.
dx y
dy b*x

144.b*x* + a*y* = a*b* .Rép.—=— .
dx a*y

, COSX {+ ldansle1* etle 4° quadrant

dy

dx

—1dansle2°" etle3° quadrant .

142

Y

143
145. y*-3y+2ax=0.Rép.— LA Z—a.
dx  3(1-y?

[ p 2 2 2
146. x2 +y2 =a?. Rép. 2 = \/Z 147. x3 +y3 =a’. Rép.
d Vx

148, y*—2xp+b? = 0. Rép. & =Y

dx  y-x’

dy ay—x?
&y -ax

dy sin(x + y)
dx dtsin(xty)

1 .
151. cos(xy) = x. Rép. dy - _M
dx xsin(xy)

149. x*+ y*—3axy =0. Rép.

150. y = cos(x+y) . Rép.

dy . . "
Trouver o pour les fonctions données sous forme paramétrique
X

. d
152.x=acost,y=bsin t. Rép. —y:—éctgt.
dx a

. d
153.x=a(t-smt);y=a(l—cost).Rep.—y:—ctgi.
dx 2
154.x=acos3t;y=bsin3t.Rép.Q:—£tgt.
dx a
2
155 ¢ =0t 3at 3at Ré dy 2

= . REp. = .
1+ Y 1+ P dx 1-¢*

156.u =2logctg s, v =tgs+ctgs. Montrer que %:tgk.
v

Trouver les tangentes des angles de pente des tangentes aux courbes:

V3

. . 1 . .
157.x=cos t,y =sin t au point x = —E,y =—— . Faire le dessin.

1
NG

158.x=2cos t,y=sin tau point x = 1, y:—@ Faire le dessin.

Rép.

Rép.

2J_
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159.x=a(t—sint),y=a (1l —cost)pourt=rm/2 . Faire le dessin. Rép. 1.
160. x = a cos® t, y = a sin® ¢ pour ¢t = /4 . Faire le dessin. Rép. -1.
161. Un corps lancé dans le vide sous un angle a avec I'horizon décrit sous
l'effet de la pesanteur une trajectoire (parabole) dont les équations
paramétriques sont :

. 1?
x=(W,cosa)t,y= (v, sin a)t _gT (g=9,8 m/s?). Pour a=60°, v,=50 m/s,

déterminer la direction du mouvement aux instants 1) =2 s ; 2) t = 7 s. Faire le
dessin.

Rép. 1) tg 9,-0,948, ¢,;=43°30";

2) tg 0;=-1,012, p;=-j-134°7".

Calculer les différentielles des fonctions suivantes

162. y = (a* —x?)° . Rép. dy =—10x(a’ —x*)*dx

163. y=1+x° . Rép. dy=—=

x/l+x2

164. y= %tg3x+tg x.Rép. dy =sec* xdx

165, y= X108 | 1oa(1—x). Rép. dy =083
1-x (1-x)?
Calculer les accroissements et les différenticlles des fonctions
166.y=2x?-x pourx=1, Ax=0,01. Rép. Ay =0,0302, dy = 0,03.
167. Soit y = x* + 2x. Calculer Ay et dy pour x = -1, Ax = 0,02.
Rép. Ay =0,098808, dy =0,1.
168. Soit y = sin x. Calculer dy pour x = /3 , Ax = /18 . Rép. dy = m/36 =

0,0873.
169. Connaissant sin 60°= % =0,866025 ; cos 60°= % , calculer la valeur

approchée de sin 60°3' et sin 60°18'. Comparer les résultats obtenus avec les
données des tables. Rép. sin 60°3' = 0,866461 ; sin 60°18' ~ 0,868643.
170. Trouver la valeur approchee de tg 45°4'30". Rép. 1,00262.
171. Connaissant log;y 200 = 2,30103, calculer la valeur approchée de log
200,2. Rep. 2,30146.
Dérivées de différents ordres
172. y =3x3 - 2x*>+ 5x - 1. Calculer y". Rép. 18x - 4.
12

173.y=3x> . Calculer " . Rép. %x 5

174. y =x5. Calculer y*®. Rép. 6 !.
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175. y= % . Calculer y". Rép. %
X x
a2
176. y =+ a?*—x? . Calculer y". Rép. -—————
(aZ_xZ) 'aZ_xZ
1
177. y = 24/ . Caleuler y. Rép. ——2
8vx’
178. y = ax® + bx + c. Calculer y" . Rép. 0.
179. f (x) = Log (x + 1). Calculer /" (x). Rép. — 6 Z
(x+1)

m

180. y = tg x. Calculer y" . Rép. 6 sec” x - 4 sec? x.

181. y = Log sin x. Calculer y" . Rép. 2 ctg x cosec? x.
182. f(x) =+/sec2x . Calculer f" (x). Rép. 1" (x)=3 [ £ ()] f (x).

(1-x°

3
183. y= lx_ . Calculer /v (x). Rép.
—X

d3 3
184. p =(g*+ az)arctgz . Calculer d—lz .Ré 4a
a

q P @y

- = 2
185. y= L(e 1o a). Caleuler 22 Reép.
2 dq?

; .
186. y = cos ax. Calculer y'™. Rép. a” cos(ax +n gj .

187. y = a*. Calculer y™. Rép. (Log a)" a".

—1)!
188 = Log (1 + x). Calculer y®. Rép. (—1)* 2=D*
1+x)"
_ |
189, y=1=% Calculer y™. Rep. 2(-1)" — "
1+x (1+x)n+1
190. y = ex. Calculer y™. Rép. €' (x + n).
~1)!
191. y = x"" Log x. Calculer y™. Rép. (=Dt
X

192. y = sin? x. Calculer y™. Rép. — 2! cos(2x + g nj .

193. y = x sin x. Calculer y™. Rép. xsin x(x + g nj -n cos(x + g n)

194. Si y = ¢" sin x, démontrer que y"-2y'+2y=0,.
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2 2
195. y* =4 ax. Calculer <y . Rép. _da?
dx2 y3
d’y d N 6
196. b? x*+ a*y? = a?b°. Calculer IV o &Y .Rép. — b 5 — 3hx
dx2 dx3 a2y3 a4y5
2 2
197. x* +)? = 2. Calculer 2y . Rép. -
dx? ¥
d3
198. y* - 2xy = 0. Calculer J: .Rép. 0.
x

d? 2(5+8p” +3p*
199. p=tg (@ + p). Calculer d—i . Rép. _M'

¢ p
d? to? p—to2
200. sec ¢ cos p = C. Calculer P Rep. g p-tgy
dg? tg’p
2 _ Xty X __y
201. " +x=¢" +y, Calculer Q . Rép (l ¢ )(e e ) .
dv’ (@ +1)}
d? 243
202. 3% +x* - 3axy = 0. Calculer ay. Rép. sy
dx? (yz _ ax)z

. d? 1
203.x=a(t-sint),y=a(1-cost).Calculer b4 .Rep. ~—————
/x? . 4 t
4asin”| —
(ZJ
. d?y
204. x = a cos 2, y = b sin” 1. Montrer que —= =0.
X
. d?
205.x =acos t,y = a sin t. Calculer Ly Rép. — 3 cost
dx? a® sin’ ¢

2n 2n+1
(shx)=shux; W(th):chx.
X

206. Montrer que
dx 2n

Equations de la tangente et de la normale. Longueurs de la sous-tangente et de
la ous-normale

207. Former 1'équation de la tangente et de la normale a la courbe y = x3 - 3x% - x
+ 5 au point M (3, 2). Rép. La tangente 8x — y — 22 = 0 ; la normale x + 8y — 49
=0.

208. Trouver 1'équation de la tangente et de la normale, la longueur de la sous-
tangente et de la sous-normale au cercle x2 + y? = 72 au point M (xj, ).

2
Y1
X

Rép. La tangente xx; + yy; = % lanormale xjy - yx =0; S, = .Sy =l
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209. Montrer que le sommet de la parabole y? = 4px coupe la sous-tangente
en son milieu et que la longueur de la sous-normale est constante et égale a 2p.
Faire le dessin.
210. Trouver 1'équation de la tangente au point M (x;, y;) : a) a l'ellipse

X2y R I AL T N Xy .
;+ﬁ_l' Rép. 7+?—1 ; b) a lhyperbole ;_F_l' Rép.
R I A4 I
@ b
3
211. Trouver 1'équation de la tangente et de la normale a la courbe y = Sa
4a*+ x?

au point ou x = 2a. Rép. La tangente x + 2y = 4a; la normale y = 2x - 3a.
212. Montrer que la normale a la courbe 3y = 6x - 5x% menée au point M (1,
1/3) , passe par l'origine des coordonnées.

n n
213. Montrer que la tangente a la courbe (ij + (%) =2 menée au point
a

M(a, byestX+2 =2 .
a b

214. Trouver 1'équation de la tangente a la parabole 3 = 20x qui forme un angle
de 45° avec I'axe Ox. Rép. y =x + 5 [au point (5, 10)].
215. Trouver les équations des tangentes au cercle x> + )2 = 52 qui sont
paralléles a la droite 2x + 3y = 6. Rép. 2x + 3y £26 =0.
216. Trouver les équations des tangentes a 1'hyperbole 4x? - 9y? = 36, qui sont
perpendiculaires a la droite 2y + 5x = 10. Rép. Il n y en a pas.
217. Montrer que les portions de la tangente a I'hyperbole xy = m comprises
entre les axes de coordonnées ont pour milieu le point de tangence.
218. Montrer que les portions de la tangente a l'astroide

2 2 2

x3 + y5 = a3 comprises entre les axes de coordonnées ont une longueur
constante.
219. Sous quel angle se coupent les courbes y = a” et y = b™? Rép.

loga—logh
tg o= oga—log
1+loga-logh
220. Trouver la longueur de la sous-tangente, de la sous-normale, de la tangete
et de la normale a la cycloide x = a (6 - sin 8), y = a (1 - cos ) au point pour
lequel 6=m/2 . Rép. Sr=a ; Sy=a; T= a\/E s N= a\/E.
221. Calculer Sz, Sy, T et N pour l'astroide x = 4a cos® t, y = 4a sin® ¢.

. 4
sin ¢t
4a

Rép. Sr=|4asin*tcost |; Sy = ;T=4asin’t; N=|4asin®ttgt|.

cost
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Problémes divers

Calculer les dérivées des fonctions

sinx 1 T X
222. y= ——logtg| ——=|Rép. y' =
" 2eos 28 g(4 2) P os
223. y:arcsinl.Rép. y == !
X |x| x2-1
224. y=arc sin (sinx). Rép, y' = cosx
|c0sx|
225 y= 2 —-arctg a__bth (a>0,b>0)Rep y/:;
Va*+b atb =2 a+bcosx
oS 1
226 y=|-x‘ Rép y’:i 227,y:arc31n 1_x2 Rép y/:_i
[ i

228. Il ressort des formules v = % nr® et s = 4mnr? pour le volume et la surface de

dv .. . . g ,
la sphére que - = s . Expliciter la signification géométrique de ce résultat.
r

Trouver une relation analogue entre la surface du cercle et la longueur de la
circonférence.
229.Dans le triangle ABC le coté a s'exprime en fonction des deux autres cOtés

b, c et de 'angle A4 qu'ils forment par la formule a =+vb*+c¢*—2bccos 4 .
Quand les cotés b et ¢ sont constants, le coté a est fonction de I'angle 4.
Montrer que , ou A,, désigne la hauteur du triangle correspondant a la base
a. Expliquer ce résultat a 1'aide de considérations géométriques.
230.Utilisant la notion de différentielle expliquer la provenance des formules

. b b .
approchées a?+b* = a+2—3\/a3+b ~ a+; ou |b| est un nombre petit
a a

par rapport a a.
231.La période du pendule est égale a T =mn,/l/g . Quelle influence sur

I’erreur de calcul de la période T exercera une erreur de 1% lors de la
mesure : 1) de la longueur du pendule / ; 2) de I'accélération de la pesanteur
g? Rép. 1) =1/2% ; 2) =1/2%.

232.La tractrice a la propriété qu'en chacun de ses points le segment de
tangentse 7 conserve une valeur constante. Démontrer cela en utilisant 1)
I'équation de la tractrice sous la forme

149
(a>0); 2) les équations

paramétriques de la courbe
x=a (Logtgt/2+cost),y=asint.
233.Démontrer que la fonction y = Cie™ + Coe™ vérifie 1'équation y” + 3y™+
+2y =0 (C; et C, désignent ici des constantes).
234.Démontrer les égalités y" =2z et z"= -2y, siy = €' sinx, z = €' cosx.
235.Montrer que la fonction y = sin (m arc sin x) vérifie I'équation (1 —x?) x y"-
xy'+m?y=0.
Y 2 2
236. Démontrer que si (a+bx)e* = x, alors x> = d )2} = (x Q - yJ .

dx dx
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CHAPITRE IV
Théoréme relatif aux fonctions dérivable

§ 1. Théoréeme relatif aux racines de la dérivée
(théoréme de Rolle)

Théoréme de Rolle. Sila fonction f (x) est continue sur le segment [a,
b], dérivable en tout point intérieur du segment et s'annule aux extrémités de ce
segment [f (a) = f(b) = 0], alors il existe au moins un point intermédiaire x = c,
a <c <b, ouladeérivéef (x) s'annule, c'est-a-dire f' (c) = 0 ",

Démonstration. La fonction f'(x) étant continue sur le segment [a, b], elle
atteint au moins une fois sur ce segment sa borne supérieure M et sa borne
inférieure m.

Si M = m, la fonction f (x) est constante, c'est-a-dire que pour toutes les valeurs
de x la fonction a une valeur constante f (x) = 0. Mais alors, en tout point du
segment, nous aurons f’ (x) = 0 et le théoréme est démontré.

Supposons que M # m. Dans ce cas 1'un au moins de ces nombres est différent
de zéro.

Supposons pour fixer les idées que M > 0 et que la fonction atteint sa borne
supérieure M au point x = ¢, c'est-a-dire que f (¢) = M. Remarquons, a ce
propos, que c est distinct de a et de b, car en vertu de I'hypothese (@) =0 =f
(b) ; f (c) étant la borne supérieure de la fonction f'(x), f'(c + Ax) - f(c) < 0 aussi
bien pour Ax positif que pour Ax négatif.

Se+Ax) - f(c)
Ax

11 en résulte que: <0 pour Ax >0, (1)

WEO pour Ax < 0. (1")

Etant donné que les conditions du théoréme impliquent I'existence de la dérivée
au point x = ¢, nous avons en passant a la limite pour Ax — 0 :

m M:f'(c)g()pourmvm

Ax—0 Ax
lim w = f'(c) >0 pour Ax<0.
Ax—0 Ax

" Le nombre ¢ est appelé racine de la fonction ¢ (x) si ¢ (¢) = 0.
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Mais les inégalités /' (¢) < 0 et f” (¢) > 0 ne sont compatibles que dans le cas ou f°
(¢) = 0. Par conséquent, nous avons prouvé l'existence d'un point ¢ intérieur au
segment [a, b] tel qu'en ce point f’ (x) s'annule.

Le théoréme de Rolle admet une interprétation géométrique simple : si une
courbe continue ayant une tangente en chaque point coupe l'axe Ox aux points
d'abscisses a et b, il existe sur cette courbe au moins un point d'abscisse ¢, a < ¢
< b, tel que la tangente en ce point est parallele a I'axe Ox.

Y
¥
y=fix)
y=l-g/17

Sla)
=f(b

Oa ¢ & b T =7 7l s

Fig. 92 Fig. 93

Remarque 1. Le théoréme reste valable pour une fonction dérivable qui ne
s'annule pas aux ex.trémités. du segment [a, b], mais prend en ces points des
valeurs égales f'(a) = f(b) (fig. 92). Dans ce cas la démonstration est identique a
la précédente.

Remarque 2. Si f (x) est une fonction telle que sa dérivée n'existe pas en
certains points de l'intervalle ouvert (a, b), alors le théoréme peut cesser d'étre
vrai (c'est-a-dire que dans ce cas il peut ne pas exister sur l'intervalle fermé [a,
b] un point intermédiaire ¢ ou la dérivée f* (x) s'annule).
Par exemple, la fonction

y y=f@=1-3¢
( r le segment [-1, 1] et s' annule aux extrémités du

! v ivée ne s'annule pas a l'intérieur de ce segment.

2

0 1 zZ fx)=——+=

o Wx
Fig. 94

Cela provient du fait qu'a l'intérieur de ce segment il existe un point x = 0 ou la
dérivée n'existe pas (elle devient infinie).

Le graphique représenté sur la figure 94 donne également un exemple de
fonction dont la dérivée ne s'annule en aucun point du segment [0, 2].
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Les hypotheses de validité du théoréme de Rolle ne sont pas non plus
remplies pour cette fonction, car au point x = 1 la dérivée n'existe pas.

§ 2. Théoreme des accroissements finis (théoréme de
Lagrange)

Théoréme de Lagrange. Si la fonction f (x) est continue sur le segment [a, b] et
dérivable en tout point intérieur de ce segment, il existe alors au moins un point
¢, a<c<b, tel que

J®)-f@)=1(c)(b-a). (1) ¥

M B
Démonstration.Désignons par Q le nombre

M , c'est-a-dire posons |
ba D)

b)— f(a !

oSO/ @ o |

b—a 1

Considérons la fonction auxiliaire F (x) :
définie par 1'égalité : o
X 0 b z

FO=f)-/(@-(x-a)0.(3) v

Fig. 95

Dégageons la nature géométrique de la fonction F (x). Pour cela, formons, tout
d'abord, 1'équation de la corde 4B (fig. 95) en ayant en vue que son coefficient

SB)-f(a)
b-a

angulaire est égal & O =

5(@))
y-fla)=Q0(x-a),
d'ou y=Aa)+Q(x-a),

et que cette corde passe par le point (¢

Mais F (x) =f(x) - [f (@) + O (x - a)]. Par conséquent, pour chaque valeur de x,
F (x) est égale a la différence des ordonnées de la courbe y = f'(x) et de la corde
y=f(a) + Q (x - @) pour les points de méme abscisse x. On voit aisément que F
(x) est continue sur le segment [a, b], dérivable dans ,(a, b) et s'annule aux
extrémités de cet intervalle, c'est-a-dire F' (a) = 0 et F' (b) = 0. Par conséquent,
les conditions de validité du théoréme de Rolle sont remplies pour cette
fonction. En vertu de ce théoréme, il existe un point x = ¢ a l'intérieur de ce
segment tel que
F'(¢)=0.
Mais
Frx)=7(x)-0.

Donc,
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F'(e)=f(c)- 0=0,

d'ou
0=/(c)
En substituant cette valeur de Q dans 1'égalité (2) nous avons:
‘b)-f(a , ,
e ACK
-a

d'ot I'on déduit immédiatement la formule (1). Ainsi, le théoréme est démontré.
Pour dégager la signification géométrique du théoréme de Lagrange reportons-

S(b)~f(a)
b

—a

nous a la figure 95. D'aprés cette figure, on voit que la grandeur

est la tangente de l'angle o que forme la corde passant par les points 4 et B
d'abscisses a et b du graphique et 1'axe positif des x.

D'autre part, /" (c) est égal a la tangente de l'angle que forme la tangente a la
courbe au point d'abscisse c¢ et I'axe positif des x. Ainsi, 1'égalité (1') (ou 1'égalité
équivalente (1)) peut étre interprétée géométriquement de la maniére suivante :
si la courbe admet une tangente en tout point de 1'arc AB, il existe alors un point
C entre A4 et B tel que la tangente en ce point est parallele a la corde 4B.

D'autre part, puisque ¢ vérifie la condition a <c¢ < b, alorsc—a<b—a ou

c—a=0(b-a),
ou 0 est un nombre positif compris entre 0 et 1, c'est-a-dire 0 < 6 < 1. Mais
alors,

c=a+0(b-a)

et I'on peut mettre la formule (1) sous la forme:

fb)-flay=(b—a)fla+t06(b—a)],0<0<I.(1")

§ 3. Théoreme de Cauchy (rapport des accroissements
de deux fonctions)

Théoréme de Cauchy. Soient f(x) et ¢ (x) deux fonctions continues sur
le segment [a, b], dériuables dans (a, b) et soit ¢ (x) telle que ¢' (x) ne s ‘annule
en aucun point de (a, b) ; il existe alors un point x = c a l'iritérieur de [a, b], a
<c<b, tel que
fb)-fla) _ f'(©)
pb)-p(@)  ¢'(c)

(1
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Démonstration. Définissons Q par 1'égalité

o SO-S@ o
@(b) - ¢(a)
Remarquons que ¢ (b) - ¢ (a) # 0, car dans le cas contraire ¢ (b) serait égale a
¢(a), ce qui entrainerait, en vertu du théoréme de Rolle, que ¢' (x) = 0 en un
point intérieur du segment, ce qui contredit les conditions du théoréme.
Formons la fonction auxiliaire
F@)=/x)-f(@)-Q0lp (x) -9 ()]
11 est évident que F (a) = 0 et F (b) = 0 (cela découle de la définition de la
fonction F (x) et du nombre (). Notons que pour la fonction F (x) les
hypothéses de validité du théoréme de Rolle sont remplies. Nous pouvons donc
conclure qu'il existe un nombre ¢ entre a et b (a < ¢ < b) tel que F' (¢) = 0. Mais
F'(x) =1 (x) - Q¢' (x), par conséquent, d' ou
F'(©=f(c)- 09' (c) =0,

_S©
9'(c)
En substituant cette valeur de Q dans 1'égalité (2), nous avons 1'égalité (1).
Remarque. Le théoréeme de Cauchy ne peut étre démontré, comme on
pourrait étre tenté de le croire, en appliquant le théoréme de Lagrange au
numérateur et au dénominateur de la fraction

f(B) - f(a)

@(b) - p(a)
En effet, en procédant de cette maniére, nous obtiendrons (aprés avoir simplifié
la fraction par b - a) la formule

S®) - f(a) _ ['(e)

o(b)-p(a)  ¢'(cy)
oua<c <b,a<c,<b. Mais comme, en général, c; # c,, ce résultat ne permet
pas d'obtenir le théoréme de Cauchy.

d’ou

§ 4. Limite du rapport de deux infiniment petits (vraie
valeur des indéterminations de la forme % )

Soient f'(x) et ¢ (x) deux fonctions définies sur le segment [a, b] satisfaisant aux

conditions du théoréme de Cauchy et s'annulant au point x = a de ce segment,
c'est-a-dire /(@) =0 et ¢ (a) = 0.
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Le rapport ? n'est pas défini au point x = ¢, mais en tout autre x point x
o(c

# a, c'est une quantité bien déterminée. C'est pourquoi nous pouvons nous

proposer de trouver la limite de ce rapport quand x — a. Le calcul de limites

semblables s'appelle « calcul de la vraie valeur des indéterminations de la forme

—»;

. . C .. 0
on dit aussi : « lever I'indétermination de la forme 6 » .

Nous avons déja eu affaire a un probléme de ce genre, lors de 1'étude de la
L. . sinx
limite lim

x—=0 X

et du calcul des dérivées de certaines fonctions élémentaires.

. . sinx , .
L'expression n'a pas de sens pour x = 0, en d'autres termes, la fonction

sin x s . . o
F(x) =—— n’est pas définie en ce point, mais nous avons vu que la limite de
X

sin x

'expression pour x — 0 existe et est égale a 1.

Théoreme (regle de L'Hospital). Soient f(x) et ¢ (x) deux fonctions
satisfaisant aux conditions du théoréme de Cauchy sur un certain segment [a,
b] et s'annulant au point x = a, c'est-a-dire f (a) = ¢ (a) = 0. Si, en outre, la

S

’

existe et x —> a

existe quand x — a, alors lim

limite du rapport
x—0 @(x)

ICIACY
S0 0(x) ')

Démonstration. Choisissons un point x # a arbitraire sur le segment [a,
b]. En appliquant la formule de Cauchy, nous avons:

fx)-fla) _ f©)

p(x)—p(a) ')
ou & est un point compris e n t r e a et x. Mais par hypothese f'(a) = ¢ (a) =0,
par conséquent,

JIOMPAG)

= 1
p(x) @' M
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Si x— a, € tend également vers a, puisque & est compris entre x et a. En

i L@y S
tre, =4
outre, si }clj}) 0'(x) gl—?}z ?'(&)

évident que

, existe et est égale a 4. Par conséquent, il est

TG B & T S J G
10 P(X) x50 @'(8)  t5a 9'(6)  x-a 9'(x)

et en définitive

P AC N (€))

lim~——=1lim~——

x—a (D(X) x—a @ (x)
Remarque 1. Le théoréme est valable également dans le cas ou f(x) et ¢ (x)
ne sont pas définies au point x = a, mais

lim f(x) =0, lim @(x) =0

xX—a xX—a
Ce cas se raméne sans difficulté au précédent si 1'on définit les fonctions f'(x) et
¢ (x) au point x = a de sorte qu'elles soient continues en ce point. Pour cela, il
suffit de poser

f(a)=1im f(x)=0; @(a)=lim @(x)=0
f(x)

puisque évidemment la limite du rapport T , quand x — a, ne dépend pas
o(x

de la valeur de f'(x) et de @ (x) au point x = a.
Remarque 2. Sif (@) = ¢' (a) = 0 et si les dérivées /' (x) et @' (x) satisfont
aux conditions requises pour la validité du théoréme, nous pouvons appliquer de

nouveau la régle de L'Hospital au rapport % ; nous en déduisons, par
o'(x
conséquent, la formule
S )

etc.

lim ~——=1lim~——,
x—a @ (x) x—a @ (.X)
Remarque 3. Si¢' (a) =0, mais /" (x) # 0, le théoréme peut étre appliqué au

rapport inverse ¢}(x) , qui tend vers zéro pour x — a. Par conséquent, le
rapport S &) tend vers 1'infini.
P(x)
Exemple 1.
. sin5x  (sin5x)" = Scox5x 5
,1123) 3x a0 (3x) 3 3

Exemple 2.

154

o log(l+y) L d4x 1
lim =lim =—=
x—0 X =0 1 1
Exemple 3.
et —e =2x | ef+e -2  e"-e*  ef+e™* 2
lim - = lim = lim — = lim =—=2.
x>0 Xx-—sinx x>0 l—cosx x—0 sinx x>0 COSX 1

Nous avons di appliquer ici trois fois de suite la régle de L'Hospital, puisque le
rapport des dérivées premiéres, secondes et troisiémes conduit a

. . .0
l'indétermination o pour x = 0.

Remarque 4. La régle de L'Hospital peut également étre appliquée dans le
cas ou

lim f(x)=0, et lim@(x)=0 .

X—>00 X—>00

1
En effet posons x = — ; nous voyons que z — 0 quand x — et, par
z

conséquent,
lim f (lj =0, et Iim ¢[lj =0 Appliquons la régle de L'Hospital au
X—0 z X—>0 z

8
2
1 (1) _1 (1
LG f@_. f[]( J . fU AL
Jm oy MmN T M 1

) el e

ce qu'il fallait démontrer.

rapport

, hous trouvons:

Exemple 4.
sin k k cos k (— 12j
. X . X\ X . k
lim =lim ——————= = lim kcos—=k.
X—>0 l X—>0 _i X—>0 X
X x?
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§ 5. Limite du rapport de deux infiniment grands (vraie
valeur des indéterminations de la forme =)
o0

Considérons a présent le probléme de la limite du rapport de deux fonctions f
(x) et @(x) tendant vers I'infini quand x — a (ou quand x — ).

Théoréeme : Soient f (x) et ¢ (x) deux fonctibns continues et dérivables en
tout point x a au voisinage du point a ; la dérivée @' (x) ne s'annule en aucun
point de ce voisinage et, en outre,

lim f(x) =, lim @(x) = Si la limite

X—a Xx—a
A
lim ———

=4 (1
x—a (p'(x) ( )

existe, alors la limite |im
x—a P(X

W )
L2 -4
o) A )

existe également et

2

Démonstration. Choisissons deux points arbitraires o et x dans le
voisinage du point a de sorte que oo < x < @ (ou @ < x < a). En vertu du
théoréme de Cauchy nous avons

S@)-f@ _ [
p(x)—p(a)  ¢'(c)
ou a < ¢ <x. Transformons le premier membre de 1'égalité (3)

3)

L S@
S-S0 [ S
()=o)  o(x) |_e@)

P(x)

“4)

Nous déduisons des relations (3) et (4)
@
A RPACIINAC)
9'0) ox) _p@)
P(x)

D'ou nous tirons:

156

_o@)

S _ SO e
p(x) 9| f@)
/)

®)

11 vient de la condition (1) que, pour € > 0 arbitrairement petit, on peut choisir a
suffisamment voisin de a pour que 1'inégalité

S
p'(c)

A<e

ou
d-e<l O gie (6
9'(c)
soit satisfaite pour tous les x = ¢, ou a < ¢ < a. Considérons ensuite la fraction
@
P(x)
/@
()
Fixons a de sorte que l'inégalité (6) soit satisfaite et faisons tendre x vers a.
Puisque f'(x)—>o et @ (x) =0 pour x — a, alors :

0@
. P(x)

— o
@
1)

et, par conséquent, pour tout € > 0 préalablement choisi, nous aurons pour tous
les x suffisamment voisins de a

)
R 4C))
AC)
S(x)

<é&

ou
0

Multiplions les termes correspondants des inégalités (6) et (7), nous avons:
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|- 2@
(A—g)(1—¢) < 1_% <(A+e)l+g),
S(x)
et en vertu de I'égalité (5)
(A—e)i-e) <L (areyire).
@(x)

€ étant arbitrairement petit quand x est suffisamment voisin de @, nous
déduisons de ces derniéres inégalités que

X
lim PACI A
x—a go(x)
ou en vertu de (1)
tim L = i L0 _
x>a P(X)  x—a @'(x)
c.q. f.d
Remarque 1. Sidans les conditions (1) on pose 4 =, c'est-a-dire si
tim 1) oo
x—a @'(x)

1'égalité (2) reste valable dans ce cas également. En effet, il vient de la relation
précédente :

fim 28 -
x—a f '(x)
Alors, d'apres le théoréme que nous venons de démontrer,

i 2O 2

ST e ()

d' ou
AC))
1m f— =©
x—a w(X)
Remarque 2. Le théoreme peut étre aisément étendu au cas ou x —o0. Si les
S'(x)

limites lim f(x) =0, lim @(x) = et lim ~—— existe, alors
x—>0 xX—0 x>0 @'(X)

e 0 @)
im lim ——

X—>0 ga(x) B xll;lgo go'(x) (8)
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On démontre cette propositicyil en effectuant le changement de variables =

1 . L .
— , de méme que dans le cas de l'indétermination de la forme % (voir § 4,
z

remarque 4).

Exemple 1.
eX !ex! ex
lim — = lim = lim —=®
x—o X X—0 (x) xo0 1

Remarque 3. Attirons une fois de plus I'attention sur le fait que les formules
(2) et (8) ne sont valables que si la limite (finie ou infinie) du second membre
existe. Il peut arriver que la limite du premier membre existe, tandis que la
limite du second membre n existe pas. Voici un exemple. Soit a calculer la
limite

X +sinx

lim
X—>00 X
Cette limite existe et est égale a 1. En effet,
. Xx+sinx sin x
lim = lim | I+ =1
X—>00 X X—>0 X
Mais le rapport des dérivées
(x+sinx)"  1+cosx
(x") 1

ne tend vers aucune limite quand x —oo, car il oscille entre 0 et 2.

=1+cosx

Exemple 2.
. ax>+b _ 2ax a
xl—r}r}o cex?—d xl—)oo 2ex ¢
Exemple 3.
1
. tgx . COS2x . 1 cos?3x 1 2-3cos3xsin3x
lim = lim = lim = = lim = : =
n tg 3x n 3 n 3 cos?x n3  2cosxsinx
—>— X — x> x—>—
2 2 cos 23x 2 2
o cos3x . sin3x . 3sin3x (-1) -1 D
lim im ——— = lim —; 'T=3T'T=3
""g cos X x_)g sin x x_)g sinx (1) o o

Exemple 4.



159
. X .
lim — = lim —=0.
xX—oo e X0 e
En général, pour tout entier n > 0
n n-l1
X . onx o on(n-1)..1
lim —= lim ——=..= lim ——————=0
x—wo e x> e X0 e

Les autres cas d'indétermination que 1'on note symboliquement :
a) 0-o0; b) 0% ¢) 0’ d) 17; ) 00 - 0

se raménent aux cas précédents que nous venons d'étudier. Explicitons ces
notations symboliques.

a) Etant donné que 1im f(x) =0, lim ¢(x) = %, on demande
xX—a Xx—a

de calculer la limite

q?vuymml

C'est une indétermination de la forme 0-c0. Mettons cette expression sous la
forme :

(x
tim [109- (0] = 1im £
X—a X—a
P(x)
ou
X
tim [ (x)- ()] = lim Q
xX—a xX—a
S (x)
quand x — a nous avons une indétermination de la forme % ou 2,
o0
Exemple 5.
1
" log x "
lim ¥ -log x = lim ~=~ = lim —— =~ lim ~— = 0
-0 =0 1 x50 m x>0 N
xn xn—l

b) Etant donné que
lim f(x) =0, lim ¢(x) =0

X—a xX—a
on demande de calculer la limite
fim [ ()]7*
X—a
ou, en d'autres termes, de lever I'indétermination de la forme 0,.
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Posons .

y=[r@p®
Prenons le logarithme des deux membres de cette expression
Logy =0 (x) [Log f(x)].
Quand x — a nous avons (a droite) une indétermination de la forme 0-co.

Connaissant 1im log y , on détermine aisément lim y . En effet, en vertu de la
X—a X—a

continuité de la fonction logarithmique, limlogy = log 1limy et si log
Xx—a xX—a

lim ¥ =b, alors il est évident que lim y = e?. Sien particulier b = +c0 ou -,
xX—a X—a

nous aurons respectivement lim y = +oo ou 0.
Exemp 1 e6. Soit a calculer lim x* . Posons y = x", nous trouvons Log lim y
x—0
=lim Log y = lim Log (x") = lim (x Log x) ;
1

log x
im (x log ) = lim —2 = Jim —%— = — [im x = 0
x—0 x—0 l x—0 _L x—0
X x?

par conséquent, Log lim y = 0, d'ott lim y = °= 1, c'est-a-dire
. X
limx" =1.
x—=0
On trouve d'une maniere analogue les limites dans les autres cas
d'indétermination.

§ 6. Formule de Taylor

Supposons que les dérivées de la fonction y = £ (x) existent jusqu'au (n + 1)™
ordre inclus dans un certain voisinage du point x = a. Cherchons un polyndéme y
= P, (x) de degré non supérieur a n, dont la valeur au point x = a est égale a la
valeur de la fonction f (x) en ce point, et dont les valeurs au point x = a des
dérivées successives jusqu'a l'ordre n inclus sont respectivement égales aux
valeurs en ce point des dérivées correspondantes de la fonclion f'(x)

Py (a)=fla), P’y (@) =f@), P (@) =" '(@),.... P"n (@) = [V (2). (M

On peut s'attendre naturellement a ce que ce polynéme soit dans un certain sens

« proche » de la fonction f'(x).

Cherchons-le sous forme d'un polynéme suivant les puissances entieres de (x -

a) et dont les coefficients sont indéterminés
Pax)=Co+Ci(x-a)+Co(x-aP+Cs(x-ay+..+Cy(x-a) )
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Nous déterminons les coefficients Cy, Cs, . . . C, de sorte que soit satisfaite
la relation (1).
Calculons tout d'abord les dérivées de P, (x)

P,,'(X) :Cl +2C2(x—a)+3C3 (x—a)2+m+ncn (x_a)n—l
P/(x)=21-C, +3-2C5(x —a) +...+ n(n—1)C, (x —a)" > 3)

P =n(n-1)..2-1-C,

En remplagant x par a dans les égalités (2) et (3) et (en vertu de 1'égalité (1)) P,
(a) par f'(a), P, (a) par f (@), etc., nous avons :

fla)=Cy
Sfla)=C,
@=2-1-C

fYa)y=n(n-1)(n-2)..2-1-C,
d'ou nous trouvons
Co = 1(@).C, = 1'@,C, = (@)
' 4)
_ 1 m — 1 (n)
Cs ——1.2.3f (a),.C, —1.2."'_nf (a)

En substituant les valeurs des coefficients Cy, C,, . . ., C, dans la formule (2),
nous trouvons le polynéme recherché

P.(x) = f(a)+ (x;") on

(x_) m ( )
123f()+ +12

(x—a)2 I(a)+

f(”’(a)

Désignons par R, (x) la différence entre la fonction f (x) et le polyndme ainsi
construit P, (x) (fig. 96)

Ry (x)=f(x) - Py (x),
S () =P, (x) + R, (x)

d’ou

ou plus explicitement
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(x ;“)2 @)+ ...

f(x) = f(a)+ x;“ f(a)+

Nt ") O £ ()4 R, (x)

On appelle R,(x) le reste. Pour toutes les valeurs de x telles que le reste est petit,
v le polynome P, (x) donne une approximation
| g7z assez bonne de la fonction f'(x).

Ainsi, la formule (6) permet de remplacer la
fonction y = f'(x) par le polynéme y = P, (x) avec
un degré de précision égal au reste R, (x).

Le probléme qui se pose maintenant est d'évaluer
le reste P, (x) pour diverses valeurs de x.
Ecrivons le reste sous la forme

0 a z z

) _ n+l
Fig. 96 R =29 o, %)
(n+1)!

ou Q (x) est une fonction a déterminer. Mettons la formule (6) sous la forme :

O fay.

f(x)= f(a)+—f( A ——F
(x a) ( a)n+1

()
— /(@) (D)1

O(x).

Pour x et a figés, la fonction Q (x) a une valeur bien déterminée ; désignons-la
par Q. Considérons ensuite une fonction augiliaire de ¢ (¢ est compris entre a et

X):

F©) = f()— f0)->=L - &2 ’) 70~
(X t) (n) (x t)
e 0-o

ou Q est défini par la relatlon (6") ; nous supposons que a et x sont des nombres
bien déterminés.

Calculons le dérivée F(¢) :
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- 2(x t) (x— t)

F')y==f'O+f'®~- f"(t) — () ———=—f"(O)+...
(x f)n f(n)( n+ 27D ’l(x f(n)(t) (x— f) fn+l )+ (n+D(x-1)"
(n-1)! (n+1)!
Ou apres avoir simplifié :
=S pen Lo

Ainsi, la dérivée de la fonction F(¢) existe pour tous les points ¢ voisins du point
d’abscisse a (a <t < x poura <xeta >t x pour a>x).
Notons également que [en vertu de la formule (6)]

F(x)=0, F(a)=0.

Donc, les conditions de validité du théoréme de Rolle sont remplies pour la
fonction F (¢) et, par conséquent, il existe une valeur ¢ =  comprise entre a et x,
pour laquelle F' () = 0. Nous en déduisons, en vertu de la relation (8):

(x —n?) oD gy L XS (x 53) 0=0.
d ou
0=/""@®.
En substituant cette expression dans la formule (7) nous avons :
R0 =t “)) 7.

Clest la formule de Lagrange pour le reste. Puisque & est compris entre x et a,
nous pouvons le mettre sous la forme )

E=a+0(x—a)

ou 0 est un nombre compris entre 0 et 1, c'est-a-dire 0 < 0 < 1 ; la formule qui
donne le reste devient

R()_(x a)™*

T f<”“>[a+e(x a)]

" Voir la fin du § 2 du présent chapitre.
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La formule

()= f(a)+ x;“ f(a)+

(x a) G0 0 (g4 (x( a)) 70 a+6(x—a)}

s'appelle formule de Taylor de la fonction f(x).
Si dans la fotmule de Taylor on fait @ = 0, on trouve

=10+ f(0)+ f”(0)+

(x —a)2

f"(a)+...
®

(10)
+—f(”)(0)+ oY f<"“> (6x).

ou 0 est compris entre 0 et 1. Ce cas particulier de la formule de Taylor est
connu sous le nom de formule de Maclaurin.

§ 7. Développement des fonetions e*, sin x, cos x par la
formule de Taylor

1. Développement de la fonction f{x)=¢". En calculant les dérivées successives
de f'(x), nous avons:

F)=¢,f(0)=l.
fx=¢é, f(0)=1,
P o

En substituant les expressions trouvées dans la formule (10) § 6 nous avons:

2 3 n n+l

S U R I S e
120 3 n o (n+1)!
0<0<I.

Si|x | <1, alors, en prenant n = 8§, on a pour le reste I'estimation suivante
1 -5
Ry <—=3<10
9

La formule obtenue en posant x = 1 permet de calculer la valeur approchée du
nombre e :
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e:1+1+l+l+...+l
21 3 8!
Si l'on effectue les calculs en prenant 6 chiffres *) aprés la virgule, puis,
arrondissant le résultat, en conservant 5 chiffres, on trouve e = 2,71828. Les
quatre premiers chiffres aprés la virgule sont exacts puisque l'erreur n'excede

pas le nombre % ou 0,00001.

Remarquons que quel que soit x, le reste

+1
xn

RH =
(n+1)!
En effet, puisque 6 < 1, la quantité ¢* est bornée, pour x fixé (elle est plus
petite que e" si x > 0 et plus petite que 1 six <0).
Démontrons que pour tout x fixé
n+l

(n+1)!

e quand n —>

— Oquand n — oo.

En effet,

xn+1

(n+1)!

X X X Ex
1 23 7 nn+l

Si x est un nombre fixé, il existe alors un entier positif N tel que
|x|<N.
[
Posons W = ¢ ; alors, compte tenu de ce que 0 < g < 1, nous

pouvons écrire pourn =N+ 1, N+2, N+ 3, etc.

S U EE S U 20 N 1

(m+DY (1 2 3 7w o+l |1](2] |3 T|N=1|N| T

Alx ] xxx x T va

Al a1 23 N T T vy
car|—| =gq; S <

* N+1 4 ’ +1 1

* Autrement l'erreur sommaire d'arrondi peut de beaucoup dépasser dans les
calculs Rg (ainsi, pour un nombre de termes a additionner égal a 10 'erreur peut
atteindre 5¢107).
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N-1

(N -1

n-N+2

Mais

est une constante et, par conséquent, ne dépend pas de n;

d'autre part, g tend vers zéro pour n — co. Donc,

n+l
Jim

n+l

(n+1)!
ressort de ce qui précéde que quel que soit x, nous pouvons calculer €' avec la
précision voulue & condition de prendre un nombre suffisamment grand de
termes.

(M

Par conséquent, R, () = e* tend également vers zéro pour n — oo. Il

2. Développement de la fonction f{x)= sin x. Calculons les dérivées successives

de f(x)=sinux: f(0)=0
f'(x)=cosx = sin(x+gj f@0=1,

f"(x):—sinxzsin(x+2g) £(0)=0,
S"(x)=—cosx = sin(x+3§j 0y =-1,

£ (x)=sinx = sin[x + 4%] 0y=0,

) = si T ™ 0y = sin n -~
f (x)—sm{x+n2} £Y7(0) s1nn2

£ (x) = sin{x+(n+1) ﬂ £ () = sin[§+(n+1) ﬂ

En substituant les expressions trouvées dans la formule (10) § 6, nous en

déduisons le développement de la fonction f (x) = sin x, d'apres la formule de
Taylor :

) 3 xS xn ) . n+l

sinx=x——+——..+—sinn—+

35! n! 2 (n+1)!

sin{ég +(n+1) ﬂ
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z : !
1 / ,’
' Ve
! ¥z s / s s
\‘ // y=1'-—.t fﬁz
\ / !
\\ y/ \\\ e /I
NG\ -2 ) N\
“ [ Y 4 z
<7 \\\ ‘\
// ‘\ y=sinx
% ez
4 '.
/ 1
]
[}
\
. T
Comme s1n{§ +(n+1) E} <1, lim R, (x) =0 pour toutes valeurs de x.
n—>0

Appliquons la formule ainsi trouvée au calcul de la valeur approchée de sin 20°.
Posons n = 3, c’est-a-dire que nous ne considérerons que les deux premiers
termes du dévellopement :

n 1

sm20°:s1n£z——— r
9 9 319

Evaluons 1'erreur commise qui est égale au reste :

[Rs] =

L'erreur commise est donc inférieure a 0,001, c'est-a-dire que sin 20° = 0,342 a
0,001 pres.

3
j =0342.

4
(—j —sin(8 +2m) < (9] % =0,0006 < 0,001 .

Les graphiques de la fonction f'(x) = sin x et des trois premicres approximations
3 3 5
X7 X7 x
S )=x8x)=x—;8,(x)=x—+—.
() =08y (1) = x =T S5 () ==+
sont donnés sur la figure 97.

3.Développement de la fonction f(x)=cosx.
En calculant les dérivées successives de la fonction f(x) = cos x au point x = 0

et en les substituant dans la formule de Maclaurin nous trouvons le
développement :
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2 4 n n+l
cosle—x—+x——...+x—cos nE +2 cos §+(n+1)E
21 4 n! 2) (n+1)! 2
1&1<[x]
Dans ce cas également 1im R, (x) =0 pour toutes les valeurs de x.

n—>0

Exercices

Vérifier le théoréme de Rolle pour les fonctions

y=x%-3x+2 surle segment [1, 2].

y=x3+ 5x% - 6x sur le segment [0, 1].

y=(x-1)(x-2)(x-3) sur le segment [1, 3].

y =sin? x sur le segment [0, t].

La fonction f'(x) = 4x> + x? - 4x - 1 a pour racines 1 et -1. Trouver la racine
de la dérivée /' (x), dont il est question dans le théoréme de Rolle.

6. Vérifier qu'entre les racines de la fonction y =3/x2—5x+6 se trouve une
racine de sa dérivée.
7. Vérifier le théoréme de Rolle pour la fonction y = cos? x sur le segment

_rr
4 4
8. La fonction y=l—5\/x4 s'annule aux extrémités du segment [-1,

1]. Vérifier que la dérivée de cette fonction ne s'annule en aucun point de
l'intervalle (-1, 1). Expliquer pourquoi on ne peut appliquer ici le théoréme
de Rolle.

9. Composer la formule de Lagrange pour la fonction y = sin x sur le segment
[x1, x2]. Rép. sin x; - sin x; = (x; - x1) cos ¢, x; < ¢ < Xp.

10. Vérifier la formule de Lagrange pour la fonction y = 2x — x? sur le segment
[0,1].

11. En quel point la tangente a la courbe y = x" est paralléle a la corde
soustendant les points M; (0, 0) et M, (a, a")? Rép. Au point d'abscisse

_a

12. En quel point la tangente a la courbe y = Log x est paralléle a la corde
sous-tendant les points M, (1, 0) et M, (e, 1)? Rép. Au point d'abscisse ¢ =
e-1

Utiliser la formule de Lagrange pour démontrer les inégalités :

13. "> 1+x.

14. Log (1 +x) <x (x> 0).

15. b"-a"<nb"-1(b—a) pour b > a.

16. arctgx <x.

Nk R
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17. Ecrire la formule de Cauchy pour les fonctions f(x) = x% ¢(x) = x> sur
14
le segment [1, 2] et trouver c. Rép. c= ? .
Calculer les limites suivantes
18, lim=—L Rep. L . 19. fim &“—%— Rép. 2.
x>l x" =1 n x—0 Sinx
tg x— -
20. fim 22" Rep. 2. 200 Jim -1 Rep. -2.
x—0 X —Ssin x x—>0 cosx—1
22. x| Rép. La limite n'existe pas ( V2 pour x— +0,

lim ——
x—0 4/1—cos x

-ﬁpourx—) -0).

logsi 1 * _p*
23, 1im 228X e L o4 i Y Rep.Log 2.
o (m—=2x)? 8 x>0 X a
2
I 1 o
25. lim 2—TMY pep. = 26, lim 2T Rép. cos a.
x>0  sin’3x 6 x—>a  X—a
y 1 -1 X Qi _
27 Jim YT pep 2 28, fim ST Rep L
y—0 log(1+y) 0 3x x> 3
. 3x-1 , 3 . logx | )
29. lim .Rép. — . 30. lim (oun>0). Rép. 0.
x> 2X+5 2 x—>o x"
log[l + lj log(mj
3. lim——2 Rép. 1. 32 lim———> 2 .Rép.-1.
x—w arcctgx X—>00 (x— j
log| —
x
33, lim L.Rép.Opoura>0;00p0uraS0.
yoto g™
X —X 1 .
34, fim & Ré.1. 35, Jim 28SIM3X pen 1)
x—t0 ¥ —e ¥ x—0 logsin x
logt I -1)-
36. 1im 287X Rep. 1. 37, 1im 28X DX pes 0.
x—0 logtg 2x x—>1 n
tg—
2x

38. 1im(1—x)tg%.Rép. g 39, nm{ 2 —L} R

x—1 il x2—-1 x-1
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1
40. lim -
xo1| logx logx

} .Rép.-1. 41. 1im (secp—tgp).Rép. 0.
T

2
™2

1 1 1
4. lim|:i— }.Rép.— 43. lim xcig 2x. Rép. -

x| x—1 logx 2 x50
L ne 1
44. lim x%e* .Rép. 45. limx'"*.Rép. —
x—0 x—l1 e
tgx
46. Tim~e®  Reép. 1. 47. lim (l) Rép. 1.
t—o x>0\ X
AN 1 1
48. lim [1+—j .Rép. ¢". 49. 1im (ctg x)iogx - Rép. — .
X—® X x—0 e
1
T sin @ \o* 1
50. lim (cosx)2 .Rép. 1. 51. lim( j .Rép —
sk -0\ @ e

2

w2 1
52. 1im[tg —) .Rép. —
4 e

x—l1

53. Décomposer le polyndme x* - 5x* + 5x* + x + 2 suivant les puissance de x —
2.Rép.-T(x—2)—(x—2)Y+3(x-2)Y+(x-2)"

54. Décomposer suivant les puissances de x + 1 le polyndome x° + 2x* —x* + x +
LRép. (x+ 1P +2(x+1)P =3+ 1) +(x+1)

55. Ecrire la formule de Taylor pour la fonction y = Jx. poura=1,n=3:

Rép.

I -11
X :1+x_._
1 2 1.2 4 1.2.3 8 4!

56. Ecrire la formule de Maclaurin pour la fonction y =+/1+x pourn=2.
3
Rép. v1+x :1+%x—%x2 +x—5, 0<0<l1
16(1+60x)2
57. Utiliser les résultats de I'exemple précédent pour évaluer l'erreur de 1'égalité
approchée

2 3 4
@-D? 1 (=D’ 3 (x-1) xl—z-[1+9(x—l)]’%, 0<0<1

Vl+x zl+lx—lx2 pour x = 0,2. Rép. Inférieure a ! .
278 2:10°

Elucider la provenance des égalités approchées pour les faibles valeurs
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de x et évaluer ’erreur de ces égalités:

2 4 3 5
2
58.10gcosxz—x——x— 59.tgx ~ a2
2 12 3 15
x3 x3
60. arc sin x~ x+— . 6l.arctgx = x——.
6 3
et +e " x? x* 53
62. ——~l+ -+ 63.log(x+\/l—x2)zx—x2+7

Utiliser la formule de Taylor pour calculer la limite des expressions

64. lim—— " Rép. 1.

log2(1+ x) —sin %x

65. lim - Rép. 0.
x—0 l_e—x

2(tg x —sin x) — x> o1

66. hm% .Rép —

x—0 X 4

67. lim {x—leog(l+lﬂ . Rép. 0.

x—0 X
1 et
68. 1im(——ﬁ).1zép.
x—0 x2 X

69. lim (— —ctg? xj Rép.



171

Chapitre V

ETUDE DE LA VARIATION DES FONCTIONS

§ 1. Position du probléme

L'étude des rapports quantitatifs entre les divers phénomeénes de la nature nous
pousse a rechercher et a étudier le lien fonctionnel existant entre les variables
qui caractérisent un phénomene donné. Si ce lien fonctionnel peut étre exprimé
sous une forme analytique, c'est-a-dire a l'aide d'une ou de plusieurs formules, il
nous est alors possible d'entreprendre 1'étude de cette dépendance fonctionnelle
par les méthodes de l'analyse mathématique. Par exemple, lors de 1'étude de la
trajectoire d'un projectile lancé dans le vide, nous trouvons la formule
Vg sin 20
g

g qui exprime la relation fonctionnelle existant entre la portée R, 1'angle de tir o
et la vitesse initiale v, (g est 'accélération de la pesanteur).

R =

Gréace a cette formule, il nous est possible de déterminer pour quelles valeurs de
o la portée R sera maximum ou minimum, dans quelles conditions
l'augmentation de a entrainera celle de la portée, etc.

Citons un autre exemple. L'étude des vibrations d'un corps reposant sur des
ressorts (train, automobile) nous fournit une formule exprimant la dépendance
fonctionnelle entre I'écart y de ce corps de la position d'équilibre et le temps ¢:

y=e*(4 cos ot + B sin of).

Les grandeurs k, 4, B, ® entrant dans cette formule ont une valeur bien
déterminée pour un systéme vibratoire donné (elles dépendent de 1'¢lasticité des
ressorts, du poids du corps, etc., mais ne varient pas avec le temps ) et, par
conséquent, peuvent étre considérées comme constantes.

La formule obtenue permet de conclure pour quelles valeurs de ¢ I'écart y
augmente avec 7, comment varie la valeur de I'écart maximum avec le temps, a
quelles valeurs de ¢ correspondent ces écarts maximums, pour quelles valeurs de
¢ on obtient les vitesses maximums de déplacement du corps, etc.
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Toutes les questions de ce genre se rapportent a un méme probléme, plus
général, que 1'on nomme « 1'étude de la variation des fonctions ».
I1 est évidemment malaise de répondre a toutes ces questions en calculant la
valeur numérique des fonctions en certains points. (comme nous 1'avons fait au
ch. II). L'objet du pressent chapitre est de donner les principes généraux de
1'etude de la variation des fonctions.

§ 2. Croissance et décroissance des fonctions

Nous avons défini au § 6 du chapitre I les fonctions croissante et décroissante.
Nous utiliserons maintenant la notion de dérivée pour 1'etude de la croissance et
de la décroissance des fonctions.
Theoréme. 1) Si la fonction f (x) dérivable sur le segment [a, b] est
croissants sur ce segment, alors sa dérivée n'est pas négative sur ce segment,
c’est-a-dire f (x) > 0.

2) Si la fonction f (x) est continue sur le segment [a, b], dérivable dans
l'intervalle (a, b) et si de plus f (x) > 0 pour a < x < b, alors:, f (x) est une
fonction croissante sur le segment [a, b].

Démonstration. Démontrons tout d'abord la premiére partie du théoréme.
Soit f(x) une fonction croissante sur le segment [a, b]. Donnons a la variable
indépendante x un accroissement Ax et considérons le rapport

S+ A=)

1
A 6]
f(x) étant une fonction croissante, on a f'(x + Ax) > f(x) pour Ax > 0 f'(x + Ax) <
f(x) pour Ax <0
Dans les deux cas
fErA)- [

Ax
et, par conséquent,
S+ A) - f(0)
lim —————=20,
im

Ax—0

c’est-a-dire f'(x) > 0, ce qu'il fallait démontrer. (Si nous avions f” (x) < 0, le
rapport (1) serait négatif pour les valeurs suffisamment petites de Ax, ce qui
aurait contredit la relation (2).)

Démontrons maintenant la seconde partie du théoréme. Soit f* (x) > 0 pour tous
les x appartenant a 1'intervalle (a, b).

Considérons deux valeurs arbitraires x;, et x, (x; < xp) de la variable
indépendante prises sur le segment [a, b].
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En vertu du théoréme de Lagrange sur les accroissements finis, nous avons:

S - £ ) =£(8) (x2-x1), x1 <E<xy

Par hypothese f(§) > 0, par conséquent, f (x,) - f (x;) > 0, ce qui exprime bien
que f'(x) est une fonction croissants..
¥ 4 y

o\

Fig. 98

On peut énoncer un théoréme analogue pour les fonctions d4croissantes
(dérivables)

Si f'(x) est une fonction décroissante sur [a, b], alors f' (x) < 0 sur ce segment.
Si f(x) < 0 dans l'intervalle (a, b), alors f (x) est décroissante sur le segment [a,
b]. [Bien entendu, nous supposons ici également que la fonction f (x) est
continue en tout point du segment [a, b] et dérivable en tout point de
1'intervalle (a, b).]

Remarque. Le théoréme que nous venons de
démontrer s’interpréte géométriquement comme
suit: si la fonction f'(x) est croissants ~ sur le
segment [a, b], la tangente de la courbe y = f (x)
forme, en chaque point de ce segment, un angle
aigu ¢ avec I’axe Ox (en certains points elle peut
étre paralléles a cet axe). La tangente de cet
angle n'est donc pas négative : f (x) =tg ¢ =2 0
(fig. 98,a). Si la fonction f'(x) est décroissante sur
le segment [a, b], 1’angle formé par la tangente
et I’axe Ox est obtus (ou exceptionnellement, en
certains points, la tangente est parall¢le a 1'axe Ox). Fig. 99

La tangente de cet angle n’est donc pas positive (fig. 98, b). La seconde partie
du théoréme s'interpréte de la méme fagon. Ainsi, ce théoréme permet de
conclure si la fonction est croissante ou décroissante d'aprés le signe de la
dérivée.

Exemp 1 e. Déterminer le domaine de croissance et de décroissance de la
fonction : y = x*.
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Solution. La dérivée de cette fonction est :
y'=ax?;
pour x >0 on a y’> 0 et par suite la fonction est croissante ; pour x <0, ona y'<
0 et la fonction est décroissante (fig. 99).

§ 3. Maximum et minimum des fonctions

Définition du maximum. On dit que la fonction f (x) admet un maximum au
point x; si la valeur de la fonction f (x) est en ce point plus grande qu'en tout
autre point d'un certain intervalle contenant le point x;. En d'autres termes, la
fonction f'(x) admet un

g\
Olaz z, z b ¥ Ola 2, z, z,2, b 7T
Fig. 100 Fig. 101

maximum au point x = x; si f (x; + Ax) < f (x;) pour tous les Ax (positifs ou
négatifs) suffisamment petits en valeur absolue ).

Par exemple, la fonction y = f'(x), dont le graphique est représenté sur la figure
100, admet un maximum pour x = x;.

Définition du minimum. On dit que la fonction f'(x) admet un
minimum pour x = x; si

SO0+ Ax) > £ (x2),

pour tous les Ax (positifs ou négatifs) suffisamment petits en valeur absolue
(fig. 100). Par exemple, la fonction y = x*, que nous avons considérée a la fin du
précédent paragraphe (voir fig. 99), admet un minimum pour x = 0, puisque y =
0 pour x = 0, et y > 0 pour toutes autres valeurs de x.

" On énonce parfois comme suit cette définition: la fonction f (x) admet un
maximum au point x; s'il existe un voisinage (o, ) du point x; (a0 <x; < <) tel
que pour tous les points de ce voisinage différents de x; l'inégalité f (x) < f (x)
soit satisfaite.
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Nous tenons a attirer l'attention sur les points suivants relatifs a la définition
du maximum et du minimum.

1. Une fonction définie sur un segment ne peut atteindre son maximum
ou son minimum qu'en un point intérieur de ce segment.

2. On ne doit pas confondre le maximum et le minimum d'une fonction
respectivement avec sa plus grande et sa plus petite valeur (les bornes
supérieure et inférieure) sur. le segment considéré : la valeur de la fonction au
point de maximum n'est sa plus grande valeur que par rapport a ses valeurs aux
points x suffisamment voisins du point de maximum. De méme, en un
point de minimum, elle n'est la plus petite valeur de la fonction que par rapport
a ses valeurs aux points suffisamment voisins du point de minimum.
C'est pourquoi on emploie parfois les expressions maximum relatif ou
minimum relatif, au lieu de maximum et minimum.

Ainsi, la figure 101 représente une fonction définie sur le segment [a, b] qui a

un maximum pour x = x; et x = x3;
un minimum pour x = x; et x = x4 ;

mais le minimum de la fonction pour x = x4 est plus grand que le maximum de
cette fonction pour x = x;. En outre, la valeur de la fonction pour x = b est plus
grande que la valeur de cette fonction aux points de maximum.

On appelle les maximums et les minimums d'une fonction les extremums ou les
valeurs extrémales de cette fonction.

Les valeurs extrémales d'une fonction et leurs dispositions sur le segment [a, b]
caractérisent dans une certaine mesure la variation de la fonction par rapport a
la variation de la variable indépendante.

Nous indiquerons, par la suite, une méthode pour trouver les valeurs extrémales.

Théoréeme 1 (Condition nécessaire pour Il'existence
d'un, extremum). Sila fonction dérivable y = f (x) a un maximum ou un
minimum au point x = x1, alors sa dérivée s'annule en ce point, c'est-a-dire f'
(x1)=0.

Démonstration. Supposons, pour fixer les idées, que la fonction y = (x)
ait un maximum au point x = x;. Alors nous aurons pour les Ax (Ax # 0)
suffisamment petits en valeur absolue

S+ Ax) <f(x),
SO+ Ax) - f (x) <0.

Mais alors le signe du rapport
S +A) - f(x)
Ax

c'est-a-dire

est déterminé par le signe de Ax
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S +A0) - f(x)) >0 pour Ax <0,
Ax
S +i’2—f(x1) <0 pour Ax > 0.

11 vient de la définition de la dérivée que
SOy +Ax) - f(x)

Ax
Si la dérivée de f (x) existe au point x = x;, la limite du second membre ne
dépend pas de la maniére dont Ax tend vers zéro (en restant positif ou négatif).
Mais si Ax — 0 en restant négatif, alors

(1) 20.

Si Ax — 0 en restant positif, alors

S () <0.

S'(x) = lim
Ax—0

Comme f'(x;) est un nombre bien défini ne dépendant pas de la maniére dont Ax
tend vers zéro, les deux inégalités précédentes ne sont compatibles que dans le
cas ou

S (x)=0.

On démontrerait d'une maniére analogue le théoréme pour le cas du minimum.
Le théoréme ainsi démontré traduit la propriété géométrique suivante : si la
fonction f'(x) a une dérivée au point de maximum ou au point de minimum, la
tangente a la courbe y = f(x) en ces points est parallele a 1'axe Ox. En effet, il
vient de la relation f* (x;) = tg ¢ = 0, ou ¢ est I'angle formé par la tangente et
I'axe Ox, que @ = 0 (fig. 100).

Il découle immédiatement du théoréme 1 : si la dérivée de la fonction f (x)
existe pour toutes les valeurs considérées de la variable indépendante, alors la f
onction ne peut avoir un extremum (maximum ou minimum) que pour les
valeurs de x annulant la dérivée. La réciproque n’est pas vraie . un point ou la
dérivée s'annule n'est pas nécessairement un maximum ou un minimum de la
fonction. Par exemple, la dérivée de la fonction représentée sur la figure 100
s'annule au point x = x;3 (la tangente est parallele a 1'axe Ox), mais en ce point la
fonction n'a ni maximum ni minimum.

De méme, la dérivée de la fonction y = x* (fig. 102) s'annule au point x = 0:
(yl)x=0 = (3x2)x:0 =0

mais en ce point la fonction n'a ni maximum ni minimum. En effet, aussi voisin
que soit le point x du point 0, nous avons x3 < 0 pour x < 0 et x3 > 0 pour x > 0.
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Nous avons étudié le cas d'une fonction f (x) dérivable en tout point de son
domaine de définition. Que peut-on dire au sujet des points ou la dérivée
n'existe pas?

v
y=x
0 z ¥
y=laf
0] K
Fig. 102 Fig. 103

Nous montrerons sur des exemples qu'en ces points la fonction peut avoir un
maximum ou un minimum, mais peut également ne pas avoir de maximum ni
de minimum.

Exemplel. La fonction y = | x | n'a pas de dérivée au point x = 0 (en ce
point la courbe n'a pas de tangente définie), mais elle a un minimum en ce point
(fig. 103) : y = 0 pour x = 0 et en tout autre point x différent de zéro y > 0.

2

Exemple2. La fonction y=(1-x3)n'a pas de dérivée au point x = 0,
21 1

puisque y'=—(1-x3)2x 3 devient infinie quand x tend vers zéro ; toutefois

elle admet un maximum en ce point: /(0) = 1, £ (x) < 1 quand x est différent de

0 (fig. 104).

Exemple3. La fonction y= Ix n'a pas de dérivée au point x = 0 (' >0

pour x—0). En ce point la fonction n'a ni maximum ni minimum f'(0) - 0 ; f'(x)
<0 pour x <0, f(x) >0 pour x > 0 (fig. 105).

Ainsi, une fonction ne peut avoir d'extremum que dans deux cas aux points ou
la dérivée existe et s'annule ou aux points ou la dérivée n'existe pas.

Remarquons que si en un point la dérivée n'existe pas (mais existe dans un
certain voisinage de ce point), elleaunediscontinuité en ce point.
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Les valeurs de la variable indépendante, pour lesquelles la dérivée s'annule
ou a une discontinuité, sont appelées points critiques ou valeurs critiques.

p
y=vz
0 N 4
Fig. 104 Fig. 105

IT découle de ce qui précéde que tout point critique n'est pas nécessairement un
extremum. Mais si la fonction a un maximum ou un minimum en un certain
point, ce dernier est nécessairement un point critique. C'est pourquoi on procede
de la maniére suivante pour rechercher les extremums. On trouve d'abord tous
les points critiques, puis on étudie chaque point critique séparément, afin de
déterminer si c'est un maximum, un minimum de la fonction ou si ce n'est ni
I'un ni l'autre.

L'étude de la fonction aux points critiques est basée sur les théorémes suivants.

Théoréme 2. (Conditions suffisantes pour l'existence
d'un extremum). Soit f (x) une fonction continue dans un intervalle
contenant le point critique x, et dérivable en tout point de cet intervalle (sauf
peut-étre au point x,). Si la dérivée change de signe du plus au moins quand on
passe par le point critique de gauche a droite, la fonction a un maximum pour x
= x1. Si la dérivée change de signe du moins au plus quand on passe par le
point x| de gauche a droite, la fonction a un minimum en ce point.
Ainsi,

. {f’(x) > 0 pour x < x;,

si a)
f'(x) <0pour x> xq,

la fonction admet un maximum au point x;;

ib) f'(x) <Opour x < x;,
si
f'(x)>0pour x> x,,

la fonction admet un minimum au point x;. En outre, il faut que les conditions a)
ou b) soient remplies pour toutes les valeurs de x suffisamment proches de xi,
c'est-a-dire pour tous les points d'un voisinage suffisamment petit du point
critique x;.
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Démonstration. Supposons d'abord que la dérivée change de signe en
passant du plus au moins, c'est-a-dire que pour tous les x suffisamment voisins
du point x;, nous avons
1 (x)> 0 pour x <x,
1 (x) <0 pour x > x;.

En appliquant le théoréme de Lagrange a la différence f'(x) - f'(x;), on obtient:
J@)-f () =1(8) (x-x1),

ou & est un point compris entre x et x;.

1) Soit x < xy; alors

E<x, f1(8) >0,/ (&) (x-x)<0
S -f)<0
SO <fe). (1)
E>x;, f1(8) <0, f€) (x-x1) <0
S -f0)<0
SO <fe). (@)

et, par conséquent,
ou

2) Soit x > x;; alors
et, par conséquent,

ou

Les relations (1) et (2) montrent que pour toutes les valeurs de x suffisamment
voisines de x; la valeur de la fonction est plus petite que la valeur de la fonction
au point x;. Cela signifie justement que la fonction f'(x) admet un maximum au
point x;.

On démontre d'une maniére analogue la seconde partie de ce théoréme.

La figure 106 illustre clairement la signification géométrique du théoréme 2.
Supposons que f(x;) = 0 pour x = x;et que pour toutes les autres valeurs de x
suffisamment voisines de x; les inégalités

1 (x) >0 pour x <x,
1 (x) <0 pour x > x;
soient satisfaites.

Alors pour x < x; la tangente a la courbe forme avec I'axe Ox un angle aigu, la
fonction est croissante ; pour x > x; la tangente a la courbe forme avec l'axe Ox
un angle obtus, la fonction est décroissante ; au point x = x; la fonction qui était
croissante devient décroissante, autrement dit, elle admet un maximum.
Supposons maintenant que f (x,) = 0 pour x = x, et que pour toutes les autres.
valeurs de x suffisamment voisines de x2 les inégalités
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1 (x) <0 pour x < x,,
1 (x)> 0 pour x> x,
sont satisfaites. Alors pour x < x; la tangente a la courbe forme avec I'axe Ox un
angle obtus, la fonction est décroissante ; pour x > x; la tangente a la
courbe forme avec

gy

0 T
Fig. 106

I'axe Ox un angle aigu, la fonction est croissante. Au point x = x, la fonction
décroissante devient croissante, c'est-a-dire qu'elle a un minimum.
Supposons qu'au point x = x3 fI(x3) = 0 et que pour toutes les valeurs de x
suffisamment voisines de x;, les inégalités soient satisfaites.

1 (x)> 0 pour x <x3,

1 (x)> 0 pour x > x3

Alors la fonction est croissante pour x < x; ainsi que pour x > x3. Par
conséquent, elle n'a ni maximum ni minimum au point x = x3 . C'est justement
ce qui a lieu pour la fonction y = x> au point x = 0.

En effet, la dérivée de cette fonction est égale a y'= 3x2, donc

(yl)x:() = 0’ (y')x<0 > 0’ (y/)x>0 >0
Cela signifie que la fonction n'a ni maximum ni minimum au point x = 0 (voir
fig. 102).

§ 4. Marche a suivre pour I'étude du maximum et du
minimum d'une fonction dérivable a l'aide de la dérivée
premiére

En nous référant au paragraphe précédent, nous pouvons énoncer la regle
suivante concernant 1'étude du maximum et du minimum d'une fonction
dérivable
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y=fx)

1. On calcule la dérivée premicre /' (x) de la fonction.

2. On cherche les valeurs critiques de la variable indépendante x; pour
cela

a) on cherche les racines réelles de 1'équation obtenue en égalant a zéro
la dérivée premiere /' (x) =0 ;

b) on cherche les valeurs de x pour lesquelles la dérivée /' (x) a des
discontinuités.

3. On étudie le signe de la dérivée a gauche et a droite du point
critique. Comme le signe de la dérivée ne change pas dans l'intervalle compris
entre deux points critiques consécutifs, il suffit, pour étudier, par exemple, le
signe de la dérivée a gauche et a droite du point critique x, (fig. 106), de
déterminer le signe de la dérivée aux points a et B (x; < o <xp, xp < <x3, U X,
et x; sont les points critiques voisins de x;).

4. On calcule la valeur de la fonction f'(x) pour chaque valeur critique
de la variable indépendante.

Nous obtenons ainsi le schéma suivant exprimant les différents cas qui peuvent
se présenter.
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Etudions le premier point critique x; = 1. Comme y'= (x - 1) (x - 3), alors

y pourx <1 nousavons y'=(-)-(-)>0;
pour x > 1 nous avons y'= (+)- (-) <0.

Donc au voisinage du point x; = 1 (quand
on passe de gauche a droite) la dérivée change de
signe ; elle passe du plus au moins. La fonction
admet donc un maximum pour x = 1. La valeur de
la fonction en ce point est

3
1 y=§‘r —21% 3z+1

7
(y)x=l = g
7
Y3 Etudions le second point critique x, = 3:
/ Yo pour x < 3, nous avons y'=(+) - (-) <0

Signe de la dérivée /' (x) au voisinage du point Nature du point critique
critique x;
x< x; X=X x> X
+ 1" (x1)=0 ou discontinuité - Maximum
- 1" (x1)=0 ou discontinuité + Minimum
+ 1 (x1)=0 ou discontinuité + Ni maximum ni minimum (la
fonction est croissante)
- 1 (x1)=0 ou discontinuité - Ni maximum ni minimum (la
fonction est décroissante)

Exemplel. Trouver les maximums et les minimums de la fonction
3
y:%—2x2+3x+1 .

Solution. 1) Calculons la dérivée premicre de cette fonction

y'=x?-4x+3.
2) Trouvons les racines réelles de la dérivée
x2-4x+3=0.

Par conséquent, x; = 1, x, = 3.

La dérivée est partout continue; il n'y a donc pas d'autre point critique.
3) Etudions les valeurs critiques et reportons les résultats sur la figure 107.

0z 3 % pour x> 3, nous avons y'= (+) - (+) > 0.

Cela signifie qu'au voisinage du point x = 3 la
dérivée change de signe ; elle passe du moins au
plus. La fonction a donc un minimum pour x = 3. La
valeur de la fonction en ce point est:

Fig. 107. (v),; =1
Les résultats de notre étude nous permettent de construire le graphique de la
fonction (fig. 107).
Exemple2. Trouver les maximums et les minimums de la fonction

y=@-nix
Solution. 1) Calculons la dérivée
y,:%/;+ 2(x-1) 5x-2

A 3y
2) Trouvons les valeurs critiques de la variable indépendante : a)
trouvons les points ou la dérivée s'annule

-2 2
L 0, x ==

y - =Y,
3Rx 5
b) déterminons les points de discontinuité de la dérivée (dans le cas présent la
fonction devient infinie). Le point

Xy = 0
est évidemment au nombre de ces derniers. (Notons que la fonction est définie
et continue au point x, = 0).
I1 n'y a pas d'autres points critiques.

3) Déterminons la nature des points critiques trouvés. Etudions le point
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X = %.Notons que (v),.2 <0, (y'),.2>0;
5 5

. . . 2
nous pouvons donc conclure que la fonction admet un minimum au point x= 5

La valeur de la fonction au point de minimum est égale a

()2 =@—1)3\/%:_§3\/%.

Etudions le second point critique x = 0. I1 vient de

0)5<0>0,()x>0<0

que la fonction a un maximum au point x = 0. En outre, (y), - . Le graphique
de la fonction considérée est représenté sur la figure 108.

§ 5. Etude du maximum et du
minimum des fonctions a l'aide g=(1-1) V&7
de la dérivée seconde

denlns

Soit y = f (x) une fonction dont la dérivée 0

=

s'annule au point x = xi, c'est-a-dire f (x;) = 0.
Supposons, en outre, que la dérivée seconde f”
(x) existe et soit continue dans un voisinage du
point x;. Nous pouvons alors énoncer le
théoréme suivant.

Théoreme. Soit f (x) =0, alors la fonction
a un maximum au point x = x, si " (x;) <0 et
un minimum si f" (x;) > 0.

Démonstration. Démontrons d'abord la premiére partie du théoréme.
Soient

SO =0et/"(x) <0
1"(x) étant par hypothése continue dans un certain voisinage du point x = x;, il
existe évidemment un segment suffisamment petit contenant le point x; en tout
point duquel la dérivée seconde /" (x) est négative.

Mais f” (x) est la dérivée de la dérivée premiere, /" (x) = (' (x))’, c'est pourquoi
il résulte de la condition (f' (x))' < 0 que la fonction f' (x) est décroissante sur le
segment contenant x = x; (§ 2, ch. V). Mais f’ (x;) = 0, par conséquent, sur ce
segment nous avons f’ (x) > 0 pour x < x; et f°(x) < 0 pour x > x;, c'est-a-dire que
la dérivée /' (x) change son signe du plus au moins quand on passe par le point x
= x;. Cela signifie justement que la fonction f () a un maximum au point x;. La
premiére partie du théoréme est ainsi démontrée.
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On démontre d'une maniére analogue la seconde partie du théoreme : si f” (x;) >
0, alors f” (x) > 0 en tous points d'un certain segment contenant le point x;, donc
sur ce segment f” (x) = (f (x))' > 0, et, par conséquent, f’ (x) est croissante.
Comme [’ (x;) = 0, cela signifie qu'en passant par le point x; la dérivée f' (x)
change son signe du moins au plus, en d'autres termes, la fonction f (x) a un
minimum au point x = x.

Si au point critique /" (x;) = 0, la fonction peut soit admettre en ce point un
maximum ou un minimum, soit ne pas avoir d'extremum en ce point. En pareil
cas, I'¢tude de la fonction devra étre faite suivant la premiére méthode (voir § 4,
ch. V).

L'é¢tude des extremums a l'aide de la dérivée seconde peut étre schématisée par
le tableau suivant.

1 (x) 1" (x1) Nature du point
critique
0 - Maximum
0 + Maximum
0 0 Non déterminé

Exemp 1 e 1. Déterminer les maximums et les minimums de la fonction
y=2sinx + cos 2x.

Solution. La fonction étant périodique (la période est égale a 2m), il suffit
d'étudier le comportement de la fonction sur le segment (0, 27).
1) Calculons la dérivée:

y'=2cos x — 2 sin 2x = 2(cos x — 2 sin x cos x)=2 cos x (1 - 2 sin x).

2) Trouvons les valeurs critiques de la variable indépendante
2cosx(l-2sinx)=0,

T T St 3n
Xp=—; Xp =, x3=? -5

3) Calculons la dérivée seconde
y"=2sinx—4 cos 2x.

4) Déterminons la nature de chaque point critique

" 1 1
b )x‘:% :_23_4'5=—3<0

. . . T
Par consequent, nous avons un maximum au pOlIlt X = g :
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+

N | W

o | —
0o | —

(y)x:g =-2-

D'autre part,
(»"),om ==2-1+4-1=2>0.
2

. . - . T
Par conséquent, la fonction a un minimum au point x, = 3

(»),m =2-1-1=1.
2
. Sn
Aupoint x; = 3 nous avons :

1 1
" 5t =—2.——4.—=-3<0.
(v )x:? S 4=

. . . . Sn
Par conséquent, la fonction a un maximum au point x; = ?

() 5m =2-—+

6

N | W

N | —
N |~

Enfin
("), 31 = -2(-1)~4(-1)= 6> 0..
2

, . . . 3n
Par conséquent, la fonction a un minimum au point x, = 7 :
(v), 3% =2-(-1)~1=-3.
2

Le graphique de la fonction considérée est représenté sur la figure 109.
Montrons sur des exemples que si /' (x;) = 0 et /' (x;) = 0, la fonction peut soit
avoir au point x; un maximum ou un minimum, soit ne pas avoir d'extremum du
tout.
Exemp 1e2. Déterminer les maximums et les minimums de la fonction
y=1-x*.
Solution. 1) Trouvons les points critiques :
y'= Ax -4 =0,x=0.
2) Déterminons le signe de la dérivée seconde au point x = 0:
P"=-12x% (9")yeo = 0.

Par conséquent, nous ne pouvons dans ce cas déterminer la nature du point
critique considéré a I'aide du signe de la dérivée seconde.
3) Etudions la nature du point critique en employant la premiére
méthode
(voir § 4, ch. V)
07 )e<0> 0, (¥ )x>0<0.
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La fonction a donc un maximum au point x = 0. La valeur de la fonction en
ce point est (¥), -, = 1.
Le graphique de la fonction considérée est représenté sur la figure 110.

y=2sinx +ces2x

Fig. 109

Exemple 3. Déterminer les maximums et les minimums de la fonction y =
6

x°.

Solution.En procédant suivant la seconde méthode, nous trouvons:

1) y'=6x"y'=6x"=0,x=0;2)p"=30x" (y")s=0=0.

La seconde méthode ne permet donc pas de juger de la nature des points

critiques.

Yy
/__,\ !
0 >.t
y=1-x*
g I
Fig. 110 Fig. 111 Fig. 112

L'emploi de la premiére méthode s'impose:

M <0 <0, () >0 > 0. Par conséquent, la fonction a un minimum au point x =
0 (fig. 111).

Exemp 1 e 4. Trouver les maximums et les minimums de la fonction

y=(x-1>.

Solution. Seconde méthode:
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Y'=3x-1)53-1)7=0,x=1;
Y'=6(-1),("-1=0;
ainsi, I'emploi de la premiére méthode s'impose puisque la. seconde méthode est
inefficace
(y,)x<1 >O: (y')x>l >0.
Par conséquent, la fonction n'a ni minimum ni maximum au point x = 1 (fig.
112).

§ 6. Plus grande et plus petite valeur d'une fonction sur
un segment

Soit y = f (x) une fonction continue sur un segment [a, b]. y=x¥3z+3
Elle atteint alors sur ce segment sa plus grande valeur (voir § y 1
10,ch. 1I). Supposons que cette fonction a un nombre fini de 5

points critiques sur ce segment. Si la plus grande valeur est
atteinte a l'intérieur du segment [a, b], elle s'identifiera
évidemment avec I'un des maximums de la fonction (s'il y a
plusieurs maximums), plus précisément, avec le plus grand
de ces maximums. Mais il se peut également que la plus

considéré. Ainsi, sur le segment [a, b] la fonction £ (x) atteint
sa plus grande valeur soit a I'une des extrémités du segment
considéré, soit en I'un des points critiques intérieurs qui est
justement un maximum.

Ce raisonnement s'applique également a la plus petite valeur
d'une fonction définic dans un intervalle donné ; elle est
atteinte soit a I'une des extrémités du segment, soit a I'un des
points critiques intérieurs qui est un minimum.

11 résulte de ce qui précede la régle suivante pour calculer la
plus grande valeur d'une fonction continue sur le segment [a,
b] on procede de la maniére suivante

1) on recherche tous les maximums de la fonction sur le
segment considéré ;

2) on détermine la valeur de la fonction aux extrémités du
segment en calculant f'(a) et f(b) ;

3) on choisit la plus grande parmi ces valeurs ; Fig. 113
elle sera justement la plus grande valeur de lafonction sur le segment considéré.

grande valeur soit atteinte a I'une des extrémités du segment r -1-6] 1 _%

~15

On procédera d'une maniere analogue pour déterminer la plus petite valeur
d'une fonction sur un segment donné.
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Exemple. Déterminer la plus grande et la plus petite valeur de la

. 3
fonction y = x° - 3x + 3 sur le segment [— 3; 5} .
Solution. 1) Trouvons les maximums et les minimums de la fonction sur le
3
segment | —3;—|:
¢ { J

y'=3x"-3,3x"-3=0, »>=1,x,=-1,
y'=6x, (y")=1=6>0.
Par conséquent, la fonction a un minimum au pointx=1: (y),; =1
D'autre part, (y"),._; =6<0.
Par conséquent, la fonction a un maximum au pointx=-1: (y),._; =5
2) Calculons la valeur de la fonction aux extrémités de l'intervalle

0) 2= O)ea=-15

3
5 8

La plus grande valeur de la fonction considérée sur le segment {—3;%}

est:(y),._; =5,saplus petite valeur est: (y),__; =-15
Le graphique de la fonction considérée est représenté sur la figure 113.

§ 7. Application de la théorie du maximum et du
minimum des fonctions a la résolution de problémes

La théorie du maximum et du minimum des fonctions permet de résoudre de
nombreux problémes de géométrie, de mécanique, etc. Considérons quelques
problémes de cette nature.

y* ,

VLA N
Fig. 114
Problémel. La portée R = OA (fig. (114) d'un projectile lancé (dans le vide)

avec une vitesse initiale v, sous un angle ¢ avec 1'horizon est donnée par la
formule :

o —

2 .
sin 2
R= Yo %

g
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(g étant 'accélération de la pesanteur). Pour une vitesse initiale donnée v,
déterminer pour quelle valeur de I'angle ¢ la portée sera la plus grande.
Solution. La grandeur R est une fonction de l'angle ¢. Etudions les

. . T
maximums de cette fonction sur le segment 0 < ¢ < 3

dRr 2v§ cos2gp 2v§ cos2¢p 0

dg g g
.. T
la valeur critique est y = Z ;
d'autre part,
dzR_ 4v§sin2¢). d*R B 4} <0
dg? g \do*) = g
=

. . . . T
La fonction R présente, par conséquent, un maximum pour la valeur ¢= 7

: S T
Les valeurs de la fonction R aux extrémités du segment {O; E} sont

(R)(p:o =0, (R)(p% =0

Le maximum trouvé est bien la plus grande valeur de R.
Probléme?2. Quelles doivent étre les dimensions d'un cylindre de volume v
pour que sa surface totale S soit minimale ?
Solution. Désignons par r le rayon de la base du cylindre et par / la hauteur,
nous avons:

S=2m + 2mrh.
Le volume étant donné, / s'exprime en fonction de » par la formule v = A,
d'ou

h=
2

En substituant cette valeur de 4 dans l'expression de S, nous avons:

v
S =2mr?+2mr—
mr?

S = Z[nrz +Kj
"

v est ici un nombre donné. Par conséquent, nous avons exprimé S en fonction
d'une seule variable indépendante r.
Trouvons la plus petite valeur de cette fonction dans l'intervalle 0 < 7 < oo:

ou
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B o o) -2 =0, =3 —,
dr r? r? 27

2
d f = 2[27: + 2—:] >0.
ar= ) _. > ) ey

1
1

Par conséquent, la fonction S a un minimum au point » = r. Remarquons que

limS = et lim S =, c'est-a-dire que la surface totale devient infinie
r—0 r—w

pour » = 0 ou » —0. Nous concluons donc que la fonction S atteint sap lus
petite valeur aupointr=r.

Mais si r = 31IL , alors
2n
h=—_=23Y =2,
nr? 2n

Il en résulte que la surface totale d'un cylindre, pour un volume donné, sera
minimum si la hauteur du cylindre est égale au diametre de la base.

§ 8. Etude des maximums et des minimums d‘une
fonctiona l'aide de la formule de Taylor

Nous avons indiqué au § 5 du chapitre V que si au point x = a f' (a) =0 et /" (a)
= 0, la fonction peut avoir soit un maximum, soit un minimum en ce point, mais
peut également ne pas avoir d'extremum. Dans de pareils cas nous avons
recommandé de déterminer les extremums en étudiant le comportement de la
dérivée premiére a gauche et a droite du point critique x = a.

Nous allons montrer maintenant comment cette question peut étre résolue a
l'aide de la formule de Taylor (§ 6, ch. IV).

Supposons que non seulement f” (x), mais aussi les dérivées successives de la
fonction f'(x), jusqu'a l'ordre # inclusivement, s'annulent au point x = a

f@=r@=...=f"@=0, (1)
f(nﬂ) (a);tO

Supposons, en outre, que les dérivées de la fonction f (x) d'ordre n + 1 inclus
sont continues dans le voisinage du point x = a.

En tenant compte de (1), la formule de Taylor pour la fonction f (x) prendra la
forme :

mais que

_ n+l
100 = f(a) *%fw ©) @)

ou & est un nombre compris entre a et x.
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Comme f™"V(x), est continue dans le voisinage du point a et que /""(a) =
0, il existe un nombre positif 4 assez petit tel que pour tout x satisfaisant a
l'inégalité | x - a | < h on a f""(x) # 0. De plus, si £"""(a) > 0, nous aurons
£ D(x) > 0 en tout point de l'intervalle (a - &, a + h); si f""(a) < 0, nous aurons
£ D(x) < 0 en tout point de cet intervalle.
Mettons la formule (2) sous la forme

n+l
£ flay="3"9

-a
(n+1)!

f(n+l) (E_;) (2’)

et considérons différents cas.

Premier cas.n estimpair.
a) Soit f””)(a) < 0. Alors, il existe un intervalle (a - A, a + h) ou la dérivée (n +
1) est négative en chaque point. Si x est un point de cet intervalle, & est
également compris entre a - & et a + h et, par conséquent, f"(E) < 0. n + 1
étant un nombre pair, (x - )""' > 0 pour x # a et par suite le second membre de
la formule (2') est négatif.
Par conséquent, pour x # @ nous avons en tout point de l'intervalle (a - &, a + h):
Jx) - fla) < 0;
ce qui signifie que la fonction a un maximum au point x = a.
b) Soit /""(a) > 0. Dans ce cas, pour / suffisamment petit nous avons /" V(¢) >
0 en tout point x de l'intervalle (@ - &, a + h). Par conséquent, le second membre
de la formule (2') est positif, c'est-a-dire qu'en tout point de l'intervalle
considéré, pour x # a, nous aurons
J(x)-f(a)>0,

ce qui signifie que la fonction a un minimum au point x = a.

Deuxiéme cas.n estpair.

Alors n + 1 est impair et la quantité (x - a)
aoux>a. -

Si A est suffisamment petit en valeur absolue, la dérivée (n + 1) conserve en
tout point de l'intervalle (a - A, a + h) le méme signe qu'au point a. Il en résulte
que f (x) - f (@) a différents signes suivant que x < a ou x > a. Cela signifie
justement que la fonction n'a pas d'extremum au point x = a.

Remarquons que si pour n pair /"(a) > 0, alors /' (x) < f(a) pour x < a et f (x) >
f(a) pour x > a.

" a différents signes suivant que x <

Si pour 1 pair /""(a) < 0, alors £ (x) > f(a) pour x < a, et f (x) <f (a) pour x > a.

On peut énoncer les résultats obtenus de la maniére suivante.
Sil'on a pour x = a:

f(a):f’(a):...:f”)(a)zo

192

et si la premiére dérivée /""(a) qui ne s'annule pas au point a est d'ordre pair,
alors £ (x) a un maximum au point a si /""(a) < 0;
f(x) a un minimum au point a si /""(a) > 0.

Si la premiére dérivée qui ne s'annule pas au point a est d'ordre impair, la
fonction n'a pas d'extremum en ce point. En outre,

flx) est croissante si /""(a) > 0;

fx) est décroissante si f*(a)<0.

Exemp 1 e. Trouver les maximums et les minimums de la fonction
) =x"-4x +6x7 - 4x + 1. -
Solution. Cherchons les valeurs critiques de la fonction
L) =4x - 1237+ 12x—4 =4 (x*- 3x*+ 3x — 1).

Nous trouvons de 1'équation
4(-3x%+3x-1)=0
que l'unique point critique est x = 1 (car cette équation n'a qu'une seule racine
réelle).
Déterminons la nature du point critique x = 1

S (x)=12x"-24x+ 12 =0 pourx =1,
f"(x)=24x-24=0 pourx =1,
/7 (x) =24 > 0 quel que soit x.

Par conséquent, la fonction f'(x) a un minimum au point x = 1.

§ 9. Convexité et concavité des courbes. Points
d'inflexion

Considérons dans le plan une courbe y = f'(x) dont le graphique est celui d'une
fonction univoque dérivable.

Définition 1. On dit que la courbe a sa convexité tournée vers les y positifs
dans l'intervalle (a, b) si tous les points de la courbe se trouvent au-dessous de
la tangente en I'un quelconque des points de cette courbe dans cet intervalle.

On dit que la courbe a sa convexité tournée vers les y négatifs dans l'intervalle
(b, ¢) si tous les points de cette courbe se trouvent audessus de la tangente en
I'un quelconque des points de cette courbe dans cet intervalle.
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On dit qu'une courbe, dont la convexité est fournée vers les y positifs, est
une courbe convexe; de méme on dit qu'une courbe, dont la convexité est
tournée vers les y négatifs, est une courbe concave.
On donne sur la figure 115 une courbe qui est convexe dans l'intervalle (a, b) et
concave dans l'intervalle (b, ¢).
L'orientation de la convexité est une caractéristique importante de la forme de la
courbe. Dans ce paragraphe nous déterminerons les critéres permettant de
définir l'orientation de la convexité de la courbe représentative de la fonction y
= f'(x) dans divers intervalles. y
Démontrons 1¢ théoréme suivant.
Théoreme 1. Si la dérivée seconde de la
fonction f (x) est négative en tout point de
l'intervalle (a, b) c'est-a-dire si " (x) < 0, la
courbe y = f (x) a alors sa convexité tournée vers
les y positifs (la courbe est convexe) dans cet
intervalle.
Démonstration. Choisissons un point arbitraire x = x, dans l'intervalle (a,
b) (fig. 115) et menons la tangente a la courbe au point d'abscisse x = x,. Le
théoréme sera démontré si nous prouvons que tous les points de la courbe dans
cet intervalle sont disposes au-dessous de la tangente ou, en d'autres termes, si
l'ordonnée d'un point arbitraire de la courbe y = f (x) est plus petite que
'ordonnée y de la tangente pour une méme valeur de x. L'équation de la courbe
esty =f(x).
L'équation de la tangente a la courbe au point x = x, est :

Mo ——— ——

a 10

. b ;

Y=f(x¢)=f"(xg)(x—x¢)
ou

y=[0xo)+ S (xo)(x—x0)

11 résulte des equations (1) et. (2) que la différence des ordonnées de la courbe
et de la tangente correspondant a une méme valeur de x est égale a

y=y=f()—f(xg)+ [(xo)(x—x).
Appliquons le théoréme de Lagrange a la différence f'(x) - f(x,) :
y=y=["0)(x=x¢) = f'(xp)-(x—xp)
(ou ¢ est compris entre, x, et x) ; alors

y=3=[f"©)—fxg)x—x).
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Appliquons de nouveau le théoréme de Lagrange a I'expression entre
crochets; alors
y=y=f"(e;)c=x¢)(x=xq) 3)
(ou ci est compris entre x, et ¢).
Considérons d’abord le cas x > x,. Dans ce cas x, < ¢; < ¢ < x ; étant donné que
X-%,>0, c-x,>0
et que, par hypothese,
S () <o,
il vient de 1'égalité (3) que y—y <O0.
Considérons maintenant le cas x <x,. Dans ce casx <c<c¢;<x,etx -x,<0, ¢ -
X, < 0 ; mais comme par hypothése /" (c;) <0, il vient de I'égalité (3) que
y—y <0.

Nous avons ainsi démontré que chaque point de la courbe se trouve audessous
de la tangente a la courbe en ce point quelles que soient

y gh

aam’ |b T
1z, 14 I,

Fig. 116 Fig. 117

les valeurs de x et de x, dans l'intervalle (a, b). Cela signifie justement que la
courbe est convexe. Le théoréme est démontré.
On démontre d'une fagon analogue le théoréme suivant.

Théoréme 1. Si la dérivée seconde de la fonction f (x) est positive en
chaque point de l'intervalle (b, c), c'est-a-dire si f" (x) > 0, la courbe y = f(x) a
alors sa convexité tournée vers les y négatifs dans cet intervalle (la courbe est
concave).

Remarque. Les théorémes 1 et I' peuvent étre interprétés géométriquement
de la maniére suivante. Considérons une courbe y = f'(x) dont la convexité est
tournée vers les y positifs dans l'intervalle (a, b) (fig. 116). La dérivée /' (x) est
égale a la tangente de l'angle o formé par la tangente a la courbe au point
d'abscisse x et I'axe Ox; en d'autres termes, f* (x) = tg a.. C'est pourquoi f” (x) =
[tg o]’ Sif" (x) < 0 pour tout x de l'intervalle (a, b), alors tg o décroit pour x
croissant. I1 est géométriquement évident que si tg oo décroit pour x croissant, la
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courbe correspondante est convexe. Le théoréme 1 donne la démonstration
analytique de cette propriété géométrique.

Le théoréme 1' est susceptible d'avoir une interprétation géométrique analogue
(fig. 117).

y
4 y
2
y=x’
1
-2 f-1 U‘ 1 \z2 * / y=e* . Z —
st /
4 g I
Fig. 118 Fig. 119 Fig. 120

Exemple 1 Déterminer les intervalles de convexité et de concavité de la
courbe
y=2-x*
Solution. Lad érivée seconde
y’=-2<0

Pour toutes les valeurs de x. Par conséquent, la convexité de la courbe est
partout orientée vers le haut (la courbe est convexe) (fig 118).

Exemple2. Soit y=e
Comme

y’=e" >0
Pour toutes les valeurs de x, la courbe est concave, ¢’est-a-dire que sa convexité
est orientée vers le bas (fig. 119).

Exemple3. Soit la courbe définie par 1’équation
y=x°
Comme
y=06x
y’7 <0 pour x<0 et y”* > 0 pour x > 0. Par conséquent, la courbe a sa convexité
orientée vers le haut pour x < 0 et vers le bas pour x > 0 (fig. 120).

Définition 2. On appelle point d’inflexion le point qui sépare la partie
convexe d’une courbe continue de sa partie concave. Les points O, 4, et B des
figures 120, 121 et 122 sont des points d’inflexion.
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Il est évident qu’en un point d’inflexion la tangente traverse la courbe,
puisque d’un c6té de ce point la courbe est disposée au-dessous de la
tangente et de I’autre coté au-dessus.
Etablissons mainteneant les conditions suffisante pour qu’un point de la courbe
soit un point d’inflexion.

Iy A
4
A
|
\
] > T o a z
a) B
Fig.121

Théoréeme 2. Soit y=f(x) ’équation de la courbe. Si "’ (a) = 0 ou si f"’(a)
n’existe pas et que la dérivée seconde f”'(x) change de signe en passant par la
valeur x = a, le point de la courbe d’abscisse x = a est un point d’inflexion.
Démonstration.

1) Soit f7’(x) < 0 pour x < a et f”’(x) >0 pour x > a.

Alors, la convexité de la courbe est tournée vers les y positifs pour x < a et vers
les y négatifs pour x > a. Par conséquent, le point A de la courbe d’abscisse x =
a est un point d'inflexion (fig. 121).

2) Si " (x) > 0 pour x < b et ' (x) <0 pour x > b, la courbe a sa convexité
tournée vers les y négatifs pour x < b et vers les y positifs pour x > b. Par
conséquent, le point B de la courbe d'abscisse x = b est un point d'inflexion (voir
fig. 122).

y B y B
o} b z ol b z
a) 5
Fig. 122

Exemple 4. Trouver les points d'inflexion et déterminer les intervalles de
convexité et de concavité de la courbe y = ™ (courbe de Gauss).
Solution. 1) Calculons les dérivées premiére et seconde:

y'= xe™ ,y"= 2¢™ (2x% -1).
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2) Les dérivées premicre et seconde existent partout. Trouvons les valeurs
de x pour lesquelles y" = 0:
2¢™ 2x% -1)=0
1 1

X =——=, X =—7=

3) Etudions les valeurs obtenues

pour x < — , onay”">0,

2

1 "
pour x>—T, onay”"<0;
2

la dérivée seconde change de signe au voisinage du point x;. Par conséquent, le

. . 1 . . .
point de la courbe d'abscisse x; =——=est un point d'inflexion. Les

V2

1
,e 2| Pour x<—, onay”<0,

V2

1 ”
pour x>—, onay”">0;

V2

coordonnées de ce point sont : | —

1

Par conséquent, pour x,=| ——,e 2 | la courbe a également un point

7

d'inflexion.

2 t Les coordonnées de ce point sont : ,e 2 | D'autre part, l'existence de

V2
ce second point d'inflexion découle immédiatement de la symétrie de la courbe
par rapport a l'axe Oy.

. 1
4) Il résulte de ce qui précéde que la courbe est concave pour - 0 <x < —— la
2

1 1 1
courbe est convexe pour ——— <x < —, la courbe est concave pour — <x

V2 V2 V2

5) 11 vient de I'expression de la dérivée premiére y’ = 2xe™ que pour x < 0 on a
y'> 0, donc la fonction est croissante ; pour x > 0 on a y’' < 0, donc la fonction
est décroissante ; pourx=0onay’'=0.

La fonction a un maximum en ce point, a savoir y = 1. Il est maintenant facile
grace aux résultats obtenus de tracer le graphique de cette fonction (fig. 123).
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Exemp 1 e 5. Trouver les points d'inflexion de la courbe y = x”.
Solution. 1) Calculons la dérivée seconde: y” = 12x7.
2) Déterminons les racines de 1'équation y” = 0:
12x*=0,x=0.
3) Etudions la valeur obtenue x = 0 pour x < 0, on a y"” > 0, la courbe est
concave;
pour x >0, on a y”> 0, la courbe est concave.
Par conséquent, la courbe n'a pas de point d'inflexion (fig. 124).

Sh=
S

Fig. 123
1

Exemp 1 e 6. Trouver les points d'inflexion de la courbe y = (x—l)5 .

Solution. 1) Calculons les dérivées premiére et seconde
2 5

1 5 2.
=—(x=D 3, Y =-Z(x-D) 3
y'=3&=D y'==5G=D

2) La dérivée seconde ne s'annule en aucun point, mais elle n'existe pas
pourx=1(Q" =fw).
3) Etudions la valeur x = 1
pour x <1 onay"”>0, la courbe est concave ; pour x > 1 on a y"” <0, la courbe
est convexe. La courbe a donc un point d'inflexion pour x = 1. C'est le point (1 ;
0).
¥

Fig. 124 Fig. 125
Notons que y'= oo pour x = 1, c'est-a-dire que la tangente a la courbe en ce point
est paralléle a 1'axe Oy (fig. 125).
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§ 10. Asymptotes

11 arrive fréquemment que 1'on doit étudier la forme de la courbe y = f'(x) et, par
conséquent, le comportement de la fonction lorsque les coordonnées ou 1'une
des coordonnées d’un point variable de la courbe tendent vers 1'infini
(en valeur absolue). Au cours d'une telle étude, un cas particulier retient surtout
l'attention.

—

Fig. 126 Fig. 127

C'est celui ou la courbe considérée se rapproche indéfiniment d'une certaine
droite lorsqu'un point variable pris sur cette courbe tend vers I'infini *).
Définition. La droite 4 est appelée asymptote d'une courbe si la distance &
d'un point variable M de la courbe a cette droite tend vers zéro lorsque le point
M tend vers l'infini (fig. 126 et 127).

Par la suite, nous distinguerons les asymptotes paralleles (c'est-adire paralléles
a l'axe des ordonnées) et obliques (c'est-a-dire non paralleles a l'axe des
ordonnées).

ILAsymptotes paralleles a I'axe Oy

Il vient de la définition de l'asymptote que si lim f(x)=
x—>a+0

ou lim f(x)=o ou lim f(x)=00, alors la droite x = a est une asymptote
x—a—0 x—a

de la courbe y = f'(x). Inversement, si la droite x = a est une asymptote de cette
courbe, alors 1'une des égalités précédentes a lieu.

Par conséquent, pour déterminer les asymptotes paralléles a I'axe Oy, il faut
trouver les valeurs x = a pour lesquelles la fonction y = f'(x) tend vers l'infini
lorsque x — a. Si une telle valeur de x existe, la droite x = a sera une asymptote
de la courbe paralléle a 1'axe Oy.

" On dit que le point variable M pris sur la courbe tend vers i'infini si la distance
de ce point a l'origine des coordonnées augmente indéfiniment.

200
y Exemple 1. La courbe y= a une
x=5
asymptote parallele a I'axe Oy, c'est la droite x =
5, puisque y — o pour x — 5 (fig. 128).
0 Exemple 2. La courbe y = tg x a une infinité
— s z d'asymptotes paralléles a 1'axe Oy. Ce sont les
droites x:il, X :J_r3—n, x:is—n,,..
2 2 2
Cela résulte de ce que tg x — o quand x tend
vers l'une des valeurs
Fig. 128 T3 E3T T (g,
22 2 22 2
129).
YA

&

Fig. 129
Exemple 3. La droite x = 0 est une asymptote paralléle a I'axe Oy pour la
1 1
courbe y =e* puisque lim y=e* = (fig. 130).
x—>+0
II.Les asymptotes obliques
Supposons que la courbe y = f(x) a une asymptote oblique dont I'équation est

y=ke+b. )

Déterminons les nombres & et b (fig. 131). Soit M (x, y) un point de la courbe et
N (x, ¥) un point de l'asymptote.
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Fig. 130 Fig. 131

La longueur du segment MP est égale a la distance du point M a l'asymptote.
Par hypothése

lim MP=0. (2)

X—>+00
Désignons par @ l'angle formé par I'asymptote et I'axe Ox. Il vient du triangle
NMP que

MP

NM = .
cos @

¢ étant un angle constant (différent de g ), il vient de I'égalité précédente que

X—>+00
et inversement, de 1'égalité (2') découle 1'égalité (2). Mais
NM=[OM—-QON|=y—y |=]|fx)- (kx+ b)),

et I'égalité (2') devient
lim NM =[f(x)—kx—b]=0

X—>+00

Ainsi, si la droite (1) est une asymptote, 'égalité (3) a lieu, et réciproquement, si
les constantes k et b vérifient 1'égalité (3), la droite y = kx + b est une asymptote.
Déterminons maintenant £ et b. Mettons x en facteur dans 1'égalité (3), nous

avons
lim x[M—kl}o

X—>+0 X X

Comme x — + o, nous devons avoir
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lim M—k—é}:o

x—40| X X

. b .
Mais comme b est constant, lim — = 0. Par conséquent,

x>+ X
lim —f(x)—k}o
x—>+0| X
ou
im L9220 @)
x>+ X

Connaissant k, nous trouvons b de 1'égalité (3)
b= 1im [f()-k] ()
X—>+00

Ainsi, si la droite y = kx + b est une asymptote, on trouve les coefficients & et b
a l'aide des formules (4) et (5). Inversement, si les limites (4) et (5) existent,
I'égalité (3) a lieu et la droite y = kx + b est une asymptote. Si I'une des deux
limites (4) et (5) n'existe pas la courbe n'a pas d'asymptote.
Remarquons que nous avons étudié cette question en nous référant a la figure
131 pour x — +oo, mais tous nos raisonnement sont également valables pour le
cas ol x— - 0.

x*+2x-1
Exemp I e 4. Trouver les asymptotes de la courbe y =——
Solution. 1) Cherchons les asymptotes paralléles a 1'axe Oy quand x — -0, y
— o ; quand x > + 0, y—> - . La droite x = 0 est, par conséquent, une
asymptote paralléle a I'axe Oy.
2) Cherchons les asymptotes obliques

Ly o x2+2x-1 ) 2 1
k= lim == lim ————= lim |1+———|=
x—to X xX—>too x? xX—>too X x2
c'est-a-dire
x2+2x-1 x2+2x—-1—x2 1
b= lim [y—x]= lim {——x} lim {—}: lim {2——}2
x—+0 x—+o0 X x—t0 X x—>to0 X
ainsi
b=2.

Par conséquent, la droite y = x + 2 est une asymptote oblique de la courbe
considérée.

Pour étudier la position de la courbe par rapport & son asymptote, considérons la
différence des ordonnées de la courbe et de I'asymptote correspondant a une

x2+2x—1_

1
méme valeur de x : (x+2)=——.
X
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Pour x > 0 cette différence est négative, et pour x < 0 positive ; par
conséquent,
pour x > 0 la courbe est disposée au-dessous et pour x < 0 au-dessus de son
asymptote (fig. 132).

!

Exemple 5. Trouver les asymptotes de la
courbe : y=e"sinx +x.

Solution . 1) Il estévident qu'il n'y a pas
d'asymptote paralléle a 1'axe Oy.

2) Cherchons les asymptotes obliques

e sinx+x

. y .
k= 1lim == lim
x—too X xX—>too

o
:Hm{igﬁi+q:1

X

b= lim |_e_x sinx+x—xJ: lim e *sinx=0.
x—>to x—>too

Par conséquent, la droite y = x est une
asymptote oblique pour x —+ 00. La courbe
considérée n'a pas d'asymptote pour x —- oo.

En effet, lim 2

x—too X

—X

. . e . . e i
n'existe pas, puisque pA sin x+1 (le premier terme croit indéfiniment
x

lorsque x — - o et, par conséquent, la limite n'existe pas).

§ 11. Schéma général de I'étude des fonctions et de la
construction des graphiques

L'étude des fonctions se raméne généralement a déterminer

1) le domaine naturel de définition de la fonction ;

2) les points de discontinuité de la fonction ;

3) les intervalles de croissance et de décroissance de la fonction ;

4) les points de maximum et de minimum, ainsi que les valeurs maximales et
minimales de la fonction ;

5) les domaines de convexité et de concavité du graphique, les points
d'inflexion;

6) les asymptotes du graphique de la fonction.
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Cette ¢tude permet de tracer le graphique de la fonction (il est parfois
préférable d'esquisser les éléments du graphique paralléelement au
développement de 1'étude).
Remarque 1. Sila fonction considérée y = f (x) est paire, c'est-a-dire que la
valeur de la fonction ne change pas quand la variable indépendante change de
signe, en d'autres termes, si

0=/,

il suffit d'étudier la fonction et de construire son graphique uniquement pour les
valeurs positives de la variable indépendante appartenant au domaine de
définition. En ce qui concerne la partie du graphique correspondant aux valeurs
négatives de la variable indépendante, il suffit de noter que le graphique d'une
fonction paire est symétrique par rapport a I'axe des ordonnées.

Exemp le 1.La fonction y = x? est paire, puisque (-x)> = (x?) (voir fig. 5).
Exemple 2. La fonction y = cos x est paire, puisque cos (-x) = cos x (voir
fig. 16).

Remarque 2. Sila fonction y = f'(x) est impaire, c'est-a-dire qu'elle change
son signe quand la variable indépendante change de signe, en d'autres termes, si
S =-1(),

il suffit d'étudier les valeurs positives de la variable indépendante. Le graphique

d'une fonction impaire est symétrique par rapport a l'origine des coordonnées.

Exemple 3.La fonction y = x> est impaire, puisque (-x)’ = -x’ (voir fig. 7).
Exemp1le 4. La fonction y = sin x est impaire, puisque sin (-x) = -sin x (voir
fig. 15).

Remarque 3.1l est parfois préférable d'intervertir I'ordre des opérations a
effectuer quand on entreprend 1'é¢tude d'une fonction concréte, car certaines
propriétés de la fonction permettent parfois d'en déduire d'autres. Par exemple,
si nous avons déja établi que la fonction considérée est continue et dérivable, et
si nous avons déterminé les points de maximum et de minimum, par cela méme
nous avons déterminé les intervalles de croissance et de décroissance de la
fonction.

Exemp 1e5. Etudier la fonction

x

I 1+ x2

et construire son graphique.

Solution. 1) Le domaine de définition de la fonction est l'intervalle -co < x <
+ o0, Notons immédiatement que y < 0 pour x <0 et que y > 0 pour x > 0.
2) La fonction est partout continue.
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3) Cherchons les maximums et les minimums de cette fonction. En partant
de I'égalité
;o 1=x?

7= 1+ x?)?
nous trouvons les points critiques x; = -1, x, = 1. Etudions la nature des points
critiques y'< 0 pour x < -1, y"> 0 pour x > -1.
La fonction a donc un minimum au point x =-1 :

Vmin = (y))::-l = 055
D'autre part. y’ > 0 pour x < 1, y' <0 pour x > 1. Par conséquent, la fonction
admet un maximum au point x = 1
Ymax = (y)x:I = 0,5
4) Déterminons les intervalles de croissance et de décroissance de la fonction y
< 0 pour - w0 < x < -1, la fonction est décroissante ; y'> 0 pour -1 <x < 1, la
fonction est croissante ; y'< 0 pour 1 <x < +o0, la fonction est décroissante.
5) Déterminons les intervalles de convexité, de concavité et les points
d'inflexion de la courbe. Il vient de 1'égalité
2
”:M:O que x; =—v3, x, =0, x3\/§
(1+x%?

Etudions y"” en fonction de x

’

pour -0 <x < —+/3 onay"”<0,la courbe est convexe ;
pour — J3 <x<0on ay"> 0, la courbe est concave ;
pour 0 <x < V3 on ay"” <0, la courbe est convexe ;

pour V3 <x<+owon ay"> 0, la courbe est concave.

. , 3 .
Par conséquent, le point de coordonnées x = —\/5 , Yy = e est un point

d'inflexion. On voit de méme que les points (0, 0) et (ﬁ s —é) sont aussi des

points d'inflexion.
7) Déterminons les asymptotes de la courbe :

pour x — +oo , y— 0; pour x — -00, y — 0.
Par conséquent, la droite y = 0 est I'unique asymptote oblique.

La courbe n'a pas d'asymptotes paralléles a I'axe Oy, car pour aucune valeurfinie
de x la valeur correspondante de la fonction ne tend pas vers l'infini. Le
graphique de la courbe étudiée est représenté sur la figure 133.

Exemple 6. Etudier la fonction y =3/2ax>—x* et construire son graphique
(a>0).
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0.5
Vi - "
4 1 Y3 xr
~05
Fig. 133

Solution . 1) La fonction est définie pour toutes les valeurs de x.
2) La fonction est partout continue.
3) Cherchons les maximums et les minimums de cette fonction:

, 4ax —3x? 4a-3x
r= 2 52 2
3ar? -3 RxQax-x)
La dérivée existe partout, sauf aux points x; =0 et x, = 2a.

Etudions les valeurs limites de is dérivée quand x > -Oetx —> + 0
4a—-3x . 4a-3x

lim ——=-%, lim ——
x>0 33/ x(2ax — x)* =40 33 x(2ax — x)?

Pourx<0Oonay'<0;pourx>0onay'>0.
Par conséquent, la fonction a un minimum au point x = 0. La valeur de la
fonction en ce point est égale a zéro.

=40

Etudions maintenant le comportement de la fonction dans le voisinage du
second point critique x, = 2a. Quand x — 2a, la dérivée tend aussi vers 1'infin
Toutefois, dans ce cas, la dérivée est négative pour toutes les valeurs de x
suffisamment voisines de 2a (aussi bien pour les valeurs de x situées a gauche
qu’a droite du point 2a). La fonction n'a donc pas d'extremum en ce point. Dans
voisinage du point x, = 2a, ainsi qu'en ce point, la fonction est décroissante la
tangente a la courbe en ce point est paralléle a I'axe Oy.

. 4a . . . .
La dérivée s'annule pour x = 3 Etudions ce point critique. Il vient de

' : SR ‘y 4a , 4da
I'expression de la dérivée premiére que pour x < — on a y' > 0, pour x > —

3 3
onay'<0.

. . . . 4a
Par conséquent, la fonction admet un maximum au point x = ? .

ymax: %ag\/z .

4) En utilisant les résultats de I'étude effectuée nous en déduisons les intervalles
de croissance et de décroissance de la fonction :
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la fonction est décroissante pour - o < x < 0; la fonction est croissante pour

4a . .. 4a
0<x< 3 ; la fonction est décroissante pour 3 <x < oo,

5) Déterminons les intervalles de convexité et de concavité de la courbe ainsi
que les points d'inflexion: la dérivée seconde

= 8a?
T Ty
9xé(2a —x)A

ne s'annule en aucun point; cependant, elle a deux points de discontinuité : ce
sont les points x; = 0 et x, = 2a.

Etudions le signe de la dérivée seconde dans le voisinage de chacun de ces
points:

pour x < 0, on a y” < 0, la convexité¢ de la y
courbe est donc orientée vers le haut ;
" 1+A .9\
pour x > 0, on a y <’O, la convexité de la . g=Viartz7
courbe est encore orientée vers le haut. * &
4

Le point d'abscisse x=- 0 n'est donc pas un
point d'inflexion.
Pour x < 2a on a »" < 0, la convexité de la

=
=
&~
~

courbe est donc orientée vers le haut ; pour x > 0
2a on a y" > 0, la convexité de la courbe est

orientée vers le bas. Le point (24, 0) est donc

un point d'inflexion.

6) Déterminons les asymptotes de la courbe :

Y2ax? - x? 2a .
k= lim 2= lim T i 1= Fig. 134

x>0 X x—too x—>to0
2ax?—x3+x3 2a
b= lim 3\/241)52—x3+x]: lim =—.
x>t x>t %/(Zze -x3?—x Y2axr—x*+x> 3

La droite

__x+2a
g 3

est donc une asymptote oblique de la courbe y =3/2ax?—x* . Le grapliique de
la courbe étudiée est représenté sur la figure 134.

§ 12. Etude des courbes données sous forme
paramétrique

Soient
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x= <P(f),}
y=y()
les équations paramétriques d'une courbe.

Dans ce cas I'étude et le tracé de cette courbe se font de la méme maniére que
pour une courbe donnée par 1'équation

y=/f®).
Calculons les dérivées
% =9'(0),
&y 2
i O]

Calculons la dérivée

dy _y'()

= 3

dx  ¢'(t)
pour les points de la courbe au voisinage desquels le graphique de cette derniére
a pour équation y = f'(x), ot f(x) est une certaine fonction.
Trouvons les valeurs du paramétre ¢ = t,, t,, . . ., t; pour lesquelles l'une au
moins des dérivées @' (¢) et ' (¢) s'annule ou a un point de discontinuité. (De
telles valeurs de ¢ seront dites valeurs critiques.) En vertu de la formule (3), on
définit dans chaque intervalle (¢, %), (2, 83), . . ., (tx.1, &) et, par conséquent,
dans chaque intervalle (x;, x2), (X2, X3), . . ., (X1, Xx) (OU x; = @ (¢)) le signe de

d . - . .
d_y et par cela méme on détermine les intervalles de croissance et de
X

décroissance. Cela permet de déterminer la nature des points correspondant aux

valeurs ty, t,, . . ., t; du paramétre. Calculons maintenant
d’y _v'0eO-e" v
dxz [(pl(t)]3

Cette formule nous permet de définir I'orientation de la convexité en chaque
point de la courbe.

Pour trouver les asymptotes, on cherche les valeurs de ¢ telles que dans leurs
voisinages soit x, soit y tend vers l'infini, et les valeurs de ¢ telles que dans leurs
voisinages x et y tendent simultanément vers l'infini. L'étude de la courbe se
poursuit de la maniére habituelle.

Montrons sur des exemples certaines particularités de 1'étude des courbes
données sous forme paramétrique.

Exemp 1e 1. Etudier la courbe donnée par les équations
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x=a cos3 t,
, } (a>0)
y=asmt

Solution. Les grandeurs x et y sont définies pour toutes les valeurs de ¢.
Mais, compte tenu de la périodicité des fonctions cos’ ¢ et sin® ¢ (leur période est
égale a 2m), il suffit de considérer la variation du paramétre ¢ entre 0 et 27; x
varie alors sur le segment [-a, a] ; le domaine de définition de la fonction y est
le segment [-a, a]. La courbe considérée n'a donc pas d'asymptote. Nous
trouvons ensuite:

dx .
=—3acos’ tsint,

dt ,
27
—y:3asin2 tcost

(e, b 3n , .
Ces dérivées s'annulent pour £ =0, E , T, 7 , 21. Déterminons :

ﬂ: 3asin22tcost _— 3
dx  —3acos”tsint

En utilisant les formules (2'), (3"), formons le tableau suivant :

Domaine de Domaine de domaine de Signe | Caractére de la
variation de ¢ variation variation dy variation de y
correspondant | correspondant de x| enfonction de
de x dey X
a>y>0 0<y<a - décroit
0<i< K y y
2
n 0>x>-a a>y>0 + croit
— <it<n
3t -a<x<0 0>y>-a - décroit
n<t< =
2
31 0<x<a -a<y<0 + croit
7 <t<2m

Ce tableau nous montre que la relation (1') définit deux fonctions continues de
la forme y = f (x) telles que pour 0 < ¢ <mon ay > 0 (voir les deux premicres
lignes du tableau) et pour t < ¢ < 2w on a y < 0 (voir les deux derniéres lignes du
tableau). II vient de la formule (3")

d d
lim = et lim —=o0
T ax 3n dx
X*)E X*)T

La tangente a la courbe en ces points est parall¢le a I'axe Oy. En outre
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dy dy
w7 w
La tangente a la courbe en ces points est donc parallele a I'axe Ox. Nous
trouvons ensuite:

=

dzy_

2 4, >
dx 3acos” t-sint
d'ou nous concluons:

2
pour 0 <7< mon a d—§}>0 , la courbe est concave, pour Tt < ¢t < 21 on a
X
2
u <0, la courbe est convexe.
dx?
Les résultats obtenus nous permettent de construire la courbe considérée (fig.
135). Cette courbe est appelée astroide.
Exemple 2. Construire la courbe donnée par les équations (folium de
Descartes)

_ 3at b= 3at?
1+2% 1+£°
Solution. Ces deux fonctions sont définies

pour toutes les valeurs de ¢, excepté ¢ = -1. En
outre,

(@>0). (1)

. . 3at
lim X= lim 5 = 1%,
t—-1-0 t>-1-01+1¢
. . 3at®
lim y= lim 3 =%
t—>-1-0 t—>-1-01+¢
lim x=-%, lim Y =+®.
t—>—-1-0 t—>—-1-0
Fig. 135
D'autre part, remarquons que pourt=0onax=0,y=0,

quand t >+ onax— 0,y — 0,
quand ¢ >- 0 on a x— 0, y— 0.
Calculons & et L :
dt dt
6a l—t3 3
dx 2 dy 3at(2-t)
di (14632 Tdt o (141°)?

@)



Nous en déduisons les valeurs critiques suivantes pour ¢

h=-1,6=0,46=

1
2

dy

, = i/E . Nous trouvons ensuite

dy_ar _ 121

dx dx

dt

2 —t3j

(3”)
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En nous servant des formules (1°), (2°*), (3”*), formons le tableau suivant :

Domaine de Domaine de domaine de Signe | Caractére de la
variation de ¢ variation variation dy variation de y
correspondant | correspondant de de 4 | enfonction de
de x y X
-0 <f<-1 0 < x <t 0>y> -0 - décroit
-1<t<0 0<x<0 -0>3>0 - Décroit
verc L | O<x<a¥d | o<y<adz | * |cm
2
L<t<i/§ a34>x>a%/5 a32<y<ai/z B decroit
2
32 <t<+w0 aidl?2 >x>0 + croit

a34>y>0

11 vient de la formule (3”’) :

y=0

[Ejﬁxo_o

=0

;o (&

Par conséquent la courbe passe deux fois par l’origine des coordonnées
(Porigine des coordonnées est un point double de la courbe, au voisinage de
I’origine la courbe a deux branches); la premiére branche a une tangente
paralléle a I’axe Ox et la seconde une tangente paralléle a ’axe Oy.

D’autre part,

&)
dx ) 2
()

= o0,

N

¥

En ce point la tangente a la courbe est prallele a I’axe Oy.

o
“)

En ce point la tangente a la courbe est pralléle a 1’axe Ox.
Cherchons les asymptotes :

Fig. 136
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oy 3ar* (1+1%)
k= 1lim == i SN
xot0 X >-1-0 3at(l+17)

3at? 3at
b= lim (y—kx)= lim { 2 (D a3}=
X—>%w0 t—>-1-0| 1+¢ 1+¢

. 3at(t+1) . 3at
lim |———|= lim ———=-a
(—>-1-0 1+¢ t>-1-01—t+t
Par conséquent, la droite y = - x — a est une asymptote de 1'une des branches de

la courbe qliand x —+o0.
De méme, nous trouvons k- lim=-1,

k= lim Z=-1,
x—>—0 X

b= lim (y—kx)=-a
X—>—00

Ainsi, la droite y = -x - a est une asymptote de I'une des branches de la courbe
quand x —»-0.

D'apres I'étude qui vient d'étre faite, nous pouvons tracer la courbe (fig. 136).
Certaines questions relatives a 1'étude des courbes seront traitées au chapitre
VIIL § 19 « Points singuliers d'une courbe « .

Exercices
Trouver les extremums des fonctions
1. y=x*-2x+3.Rép. yin =2 pour x = 1.

3
2.y :%—2x2+3x+1 . REP. Vmax = 2 pour x =1, ypin =1 Pour x = 3.
y=x7-9x+ 15x + 3. Rép. Ymax = 10 pour x =1, ypin=-22 pourx=>5
y=- 2%, Rép. ymax =1 pourx == 1, yyi, = 0 Pour x = 0.
y=x"—8x2+ 2. REp. Ymax =2 pour x = 0, ymin = - 14 pour x = +2.
y=3x" - 125x° + 2160x. Rep. max pour x = -4 et x = 3, min pour x = -3 et x
=4,

QWA W

2
7. y=2—(x-1)3 . Rép. ymax =2 pour x = 1.

1
8. y=3-2(x+1)3.Rép. Il n'y a pas d'extremum.

2— 2
9. y:ﬂ.Rép.minpourx:\/E,maxpourx:—ﬁ.
x2+3x+2
—2)3—
10. yzw.Rép.maxpourx:%.
X
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11. y=2¢" +¢™. Rép. min pour x = % .
12. y= . Rép. ymin =e pourx =e.
log x
13. y=cosx+sinx [—ggxsgj.Rép,ymax V2 pour x = %
b3 s T . T
14, y=sin2x—x |——<x<—|.Rép. max pour x = — , min pour x = - —
y ( 2 2j P p 6 p 6
15. y=x+tgx. Rép. Pas d'extremum.
16. y = ¢€" sin x. Rép. min pour x = 2k - % , max pour x = 2kn+ %C
17. y=x"-2x"+2. Rép. max pour x = 0; min pour x = -1 et pour x = 1.
18. y=(x—=2)(2x+ 1). Rép. Ymin = -8,24 pour x = é
1 , .
19. y=x+— .Rép. min pour x = 1; max pour x = -1,
x
, at a
20. y=x*(a —x)*. Rép. ymax = Te Pour x = 5 ; Ymin = 0 pour x = 0 et pour x =
a
2 2 2 2
21. y=a—+ b . Rép. max pour x ¢ - ; min pour x = a
X a—-x a-b a+b
22. y=x++1=x.REép. ymax =5/4 pour x = 3/4; yin = 1 pour x = 1.
/ . 2 1 2
23. y=xvl-x (xél).Rep.ymax=§ 3 pour x = 3
24, y= . Rép. min pour x = -1 ; max pour x = 1.
1+ x?
25. y=x Log x. Rép, min pour x =1/e.
26. y=2xLog? x. REp. Ymax =4€™ pour x =€ ; yynin =0 pour x = 1.
27. y=Log x — arc tg x. Rép. La fonction croit.
28. y =sin 3x- 3 sin x. Rép. min pour x = g ; max pour x = 37/2.
29. y=2x + arc tg x. Rép. pas d’extremums
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31. y=arc sin (sin x). Rép. max pour x=

30. y =sinx cos? x. Rép. min pour x =

T 2
B ; deux max : pour x = arc cos 3

2
et pour x =arc cos [— \/;J

@m+Dr in pour x= &HIT

, min pour x=

Trouver la plus grande et la plus petite valeur des fonctions sur les segments
indiqués

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

y=-3x"+6x?-1 (-2 <x<2). Rép. La plus grande valeur est y =2 pour x
=+ 1, la plus petite valeur est y = -25 pourx =  +2.

3 2
y= %—2x2+3x+1 (-1 £x £5), Rep. La plus grande valeur est y = ?3

. 13
pour x = 5, la plus petite valeur est y = - 3 pour x =-1,

y= x—_i (0 £x <£5) Rép. La plus grande valeur est y = % pourx =4. La
X+
plus petite valeur est y = - 1 pour x = 0.

y=sin2x—x (—g <x< gj . Rép. La plus grande valeur est y = gpour

T . T T
X =- 3 plus petite valeur est y = - 3 pourx = —

On désire faire une caisse sans couvercle de volume maximum en
découpant et en pliant d'une maniére appropriée des carrés égaux dans une
feuille de tole de coté a. Quelle doit étre la longueur du coté de ces carrés?

a
Rép. &
3

Montrer que parmi tous les rectangles inscrits dans un cercle donné, le
carré a une surface maximum. Montrer aussi que le périmétre est maximum
pour le carré.

Montrer que parmi tous les triangles isoc¢les inscrits dans un cercle donné,
le triangle équilatéral a un périmétre maximum.

Trouver parmi les triangles rectangles, dont 'hypoténuse est égale a 4, celui
qui a une surface maximum. Rép. La longueur de chaque coté ést égale a

h

V2



40.

41.

42.

43.

44,

45.

46.

47.

48.
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Trouver parmi les cylindres droits inscrits dans une sphére de rayon R
celui qui a un volume maximum. Rép. La hauteur de ce cylindre est égale a
2R

V3
Trouver parmi les cylindres droits inscrits dans une sphére donnée de rayon
R celui dont la surface latérale est maximum. Rép. La hauteur de ce

cylindre est égale a R V2.

Trouver parmi les cones droits circonscrits a une sphere de rayon R la
hauteur de celui qui a un volume minimum. Rép. La hauteur est égale a 4R
(le volume du cone est alors égal au double de celui de la sphére).
L'intérieur d'un réservoir sans couvercle, dont le fond a la forme d'un carré,
doit étre recouvert de plomb. La capacité du réservoir est 32 1. Quelles
doivent étre les dimensions de ce réservoir pour que la quantité de plomb
utilis¢ soit minimale ? Rép. Hauteur 0,2 m ; c6té de la base 0,4 m
(autrement dit, le c6té de la base doit étre le double de la hauteur).

Un couvreur doit faire une gouttiére de capacité maximale dont le fond et
les cotés latéraux aient 10 cm de largeur ; de plus, les cotés latéraux doivent
étre également inclinés par rapport au fond. Quelle sera, en haut, la largeur
de la gouttiére ? Rép. 20 cm.

Démontrer que la fabrication d'une tente conique, de capacité donnée, exige

une dépense de tissu minimum quand la hauteur de la tente est V2 fois
plus grande que le rayon de la base.

On doit fabriquer un cylindre sans couvercle dont les parois et le fond ont
une épaisseur donnée. Quelles doivent étre les dimensions de ce cylindre,
pour une capacité donnée, si I'on désire que la quantité de matériel employé
soit minimale ? Rép. Si R désigne le rayon intérieur de la base et v le

o . v
volume intérieur du cylindre, alors R = 3|— .
T

On doit fabriquer une chaudiére en soudant aux extrémités d'un cylindre
deux demisphéres. Les parois de la chaudiére ont une épaisseur constante.
Pour un volume donné v de la chaudiére, comment procéder pour que la
surface extérieure soit minimale ? Rép. La chaudiére doit avoir la forme

s 3
d'une spheére de rayon intérieur R = 3 4_v .
T

Construire un trapéze isocele de périmétre minimum pour une surface S
donnée ; I'angle de base est égal a o.. Rép. La longueur des cotés latéraux

. X / N
est égale a ,|—
sin o
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49. Inscrire dans une sphére de rayon R un prisme triangulaire régulier de

. . 2R
volume maximum. Rép. La hauteur du prisme est égale a T
3

50. Circonscrire un cone de volume minimal a une demi-sphére de rayon R. La
base de ce cone coincide avec le plan diamétral de base de la demisphére.

Calculer la hauteur de ce cone. Rép. La hauteur du cone est égale a R V3.
51. Circonscrire un cone droit de volume minimal a un cylindre de rayon » en
supposant que leurs bases soient dans un méme plan et que les centres de

-\ . . o a3
ces derniéres coincident. Rép. Le rayon de la base du cone est égal a 5 r.

52. Découper un secteur dans un cercle de carton de rayon R de maniére qu'en
I’enroulant on obtienne un entonnoir de capacité maximum. Rép. L'angle

s 2
au centre de ce secteur est égal a 2w 3

53. Parmi tous les cylindres circulaires inscrits dans un cube d'aréte a, dont
l'axe coincide avec la diagonale du cube et dont les cercles de base sont
tangents aux faces du cube, trouver celui qui a un volume maximum.Rép.

a3

. s a
; le rayon de la base est égal a T
6
54. Soit dans le plan un systeme orthogonal de coordonnées et un point (x,, ¥,)
pris dans le premier quadrant. Mener une droite passant par ce point de
maniére qu'elle forme avec les directions positives des axes de coordonnées

un triangle de surface minimum. Rép. L'équation de la droite est
L_FL:]_
2xy 2y,

La hauteur du cylindre est égale a

55. Soit un point donné sur I'axe de la parabole y* = 2px et situ¢ a la distance a
du sommet de cette parabole. Trouver l'abscisse du point de la courbe le
plus proche de ce point. Rép. x =a - p.

56. On estime que la résistance d'une poutre parallélépipédique est
proportionnelle a sa largeur et au cube de sa hauteur ; trouver la largeur de
la poutre la plus résistante que 'on peut obtenir d'un tronc de 16 cm de
diametre. Rép. La largeur est égale a 8 cm.

57. Un bateau est au mouillage a 9 km du point le plus proche de la cote. Un
messager doit parvenir au plus vite a une localité située a 15 km du point de
la berge le plus proche du bateau. Etant donné qu'un messager parcourt 5
km a T'heure a pied et 4 km a I'heure en canot, en quel point de la berge
doit-il accoster pour arriver au plus vite a cette localité ? Rép. A 3 km de la
localité.

58. Un point matériel se déplace dans le plan a la vitesse v; en dehors de la
ligne droite MN et a la vitesse v, sur cette ligne. Quel chemin doit-il



59.

60.

61.
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parcourir pour accomplir, dans le temps le plus court, le trajet AB, si B
est un point de la ligne MN ? La distance du point 4 a la ligne MN est égale
a h, la distance entre le point B et la projection o du point 4 sur la ligne MN
. . c v .
est égale a a. Rép. Si ABC est le chemin parcouru, alors Rk
AC V)
(X—BZV—I et aC = aB si £<V—1.
AB v, AB v,
On souléve un poids w a l'aide d'un levier du premier genre. Le fardeau se
trouve a la distance a cm du point d'appui; chaque trongon de levier de 1
cm de longueur pése v grammes. Quelle doit étre 1a longueur du levier pour
que la force nécessaire pour soulever le poids soit minimale ?

’2
Rép.x = ZAW em
v

Les mesures successives d'une grandeur x inconnue ont donné les résultats
suivants : xi, X, . . ., X,. Montrer que la somme des carrés des écarts (x - x;)?
+ (x — x)P + . . . + (x — x,)* sera minimale si l'on choisit
Lot et
n

Afin de réduire au maximum le frottement d'un fluide contre les parois d'un
canal, on congoit ce dernier de maniére que la surface de contact soit
minimale. Montrer que la forme idéale d'un canal parallélépipédique
ouvert, dont l'aire de la section transversale est donnée, est obtenue quand
la largeur du canal est double de la hauteur.

Déterminer les points d'inflexion et les intervalles de convexité et de concavité
des courbes:

62.

63.
64.
65.
66.

67.

68.
69.

70.
71.

y =x". Rép. Pour x < 0 la courbe est convexe et pour x > 0 concave;x = 0
est un point d'inflexion.

y=1-x% Rép. La courbe est partout convexe.

y=x>-3x*-9x+ 9. Rép. Point d'inflexion pour x = 1.

y = (x— b)’. Rép. Point d'inflexion pour x = b.

y=x". Rép. La courbe est partout concave.

1 1
=——. Rép. Point d'inflexion pourx = + —.
7 x*+1 P P 3
y =tg x. Rép. Point d'inflexion pour x = nm.
y=xe™. Rép. Point d'inflexion pour x = 2.
y=a—3/x—b . Rép. Point d'inflexion pour x = b.

y=a—3/(x—b)? . Rép. La courbe n'a pas de point d'inflexion.
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Trouver les asymptotes des courbee suivantes
1
72. y:—l1 .Rép.x=1;y=0. 75. y:eA.Rép.xZO;yZO.
B 76. y =Log x. Rép. x=10.77

73, y= Rép.x=-2;y=0. 7y =6x*+x’ Rép.y=x+2.
(x+2)° 78. 12 =& - . Rép. y + x =0.79

3 3 ,
T4, y=c+—2— Rép.x=byy=c. 19 ¥'= -Rép.x=2a.

(x—=by 2a-x
80. y?(x-2a)=x%-2a%.Rép.x=2a,y==%(x+a).

Etudier le comportement et construire le graphique des fonctions
1

3 _
81. y=x*-2x+10. 82, y= ¢ 83. y=e ¥
x2+4a?
6x 4+x X
84. y= 85. y= . 86. y= .
7 1+x? 7 x? 7 x2-1
2
§7. y=t2 88. y = 89,2 =x-x.
x3 1+x
3
90. y=3x - 91. y=3/x*+2. 92. y=x-ri+1.
—x
-1 _
93. y= = 94.y=xe™. 95. y=x% =
x+1
96.y=x—log (x+1) 97.y=Log (x*+ 1). 98. y = sin 3x.
99. y =x + sinx. 100. y = x sinx. 101.y=¢"sin x.
log x x=t*
102. y = log sinx 103, y=—8% 104
y=—t
2
x=1t° x =a(t—sint) x =ae' cost)
105. 106. 107.
y=1° y=a(l-cos?) y =ae' sint)
Exercices supplémentaires
Trouver les asymptotes des courbes :
2+1
108. y =211 Rép. x=-1. 109, y = x + ™. Rép. y = x.
I+x

110. 2y (x + 1)> =x* Rép. x =-1 ;y=% x-1.

111.y* = a3 — x*. Rép. Pas d'asymptotes. 112. y = ¢ sinx. Rép. y = 0.
113.y=¢€"sin2x + x. Rép. y =1x.
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114. y=xLog £e+lj .Rép.x=- 1 s y=x+ 1
X e e

1

115, y=xe” . Rép.x=0sy=x. 116, x=—2— y=—" Rep.y=+Liyx-L
-y -Reép. ;Y= X= Vs Ry EES x-S
Etudier le comportement et eonstruire le graphique des fonctions
117.y=|x]|. 118.y="Log| x| 119.y*=x-x.
120, y=(x + 1)’ (x—2). 12Ly=x+|x|. 122. y=3/x> —x
2 2
123. y=x*Jx+1. 124. y:%—logx. 125. y:%logx.
1
126, y=—" 127 y=—2 . 128, y=x+—8%
e’ -1 log x x
1
129. y=x Log x. 130. y=e* —x. 131. y =| sin 3x |.
132, y=0% 133y =x arc tg x. 134.y=x-2arc tg x.
X
135. y = e™sin 3x. 136.y=|sinx|+x. 137. y =sin (x?).
o x+[
138.y=cos” x +sin 3x. 139. y:T
140 x| a1 _(x+d) x— Cnzrsn)
. = =S| ——— |- ((MSXST
7T 7 2 2

142,y cos | F M| X+ -Z<x<
Y 2 2 2777
143. y=%(3x+|x|)+l.144. y:%[3(x—l)+|x—l|]+l 0<x<2).
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Chapitre VI COURBURE D’UNE COURBE

§ 1. Longueur de I'arc et sa dérivée

Supposons que 1'arc de courbe MyM (fig. 137) soit le graphique de la fonction y
= f'(x) définie dans l'intervalle (a, b). Définissons la longueur de 1'arc de courbe.

Prenons sur la courbe AB les points My, My, M>, . . ., Myy, , . .., M1, M. En
joignant ces points par des segments de droite nous obtenons une ligne
polygonale

MyM, M, ... M M;...M,, Minscrite dans l'arc My M. Désignons par P, la
longueur de cette ligne polygonale.
On appelle longueur de l'arc MyM (et l'on M, M, My
désigne par s) la limite vers laquelle tend la
longueur de cette ligne polygonale quand la
longueur du plus grand des segments M M; ¥,
constituant cette ligne tend vers zero si cette
limite existe et ne depend pas du choix des My
sommets de la ligne polygonale My M| M, . . . M
M-1M~ . -Mn—]M

Fig. 137
Remarquons que cette définition de la longueur d'un arc de courbe quelconque
est analogue a celle de 1a longueur de la circonférence.
Nous montrerons au chapitre XII que si la fonction f'(x) et sa dérivée f (x) sont
continues sur le segment [a, b], I'arc de la courbe y = f (x), compris entre les
points [a, f (a)] et [b, f (b)], a une longueur bien déterminée que l'on peut
calculer a l'aide de formules appropriées. On démontrera dans ce méme chapitre
que sous les conditions citées plus haut le rapport de la longueur de l'arc a la
longueur de la corde correspondante tend vers 1'unité, quand la longueur de la
corde tend vers zéro, c'est-a-dire

. longueur M M
hm —_— = 1 .
MM —0 longueur M o M

. r r \ : r *
On peut facilement démontrer ce théoréme pour la circonférence ), cependant
pour le cas général nous l'admettrons pour le moment sans démonstration.

" Considérons I'arc AB correspondant & l'angle au centre 2. (fig 138). La
longueur de cet arc est égale a 2Ra (R désigne le rayon du cercle) ; la longueur
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Considérons le probléme suivant.
Soit y = f'(x) I'équation d'une courbe du plan Oxy.
Soient M) (xo, o) un point donné pris sur cette courbe et M (x, y) un point
variable de cette courbe. Désignons par s la longueur de 'arc MM (fig. 139).

Yy My

=

I, I 1+bx ¥
Fig. 138 Fig. 139

Quand I'abscisse x du point M varie, la longueur s de l'arc varie également ; elle
est, par conséquent, une fonction de x. Calculons la dérivée de s par rapport a x.
Donnons a x un accroissement Ax. L'arc s subit alors un accroissement As =

longueur MM,. Soit MM, la corde qui sous-tend cet arc. Pour trouver la limite

lim lim ~ procédons de la maniére suivante : nous tirons du triangle MM,Q
Ax—0

MM} = (A0)? +(ap)*.
Multiplions et divisons le premier membre par As*:

2
(%J As? = (A)? + (&),

As

Divisons les deux membres de I'égalité par Ax*:

) (a2

Trouvons la limite du premier et du second membre quand Ax — O.

. M . Ay d
Comme _lim L et lim Yy_Y , Nous avons
MM, -0 As Ax—0 Ax  dx

de la corde correspondante est 2R sin o.. C'est pourquoi

. longueur M \M
lim ——————=1
MM —0 longueur M M
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2 2 2
é =1+ Q ou éz 1+ ﬂ . (D)
dx dx dx d

Nous trouvons l'expression suivante pour la différentielle de 1'arc

2
ds =1+ (ﬂj dx 2)

dx

*

ou )

ds =dx +dy? . 2"

Nous avons trouvé l'expression de la différentielle de la longueur de I'arc pour
une courbe dont 1'équation est y = f (x). Toutefois, la formule (2') est valable
également dans le cas ou la courbe est exprimée par des équations
paramétriques.
Si les équations paramétriques de la courbe sont
x=¢ (), y=vy(),

alors

dx =@’ (Hdt, dy=vy’(?) dt,
et I'expression (2') se met sous la forme

ds =o' O] +[v'©OF dt
§ 2. Courbure

Un des ¢éléments qui caractérisent la forme d'une courbe est son degré de
flexion, d'incurvation. Soit donnée une courbe qui n'a pas de points doubles et
qui a une tangente déterminée en chaque point Menons les tangentes a la courbe
en deux points quelconques 4 et B et désignons par a l'angle formé par ces
tangentes ou, plus exactement, 'angle de rotation de la tangente quand on passe
du point 4 au point B (fig. 140). On appelle cet angle angle de contingence de
l'arc AB. De deux arcs de méme longueur, le plus incurvé est celui dont l'angle
de contingence est le plus grand (fig. 140 et 141).

D'autre part, on ne peut pas évidemment caractériser le degré d'incurvation des
arcs de courbe de longueurs différentes en se basant uniquement sur 'angle de
contingence. Par conséquent, la caractéristique complete de la courbure d'une

* A vrai dire la formule (2') n'est juste que si dx > 0. Si dx <0, alors

ds = —\/dxz +dy? . Clest pourquoi, il est plus juste d'écrire dans le cas général

|ds| = ﬂdx2 +dy?
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courbe quelconque sera le rapport de l'angle de contingence a la
longueur de 1'arc correspondant.

Définition 1. On appelle courbure moyenne K, de 'arc AB le rapport de
I'angle de contingence correspondant a a la longueur de 1'arc qu'il sous-tend
o
" 4B
La courbure moyenne des différents arcs d'une courbe peut varier avec l'arc
choisi ; ainsi, la courbure moyenne des arcs AB et 4;B; de la courbe représentée
sur la

B
[+4
o
8
A
A
Fig. 140 Fig. 141 Fig. 142

figure 142 n’est pas égale, bien que ces arcs soient d'égale longueur. De plus, le
degré d'incurvation de cette courbe varie de proche en proche. C'est pourquoi,
afin de caractériser le degré d'incurvation d'une courbe donnée dans le voisinage
immédiat d'un point A donné, nous introduisons la notion
de courbure en un point.

Définition 2. On appelle courbure de la courbe au
point 4 et on note K, la limite vers laquelle tend la
courbure moyenne de I'arc 4B quand la longueur de cet arc
tend vers zéro (c'est-a-dire quand B s'approche *)
indéfiniment du point 4):

Fig. 143 K, = lim K, = Agllq()%.

Exemple. Etant donné un cercle de rayon r: 1) déterminer la courbure
moyenne de l'arc AB correspondant a l'angle au centre o (fig. 143) ; 2)
déterminer la courbure au point 4.

" Nous supposons que la valeur de la limite est indépendante du choix du point
variable B (a gauche ou a droite du point 4).
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Solution. 1) Il est évident que I'angle de contingence de 1'arc 4B est égal
a a et que la longueur de cet arc est égale a ar. Par conséquent,

o 1
K,=—ou K, =—
or r
2) La courbure au point 4 est égale a
oo 1
K, =lm—=—
a0 1
Ainsi, la courbure moyenne d'un arc du cercle de rayon  ne dépend pas de la
position et de la longueur de cet arc; elle est égale pour tous les arcs a 1/r. De
méme, la courbure du cercle en un point donné ne dépend pas de la position de

. caos ]
ce point et elle est aussi égale a —.
r

ue. u ur u ul u urbu ul
Remarque. Notons que pour une courbe quelconque la courbure peut
généralement varier quand on passe d'un point a l'autre. C'est ce que nous
verrons par la suite.

§ 3. Calcul de la courbure

Nous allons établir une formule qui nous permettra de calculer la courbure en

chaque point M (x, y) d une courbe. Nous supposerons que dans un systéme de

coordonnées cartésiennes la courbe est \

donnée par une équation de la forme y
y=/) (1)

et que la fonction f'(x) a une dérivée seconde

continue. Menons les tangentes a la courbe

aux points M et M, d'abscisses x et x + Ax et

désignons par ¢ et @ + Ap les angles formés

par ces tangentes avec l'axe Ox positif (fig.

144).

Désignons par s la longueur de l'arc MM 0

comptée a partir d"un, point donné M, (on

Fig. 144
l'appelle parfois 1'abscisse curviligne du point M); alors As = MM, — MM, et |
As | = MM;,. On voit immédiatement de la figure 144 que l'angle de

contingence correspondant a l'arc MM, est égal a la valeur absolue’) de la
différence des angles ¢ et @ + Ao, c'est-a-dire qu'il est égal a | Ao |.
En vertu de la définition de la courbure moyenne, nous avons pour l'arc MM;:

"1l est évident que pour la courbe représentée sur la figure 144 | Ag | =
A puisque Ag > 0.
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_[ad |ae
= m =
Pour calculer la courbure au point M, il faut trouver la limite de cette
expression quand la longueur de I'arc MM, tend v ers zéro

Ag

As

Comme ¢ et s dépendent de x (sont des fonctions de x), nous pouvons
considérer ¢ comme une fonction de s et supposer que cette fonction est
exprimée par des équations paramétriques a l'aide du paramétre x. Alors

m

K, = lim
" As—0|

. A
K, = lim el @
As—0 As ds
et, par conséquent,
do
K=—. 2
> (2)
Pour calculer ? utilisons la formule de dérivation des fonctions
s
paramétriques:
do
a9 _ dx.
ds ds '
dx

Pour exprimer ? a l'aide de la fonction y = f'(x), remarquons que tg ¢ = dx et,
x

, o
par consequent, p=arc tg — .
dx

Dérivons cette égalité par rapport a x; nous avons:

. L., ds ,
En ce qui concerne la dérivée d_ , nous avons déja trouvé au § 1,
Ix

2
ch.VIqueéz l+ﬂ .
dx dx
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C'est pourquoi

dzy

dx?

2
o o]y
de _ dx dx dx*

, hous trouvons en définitive:

ou, puisque K = d_(p
ds

2

Par conséquent, en tout point de la courbe ou la dérivée seconde —;j existe et
dx

est continue, on peut calculer la courbure a l'aide de la formule (3). Notons que,
au cours du calcul de la courbure, on affecte du signe plus la racine du
dénominateur puisque la courbure est, par définition, une quantité non négative.
Exemple 1. Déterminer la courbure de la parabole y* = 2px a) en un point

arbitraire M (x, y); b) au point M (0, 0) ¢) au point M, [% R pJ

Solution. Trouvons les dérivées premiére et seconde de la fonction

y=4/2px
d_p d’y_ p’

dx 2px dXZ (2PX)%

En substituant ces expressions dans la formule (3), nous trouvons
2

p 1
YK =——"——_b)(K),,o =—;0) K =—;
(2px+p2)% y=0 D ng, Z\Ep
y=p
Exemple 2. Déterminer la courbure de la droite y = ax + b en un point

arbitraire M (x, y).
Solution. y'=a,y”’=0.
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En vertu de la formule (3) nous avons
K=0.
La droite est donc « une courbe de courbure nulle ». Ce résultat peut étre
facilement retrouve en partant de la définition méme de la courbure.

§ 4. Calcul de la courbure des courbes sous forme
paramétrique

Soient
x=¢ (0, y=vy ()

les équations paramétriques d'une courbe.
Alors (voir § 24, ch. III):

d_vO &y ey vy

de  @'(t) dx? (9>
En substituant ces expressions dans la formule (3) du paragraphe précédent,
nous avons:

v’ =v'e’|

,2]/

K = (1)

[(P Ty

E x e m p 1 e. Déterminer la courbure de la cycloide x = a (¢ - sin ), y = (¢ - cos
?) en un point arbitraire (x, ).

Solution.
dx . d o d?
—=a(l-cost), —— =asint, 4 =asint, —y:acost.
dt dt? dt dt?
En substituant ces expressions dans la formule (1), nous avons:
K- |a(l cost)acost—asint-asin t| |cos t— 1| 1

|a (1—cost)* +a? sin? t|/ 2/61(1 COSt)/ 4a

t
sin —|
2

§ 5. Calcul de la courbure des courbes en coordonnées
polaires.

Supposons que la courbe soit donnée par I'équation

p=s(6). (1)
Ecrivons les formules de passage des coordonnées polaires aux coordonnées
cartésiennes:
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x=pcoso,
. 2
y=psinb.

En remplacant dans ces formules p par son expression en fonction de 6, c'est-a-
dire par f'(6), nous avons :

x= f(0)-cos®,
o 3
y= f(8)-sin 6.
On peut considérer ces équations comme les équations paramétriques de la
courbe (1) avec 6 pour paramétre. Alors,

ﬂ:@cose—psine,d—y:@sin6+pcosﬁ,
do  do do  do
2 2 2 2
u=Qcose—2@sin6—pcos6, uzﬁsin6+2@cos6—psin6
do*  do’ do do* e’ do

En substituant les expressions ci-dessus dans la formule (1) du paragraphe
précédent, nous en déduisons une formule permettant de calculer la courbure
d'une courbe en coordonnées polaires
|p2 +2pr2 _ppn|
K=———— 4)

o2+

E x e m p | e. Déterminer la courbure de la spirale d' Arcbimede p = ab (a > 0)
en un point arbitraire (fig. 145).
Solution.

Par conséquent,

|a292+2a2| 1 0242

= 3 - 3 .
(a292 +a’ )A a (92 +I)A
Remarquons que pour les grandes valeurs de 6 sont vérifiées les égalités
approchées suivantes:

0+2 0741
02 o2
c'est pourquoi, en remplagant dans la formule précédente 0% +2 par 0? et
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9
7T
8
- _
Fig. 145

de 0% + 1 par 6% nous en déduisons une formule approchée (pour les grandes
valeurs de 6 ):

a (92)% a8
Ainsi, la spirale d'Archiméde a, pour les grandes valeurs de 6, la méme
courbure qu'un cercle de rayon a®.

2

§ 6. Rayon et cercle de courbure. Centre de courbure.
Développée et développante

Définition. On appelle rayon de courbure d'une courbe en un point donné
M la grandeur R égale a l'inverse de la courbure K de cette courbe en ce point

d’y
dx?

Menons au point M de la courbe la normale (fig. 146), orientée dans le sens de
la concavité de cette courbe, et portons sur cette normale le segment MC égal au
rayon de courbure R de cette courbe au point M. Le point C est appelé centre de
courbure de cette courbe au point M, et le cercle de rayon R et de centre au
point C (passant par le point M) cercle de courbure de cette courbe au point M.

R:% ()ou R= 2
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y
M ﬁA Cla.p)
R R
o (@.5) M(z,y)
0l “«w I
Fig. 146 Fig. 147

Il découle de la définition du cercle de courbure qu'en un point donné, la
courbure de la courbe est égale a celle du cercle de courbure.
Etablissons les formules définissant les coordonnées du centre de courbure.

Soit

y=/x) 3)
1'équation de la courbe.
Fixons sur la courbe un point M (x, y) et déterminons les coordonnées a et 3 du
centre de courbure correspondant a ce point (fig. 147). Pour cela formons
1'équation de la normale a la courbe au point M :

Yoyt (X-n @
y

(X et Y désignent les coordonnées courantes d'un point de la normale).
Le point C (o, P) étant sur la normale, ses coordonnées doivent vérifier
1'équation (4) :

1
p-y=-—(a-x) ®)
y
La distance du point C (o, B) au point M (x, y) est égale au rayon de courbure R
(a—xP+(B-y)y=R (6
En résolvant les équations (5) et (6) nous déterminons o et 3

((x—x)2 +y%((x—x)2 =R?,
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12
(oc—x)Z: Y 2RZ;
1+y'
d' ou
a=xt—2 R, B:yi—l R.
\/l+y'2 1+y’2
3
. 1+y2)2
Mais comme R = Ty p , alors
/1+ 12 1+ 12
adﬁ) pupe 2
y y

Pour savoir quel signe nous devons prendre dans ces derniéres formules, nous
aurons a considérer deux cas : "> 0 et y" <0. Si y”> 0, la courbe est concave
en ce point et, par conséquent, § > y (fig. 147), donc nous devrons prendre les
signes d'en bas. Comme dans ce cas | y" | = y", les formules des coordonnées du
centre de courbure seront les suivantes :

Q:x—i—)yll-i_ylz

"

y
ﬁ:y+l+y72
yu

(N

On peut démontrer, d'une manicre analogue, que les formules (7) sont valables
également dans le cas ou y"” < 0.
Si la courbe est donnée par des équations paramétriques

x=0 @, y=vy (@,

on peut aisément déterminer les coordonnées du centre de courbure a partir des
formules (7), en rempagant dans ces dernicres y' et y” par leurs expressions
correspondantes en fonction du parameétre

’ ron "1

Ve o XY %)y
y __,9y _T
X, !

Alors
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o2 12
X+
a:x_ﬂ_y)

xvyﬂ_x"yr

(7)
.12 12
p=y+ M :

Xy —xy
Exemple 1. Déterminer les coordonnées du centre de courbure de la
parabole y* = 2px
a) en un point arbitraire M (x, y) ;
b) au point M, (0, 0) ;

¢) au point M, (% , D)

. . dy d’
Solution. En substituant les valeurs correspondantes de d_y et d_;/
X X
dans les formules (7), nous avons (fig. 148):
3
22)%
a) o=3x+p, B:——( x)

Jp

b) pourx=O0ontrouve:a=p, B=0;
p 5p

c ourx=-—ona:o=— ,B=-

) P 5 5 p=-p

Si au point M, (x, y) la courbure de la courbe n'est pas égale a zéro, il
correspond a ce point un centre de courbure bien déterminé C, (a, B).
Ay

Fig. 148 Fig. 149

L'ensemble de tous les centres de courbure d'une courbe constitue une nouvelle
courbe appelée développée de la courbe considérée.

Ainsi, on appelle développée d'une courbe le lieu géométrique des centres de
courbure de cette courbe. La courbe en question est alors appelée dévetoppante.
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Si la courbe est donnée par 1'équation y = f'(x), on peut alors considérer les
équations (7) comme les équations paramétriques de la développée, avec x pour
paramétre. En éliminant le paramétre x de ces équations (si cela est possible),
on en déduit l'expression de la dépendance directe entre les coordonnées
courantes o et B de la développée. Si la courbe est donnée par des équations
paramétriques x = ¢ (¢), y = y (), les équations (7') seront alors les équations
paramétriques de la développée (puisque les quantités x, y, x', ', x", y" sont des
fonctions de ¢).
Exemple 2. Trouver I'équation de la développée de la parabole y? = 2px.
Solution. En nous servant des résultats de l'exemple 1, nous pouvons écrire
pour tout point arbitraire (x, y) de la parabole:
oa=3x+p,
()2
B=—""LC
Jr

En ¢éliminant le parameétre x entre ces deux relations, nous trouvons

8 . . .
B2 = 75 (o— p)3 . C'est I'¢quation d'une parabole semi-cubique (fig. 149).
p

Fig. 150
Exemple 3. Trouver I'équation de la développée de l'ellipse définie par les
équations paramétriques

x=acost,y=bsint.
Solution. Calculons les dérivées de x et y par rapport a ¢
x'=-asint,y'=bcost,
"=-bsint.

"_

x"=-acosty

En substituant 1'expression de ces dérivées dans la formule (7'), nous avons:
bcost(a®sin’t +b*>cos’t)

o =acost— -
absin 2t + ab cos %t
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— in2 _E 3 = _E 3
acost—acostsin“t cos’t=|a Cos°t
a a

b2
a=|a—— |cos’t.
a

Nous trouvons d'une maniére analogue :

2
B= [b —%) sin *.

En éliminant le paramétre ¢, nous en déduisons I'équation de la développée de
l'ellipse sous la forme

% BV (e

b a ab '

o et B sont ici les coordonnées courantes de la développée (fig. 150).

Ainsi,

’10 ’ idere;
obe consideres
0
= ,
} g Dey, z
<,
2a ED
+ B
fe—— 77 7 — >~ E

Fig. 151

Exemple 4. Trouver les équations paramétriques de la développée de la
cycloide x=a (¢-sinf),y=a (1 - cos ?).
Solution.

x'=a(l-cost), y'=asint;

x"=asint, y"=acost.
En substituant les expressions trouvées dans la formule (7') nous avons:
a=a(t+sint),B=-a(l-cosi).
Procédons a un changement de variables en posant
a=E&-ma, f=n-2a,t=r-mn; les équations de la développée se mettent alors
sous la forme & = a (1 - sin 1), n = a (1 - cos 7). Par rapport aux coordonnées &
et  ces équations définissent une cycloide engendrée par une circonférence de
méme rayon a. Ainsi, la développée de la cycloide est la méme cycloide mais
qui a subi une translation -ma dans le sens de I'axe Ox et -2a dans le sens de
l'axe Oy (fig. 151).
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§ 7. Propriétés de la développée

Théoréme 1. La normale a une courbe donnée est la tangente a sa
développée.

Démonstration. Le coefficient angulaire de la tangente a la développée
définie par les équations paramétriques (7) du précédent paragraphe est

ap
B _ dx
do. do
dx

En remarquant que [en vertu de ces mémes équations (7)]
n2 12 rm 13.m ron2 " 12 _m
do _ 3y""y" —yy"-y"y :_y,3yy —y'=yy

1
dx y//2 y//2 ( )
dB B 3y772yr_ym_y72ym 5
I e 2
X y
nous en déduisons la relation
dap__1
da '

Mais y’ est le coefficient angulaire de la tangente a la courbe au point
correspondant. Par conséquent, il découle de cette derniére relation que la
tangente a la courbe est perpendiculaire a la tangente a la développée de cette
courbe au point correspondant ; en d autres termes, la normale a la courbe est la
tangente a la développée de cette courbe.

Théoréme 2. Si le rayon de courbure varie d'une fagon monotone (c'est-a-
dire en restant croissant ou décroissant), dans une certaine partie M\ M, de la
courbe, l'accroissement de la longueur de l'arc de la développée dans cette
partie de la courbe est égal (en valeur absolue) a ['accroissement
correspondant du rayon de courbure de cette courbe.

Démonstration. En vertu de la formule (2') du § 1, ch. VI, nous avons:

ds*=da? +dp?,
ou ds est la différentielle de la longueur de I'arc de la développée; il vient, par

conséquent,
£ (2] (2]
dx dx dx )

En substituant dans cette dernicre relation les expressions (1) et (2), nous avons
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2 2 w12 m
(ﬁj e 3y -y =y 3)
dx y”2

dR
Calculons maintenant (d_j . Comme
X

3 3
12 )2 1+ 12
R:ﬁH—y"K,alors RZZXLZL.
y y//

Dérivons, par rapport a x, les deux membres de cette égalité ; nous trouvons
apres avoir effectué les transformations adéquates

B e T
dx (y”)3

3
2(1+y’2)4

Divisons les deux membres de cette égalité par 2R = nous avons:

dR _ (1+y’2)% By —ym=yy")
dx B y"2 '

En élevant au carré, nous avons

dR 2 3 w2 w2 m 2
[_j :(Hy,z{ Rt et j @
y

dx

Des équations (3) et (4) nous tirons
[d_R T
dx dx
dR _ds
—=F—.
dx dx

d’ou

dR . . . .
Par hypothése d_ ne change pas son signe (R est soit croissant, soit
X

L , ds , .
décroissant), par conséquent, % conserve également son signe. Prenons pour
X

fixer les idées ar <0, s > 0 (ce qui correspond a la fig. 152). Par
dx dx
i dR ds
consequent, —=——.
dx dx
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Soient x; et x, les abscisses des 'y
points M; et M, Appliquons le
théoréme de Cauchy aux fonctions s (x)
et R (x) sur le segment [x|, x,] :

&)

s(r)-sCe) _\dx)

R(x;)—R(x;) [dR) ’
dx et

ou § est un nombre compris entre x; et

X (X1 <E<xp).
Posons (fig. 152) : s (x3) = 55,
sx)=s1, R(x2)=Ry, R(x)=R.

Alors 2751 — 1 ou
RZ _Rl 0
Sr—81 = - (RQ—R| )
Mais cela signifie que | s, —s1 | =| Ry— Ry | Fig. 152

On démontrerait, d'une maniére identique, cette égalité pour le cas ou le rayon
de courbure serait croissant.

Nous avons démontré les théorémes 1 et 2 dans le cas ou la courbe est définie
par une équation explicite y = f'(x).

Ces théorémes sont également valables dans le cas ou la courbe est définie par
des équations paramétriques. La démonstration est identique.

Remarque. Indiquons un procédé mécanique élémentaire permettant de
construire la courbe (développante) a partir de sa développée.

Donnons a une régle flexible la forme de la développée CoCs (fig. 153).
Supposons qu'un fil inextensible, dont I'une des extrémités soit fixée au point
Co, épouse la forme de la régle. Si nous déroulons le fil tout en le gardant
tendu, l'autre extrémité décrira la courbe MsM, qui est la développante. C'est
d'ailleurs cette propriété qui a donné a la courbe le nom de développante. Or.
peut démontrer, en s'appuyant sur les propriétés de la développée établies plus
haut, que la courbe ainsi tracée est bien la développante.

Remarquons également qu'a chaque développée donnée correspond une infinité
de développantes (fig. 153).

Exemple. Soit un cercle de rayon a (fig. 154). Choisissons parmi les
développantes de ce cercle celle qui passe par le point M, (a, 0).
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0 M, P I

Fig. 154

On trouve facilement I'équation de la développante du cercle en remarquant que
CM=CMy=at :

OP=x=a(cost+tsint), PM=y=a(sint-tcos?).

Remarquons que dans la majorité des cas les profils des dents d'un engrenage
ont la forme de la développante du cercle.

§ 8. Calcul approché des racines réelles d'une équation

Les méthodes d'étude de la variation des fonctions permettent le calcul des
valeurs approchées des racines de I'équation f'(x) = 0.

Si clest une équation algébrique ) du premier, deuxiéme, troisiéme ou
quatriéme degré, il existe alors des formules donnant les racines de cette
équation en fonction de ses coefficients aprés un nombre fini d'opérations
d'addition, de soustraction, de multiplication, de division et d'extraction de
racine. De telles formules n'existent pas dans le cas général si le degré de ces
équations est supérieur a quatre. Si les coefficients d'une équation quelconque,
algébrique ou non (transcendante), ne sont pas des lettres, mais des chifftes, il
est alors possible de calculer la valeur approchée des racines de cette équation
avec le degré de précision voulu. Remarquons, également, que I'emploi des
méthodes pratiques de calcul des valeurs approchées des racines d'une équation
donnée s'impose fréquemment, méme dans le cas ou la valeur exacte des racines
de 1'équation algébrique peat étre exprimée par des radicaux. Nous exposerons
cidessous certaines méthodes de calcul de la valeur approchée des racines d'une
équation.

" On dit que /' (x) = 0 est une équation algébrique si f (x) est un polynéme (voir §
6, ch. VII).
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1. Méthode des cordes’). Soit

J®)=0 (M

une équation, ou f (x) est une fonction continue sur le segment [a, b], dont la
dérivée d'ordre deux existe. Aprés I'étude de la fonction f (x), supposons que
dans l'intervalle (a, b) il existe un segment [x;, x,] a l'intérieur duquel la
fonction est

B
y
¥\
y=flr)
fix;) ly=fio)
x, a/fz
z
0 z,
] F] Ap=fla,) ¢
f i) A, =f(a,)
A
Fig. 155 Fig. 156

monotone (croissante ou décroissante) et prend des valeurs de signes contraires
aux extrémités de ce segment. Prenons pour fixer les idées f'(x;) <0 et f(xp) > 0
(fig. 155). La fonction y = f (x) étant continue sur le segment [x;, x,], son
graphique doit nécessairement couper 1'axe Ox en un point de l'intervalle (xi,
XQ).

Menons la corde AB joignant les points de la courbe d'abscisses x; et x,.
L'abscisse a; du point d'intersection de cette corde avec 1'axe Ox sera la valeur
approchée de la racine (fig. 156). Pour trouver cette valeur approchée, formons
I'équation de la droite AB passant par les points donnés 4 [x;, f (x1)] et B [xa, f

(x2)]

Comme y = 0 pour x = a;, nous avons

d'ou

Afin d'obtenir une meilleure approximation de la valeur de la racine
déterminons fla;). Si fla;) < 0, nous répétons le procédé que nous venons

" Cette méthode s'appelle également méthode de Lagrange ou méthode des
parties proportionnelles. (N.d.T.)
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d'indiquer en appliquant la formule (2) au segment [a;, x»]. Si f (a;) > 0,
nous appliquons cette formule au segment [x;, a;]. En appliquant ce procédé
plusieurs fois, nous trouvons une approximation toujoiirs meilleure a,, a;, etc.,
de la racine cherchée.
Exemple 1. Trouver les valeurs approchées des racines de I'équation :
f)=x-6x+2=0.

Solution . Trouvons tout d'abord les intervalles }y
de monotonité¢ de la fonction. Le calcul de la 172
dérivée 1" (x) = 3x* - 6 montre que cette dernicre est i

.. . 10
positive pour x < —\/5 , négative pour —\/5 <x< )
+2 , et de nouveau positive pour x >\2 (fig. 8
157). La fonction a donc trois intervalles de L7
monotonité ; a l'intérieur de chacun d'eux se trouve L6
une racine. 5
Afin de simplifier les calculs ultérieurs, rétrécissons 4
les intervalles de monotonité (tout en prenant soin 3
que dans chaque intervalle se trouve la racine 2
correspondante). Pour cela, ayant choisi au hasard ,\,
certaines valeurs de x et les ayant substituées dans | .’ﬁ
I'expression de f (x), on délimite des intervalles de ~4J2 =1 0j\1l2f 3 =
monotonité plus petits aux extrémités desquels la ¥z 1
fonction prend des valeurs de signes contraires : 13
x1=0, f(0)=2, 14
x=1, f(1)=-3, 1 y=x'-6z+2
x3=-3, f(-3)=-7,
xi=-2, f(-2)=6, 18
=2 f2)=-2, ) 7
x=3 f(3)=1L Fig. 157

Les racines se trouvent donc a l'intérieur des intervalles (0; 1), (-3 ; -2), (2 ; 3).

Calculons la valeur approchée de la racine comprise dans l'intervalle (0; 1). En
vertu de la formule (2), nous avons:

1-02 2
-3-2 5
Mais £ (0,4) = 0,4 - 60,4 +2 = -0,336, f(0) = 2, par conséquent, la racine est
comprise entre 0 et 0,4. Appliquons de nouveau la formule (2) a l'intervalle
(0;0,4) ; nous trouvons la valeur approchée suivante
0 04-02 08
-0,336-2 2336
On procédera de méme pour trouver les valeurs approchées des racines
comprises

a,=0- 0,4

) = =0,342, etc.
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dans les autres intervalles.

2. Méthode des tangentes (méthode de Newton).
Supposons, a nouveau, que f (x;) < 0, f (x2) > 0 et que, en outre, la dérivée
premiére conserve son signe sur le segment [x;, x,]. Alors, l'intervalle (x;, x;) ne
contient qu'une seule racine de I'équation f'(x) = 0.

ya B v 8

S|

‘-IZ xa
0

A
Fig. 158 Fig. 159

Supposons, en outre, que la dérivée seconde conserve également son signe sur
le segment [x;, x,]; nous pouvons y arriver en réduisant la longueur de
l'intervalle contenant la racine.

Du fait que la dérivée seconde ne change pas son signe sur le segment [xy, x;],
on déduit que la courbe est soit convexe, soit concave sur ce segment.

Menons la tangente a la courbe au point B (fig. 158). L'abscisse a; du point de
rencontre de cette tangente avec I'axe Ox sera la valeur approchée de la racine
cherchée. Formons 1'équation de la tangente au point B pour trouver cette
abscisse y - f (x2) = f" (x2) (x — x;). En remarquant que y = 0 pour x = @, nous
avons

_fGx) )
S'(xs)

Menant ensuite la tangente a la courbe au point B;, nous en déduisons une
meilleure approximation a, de la racine. En répétant ce procédé un nombre de
fois suffisamment grand, on peut calculer la valeur approchée de la racine avec
le degré de précision voulu.

Attirons l'attention sur le point suivant. Si nous avions mené la tangente a la
courbe non au point B mais au point 4, le point de rencontre de cette tangente
avec l'axe Ox aurait pu se trouver en dehors de l'intervalle (x;, x,).

On voit immédiatement des figures 158 et 159 que 1'on doit mener la tangente a
la courbe a l'extrémité de l'arc ou les signes de la fonction et de sa dérivée
seconde coincident. Par hypothése, la dérivée seconde conserve son signe et,
par conséquent, les signes de la fonction et de la dérivée seconde coincideront

ap =X,
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nécessairement a l'une des extrémités. Cette régle est égalément valable
pour le cas " (x) < 0.

|

i]

A
0
I I, I
B
Fig. 160 Fig. 161

Si I'on méne la tangente au point de la courbe dont 1'abscisse est 1'extrémité
gauche de l'intervalle, il faut remplacer dans la formule (3) x, par x;
_ / '(xl) (3%)

S'(x)
Si a l'intérieur de l'intervalle (x;, x,) se trouve un point d'inflexion C, la méthode
des tangentes peut donner une valeur approchée de la racine située en dehors de
l'intervalle (xi, x,) (fig. 160).
Exemple 2. Appliquons la formule (3') au calcul de la racine de I'équation f'
(x) =x* - 6x + 2 = 0, située dans l'intervalle (0 ; 1). Nous avons f(0) =2, /' (0) =
(3x% - 6)] x=0 = -6, /" (x) = 6x > 0, c'est pourquoi nous trouvons en vertu de la
formule (3'):

a; =X

a4 =0-—2-1_0333
3

Méthode combinée (fig. 161). En appliquant simultanément au segment
[x1, x2] la méthode des cordes et la méthode des tangentes, on obtient deux
points a; et a, al, disposés_de part et d'autre de la racine a recherchée (puisque

f (a)) et f (a;) ont des signes différents). On applique ensuite au segment
[a1, a; ] 1a méthode des cordes et la méthode des tangentes. Nous trouvons deux
nombres a, et a, qui sont encore plus pres de la valeur de la racine.

On applique successivement cette méthode jusqu'a ce que la différence des
valeurs approchées ainsi obtenues soit inférieure a la marge de précision voulue.
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Notons qu'en appliquant la méthode combinée nous nous approchons de la
valeur-cherchée de la racine des deux cotés a la fois (c'est-a-dire que nous
déterminons simultanément les valeurs approchées par exces et par défaut de la
racine).
Ainsi, on vérifie pour I'exemple considéré que f(0,333) > 0, 1(0,342) <O0.
Par conséquent, la valeur de la racine est comprise entre les valeurs approchées
calculées:

0,333 <x<0,342.

Exercices
Trouver la courbure des courbes aux points indiqués:

1. bx* + a*>* = a*b* aux points (0, b) et (a, 0). Rép. % au point (0, b) ; %
a
au point (a , 0)
2. xy=12 aupoint (3 ; 4). Ré 24
-Xy p ;4). Rep 125
6x,

(1+3x14)%

4. 16y =4x* — x® au point (2, 0). Rép. %

3. y=x%aupoint (x;, ;). Rép .

2 2 2
5. x3 +y3 =a? aupoint arbitraire. Rep. ;1
3(axy)A
Trouver le rayon de courbure des courbes aux points indiqués ; construire
chaque courbe et le cercle de courbure correspondant:

80+/10
—
7. x*=4ay au point (0; 0). Rép. R = 2a.

3
) b4 + 4 2
8. b*x*-d%* =a*b? au point (x1, y;). Rép. R = MK .

4,4
a’b

6. y*=x"aupoint (4 ;8). Rép. R=

9. y:Logxaupoint(l;O).Rép.R:2\/5.

10. y=sinxaupoint (2,1).Rép. R=1.
x=acosSt .

11. pour t=t¢t;. Rép .R=asin t cos
y=asin" t

Trouver le rayon de courbure des courbes suivantes:
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x =3 .
12. Y= pourt=1.Rép. R=6.

13. La circonférence p = a sin 0. Rép. R =

2 2 %
14. La spirale d'Archiméde p = a. Rép. R = [ +a?)? .

p2+2a2

SRR

15. La cardioide p=a (1 —cos 0). Rép. R= %1/2ap .

16. La lemniscate p® = a* cos 20. Rép. R=3P

17. La parabole p = a sec’ g .Rép. R =2a sec’ g .

18. P=asin'd 3.Rép.R= 3asim? Y
3 4 3

Trouver les points des courbes ou le rayon de courbure est le plus petit:

19. y=Logx. Rép. [%,—%logZJ.

V2

1
20. y=¢". Rép. | ——log2,— |.
21. Vx+4y =+a .Rép [%%j
x? . a
22. y=alog (1——2j .Rép. Au point (0, 0) R = 5
a

Trouver les coordonnées du centre de courbure (o, PB) et I'équation de la
développée de chacune des courbes suivantes:

2 2 2 2 3 2 2 3
23. x——y—zl.Rép.a:—(a b2 ;B:__(“ +b2)y
@ b o X
2 2 2 1 2 2 1

24. x§+y5 =a§.Rép.oc= x+3x§y5 ;B= y+3x§y§.
a4+15y4 ] :a4y—9y5

25. y*=d*x. Rép. a.= "
2a

s >

6a2y
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27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

x=3t, ) 4 3
26. Rép.ao= ——=13; =3>—=
y=t*-6 3 2

t x X
x=klogetg 2 kcost, Rép. y= K [ek te k ] (tractrice).
y=ksint. 2
x=a(cost+tsint), , O =acost
{y:a(sint—tcost) P B=asint.
x=acos®, _ o =acos’+3acostsin?t;
{y —gsini P B=asin3+3acostsint
Calculer les racines de 1'équation x* - 4x + 2 = 0 a 0,001 prés.Rép. x; =

1,675, x, = 0,539, x; =-2,214.

Calculer la valeur approchée de la racine de 1'équation f(x) =x" -x-0,2=0
comprise dans l'intervalle (1 ; 1,1). Rép. 1,045.

Calculer les racines de I'équation x* + 2x* - 6x +2 =04 0,01 prés. Rép.
0,38 <x<0,39; 1,24 <x, < 1,25.

Trouver la valeur approchée des racines de I'équation x° — 5 = 0.Rép. x; ~
1,71, x,5=1,71 liT"/g

Trouver la valeur approchée de la racine de I'équation x — tgx = 0 comprise
entre 0 et 3711 . Rép. 4,4935.

Trouver la valeur approchée de la racine de I'équation sin x = 1 - x a 0,001
prés. Indication. Mettre I'équation sous la forme f'(x) = 0. Rép. 0,5110
<x<0,5111.

Problémes divers

36.

37.

38.

39.

Montrer qu'en chaque point de la lemniscate p> = a® cos 2¢ la courbure est
proportionnelle au rayon vecteur en ce point.
Trouver la plus grande valeur du rayon de courbure de la courbe p=ga sin’

% Rép. R=3a/4.

Trouver les coordonnées du centre de courbure de la courbe y = x Log x au
point ot y’= 0. Rép. (e, 0).

Démontrer que pour les points de la spirale d'Archimede p = a@ la valeur
de la différence entre le rayon vecteur et le rayon de courbure tend vers
z€ro quand ¢ — oo.



40.

41.

42.

43.

44,

45.

46.

47.

48.
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Trouver la parabole y =ax?> + bx + ¢, ayant avec la sinusoide y =sin x
une tangente commune et la méme courbure au point (n/2, 1). Faire

2 2
undessin. Rép. y = T

2 2 8
La fonction y = £ (x) est ainsi déterminée f (x) = x> dans l'intervalle - oo < x
<1, f(x) = ax* + bx + ¢ dans l'intervalle 1 < x <+ oo. Quelles doivent étre
les valeurs de a, b, ¢ pour que la courbe y = f(x) ait partout une
courbure continue ? Faire un dessin. Rép.a=3,b=-3c=1.
Montrer que le rayon de courbure d'une cycloide est en chaque point le
double de la longueur de la normale en ce point.

Ecrire I'équation du cercle de courbure de la parabole y = x? au point (1, 1).
2
7 125
Rép. (x+4y+|y——=| =—.
p. (x+4) [y 2) 2

Ecrire I'équation du cercle de courbure de la courbe y = tg x au point

2 2
T n—10 9 125
T lrep. [x- Hy-2] =222,
(4 j p( 4 j [y 4j 16

Trouver la longueur de la développée de 1'ellipse dont les demi-axes sont
égaux a a et b. Rép. 4 (&® - b*)/ab.

Trouver la valeur approchée des racines de 1'équation xe* = 2 a 0,01
prés.Rép. L'équation a une racine réelle unique x ~ 0,84.

Trouver la valeur approchée des racines de 1'équation x Log x = 0,8 40,01
pres. Rép. L'équation a une racine réelle unique x ~ 1,64.

Trouver la valeur approchée des racines de 1'équation x” arc tg x = 1 4 0,001
pres. Rép. L'équation a une racine réelle unique x = 1,096.
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Chapitre VIl NOMBRES COMPLEXES.
POLYNOMES

§ 1. Nombres complexes.Définitions :

On appelle nombre complexe z toute expression de la forme
z=a+ib, (1)
ou a et b sont des nombres réels et i 'unité imaginaire définie par la relation

i=y-1 oui=-1; Q)
a est appelé la partie réelle et b la partie imaginaire du nombre complexe z. On
les note ainsi
a=Rez,b=Imz.

Si a =0, le nombre 0 + ib = ib est dit purement imaginaire ; si b = 0, on
retrouve un nombre réel: @ + i0 = a. On dit que deux nombres complexes z = a
+ib et z =a - ib sont conjugués s'ils ne différent que par le signe de leur partie
imaginaire.

On adopte deux conventions fondamentales
1) deux nombres complexes z; = a; + i by et z, = a, + i b, sont égaux z; =z,
si a) = ap, b1 = bz,
autrement dit si séparément leurs parties réelles et leurs parties imaginaires sont

égales.
2) un nombre complexe z est €gal a zéro
z=a+ib=0
si et seulementsia=0,b=0.
I.Représentation géométrique des nombres

comp lexes.Tout nombre complexe z = a + ib peut étre représenté sur le
plan Oxy par un point 4 (a, b) de coordonnées a et b, et réciproquement, tout
point M (x, y) du plan Oxy peut étre considéré comme l'image géométrique du
nombre complexe z = x + iy. Le plan sur lequel on représente les nombres
complexes est appelé plan de la variable complexe z (fig. 162) (sur le plan le
symbole z est entouré d'un petit cercle).

Mais si a fout point A (a, b) correspond un nombre complexe a + ib, alors, en
particulier, a tout point de I'axe Ox correspond un nombre réel (b = 0). Tout
point de 1'axe Oy représente un nombre purement imaginaire puisque dans ce
casa=0.
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C'est pourquoi, eu égard a une telle représentation des nombres complexes
sur le plan, on appelle I'axe Oy axe imaginaire et 'axe Ox axe réel. 260
En joignant le point A4 (a, b) a 'origine des coordonnées on obtient le vecteur
0O4.
Pour des raisons de commodité, on assimile parfois le nombre complexe z = a +

ib au vecteur OA correspondant.

2.Forme trigonométrique des nombres complexes.
Désignons par ¢ et » (#r > 0) les coordonnées polaires du point 4 (a, b), en
prenantl'origine des coordonnées pour pdle et le sens positif de 1'axe Ox pour
axe polaire.Alors (fig. 162) on a les relations suivantes a = r cos @, b = r sin ¢
et, par conséquent, tout nombre complexe z peut étre mis sous la forme

a+ib=rcos @+ irsin ¢

ou

yll @ Ala,b) z=r(cos @ +isin ). (3)
r L'expression figurant dans le second membre de
b cette relation est la forme trigonométrique du
@ »  Nombre complexe z = a +ib ; r est dit module et
0 a Z @ argument du nombre complexe ; ils sont
notés ainsi r=|z|,p=argz. 4

Fig. 162

Les grandeurs 7 et ¢ s'expriment ainsi en fonction de a et b:

r=+a*+b? (p:arctgé
a
Donc

|z|:|a+ib|:\/a2+b2,

arg z = arg (a +ib) = arctg 2
a

®)

L'argument du nombre complexe, I'angle ¢, est positif s'il est compté a partir de
l'axe des x positifs dans le sens inverse des aiguilles dune montre et négatif dans
le cas contraire. Il est évident que I'argument ¢ n'est pas défini d'une maniére
univoque, mais a 27tk pres, ou £ est un nombre entier quelconque.

Remarque. Les nombres complexes conjugués z=a +ib et z =a - ib ont
des modules égaux |z | =| z | et leurs arguments sont égaux en valeur absolue,
mais de signes différents : arg z=-arg z .
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Notons que tout nombre réel 4 peut étre également mis sous la forme (3), a
savoir

A=]A](cos0+isin0)quand 4 >0,

A=]A](cos m+1isin ) quand 4 <O0.

Le module du nombre complexe 0 est égal a zéro : | 0 | = 0. On peut prendre
pour argument du nombre zéro un angle ¢ quelconque. En effet, quel que soit ¢,
onaura 0 =0 (cos ¢ +1sin @).

§ 2. Principales opérations sur les nombres complexes

1. Addition des nombres complexes. La somme de deux
nombres complexes z; = a; + i by et z, = a, + i b, est le nombre complexe défini
par 'égalité

zitz=(@tib) t(atiby)=(ar+a)+i(b+by)(1)
On voit de la formule (1) que l'addition des nombres complexes représentés
sous forme de vecteurs satisfait aux régles d'addition des vecteurs (fig. 163, a).

Fig. 163

2.Soustraction des nombres complexes. La différence de deux
nombres complexes z; = a; + i by et z; = a, + i b, est le nombre complexe qui,
ajouté a z,, donne z;:

zi—z=(a; +iby)-(a+iby)=(ar-a)+i(bi-b2)(2)
Remarquons que le module de la différence de deux nombres complexes,

\/(a1 —a2)2 + (b, —b2)2 , est égal a la distance entre les deux points
correspondants du plan complexe (fig. 163, b)
21—z 1= (@ —ay) + (B -b,)* .

3. Multiplication des nombres complexes.Le produit des
nombres complexes z; = a; + i by, et z, = a, + i b, est le nombre complexe que
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I'on trouve en multipliant ces nombres comme des binémes d'aprés les
régles du calcul algébrique et en tenant compte des relations:
PP=-1 P=-ii"=(-i)i=-12=0 =1, etc.,

et en général pour tout entier k-

p Akl _ . Ak$2 4kt3
=10 =0 =1, =

5

En vertu de cette régle, nous avons:
zlzz=(a1+ib1)(a2+ib2)=a1a2+ib1a2+ia1b2+i2b1b2
ou
z1z3= (ay ay — biby) + i (biay + aby). (3)

Si les nombres complexes sont donnés_ sous forme trigonométrique, on aura
zy=ry(cos @ +isin @), z=r;(cos ¢+ 1isin@,)

Trouvons le produit de ces nombres
z1 2y =1 (COS @1 + i sin @) 7, (COS @y + i sin @y)
=11 [0S @1 cOS @y + i sin @; cos @, + i cOS @ sin @, + i* sin @y sin @]
= r1r; [(cos ¢y cos @, - sin @; sin @,) + i (sin @ cOS @, + cOS @ sin @y)]
= riry [cos (@1 + @) + i sin (@) + @2)].

Ainsi,
z1 23 = 172 [ €os (@1t @) +isin (@1 +@2)] (3

c'est-a-dire le produit de deux nombres complexes est un nombre complexe dont
le module est égal au produit des modules des facteurs et l'argument a la
somme des arguments des facteurs.

Remarque 1. En vertu de la formule (3), les nombres complexes conjugués z
=a+ibet z = a- ib vérifient la relation
z =+ b
ou
zz =|zf-| 2 F
Le produit de deux nombres complexes conjugués est un nombre réel égal au
carré du module de chacun d'eux.

4. Division des nombres complexes. La division de deux
nombres complexes est I'opération inverse de leur produit. Soient z; = a; + i by,

. z
Z=aytiby|z|= ﬂa% +l)22 #0. Alors —- = z est un nombre complexe tel
)

quez;=zz.
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Si

alors
a,+ lb1 = (le +i bz)(x + ly)
ou
ay tiby = (axx - byy) +i(ay + bx) ;

x et y sont déterminés du systéme d'équations
ai=ax—byy, bi=byx+ayy,
d'ou nous trouvons:
a,a, +bb, a b, —ab,
- 2 2 - 2 2
a; +b; a; +b;
et nous avons en définitive
a,a, +b;b ~ay by —ab
P e B U I o g Lo

4

2l ateer Y

En pratique, on procéde de la maniére suivante pour effectuer la division de
deux nombres complexes : pour diviser z; = a; + i by par z;, = a, + i b, on
multiplie le dividende et le diviseur par le nombre complexe conjugué du
diviseur (c'est-a-dire par a, - i b).

Le diviseur devient alors un nombre réel ; en divisant par ce nombre réel la
partie réelle et la partie imaginaire du dividende, on trouve le quotient

a; +iby _ (a; +iby)(ay —iby) _ (ayay +biby) +i(ayby —arhy)

a, +ib,  (a, +ib,)(a, —ib,) (a? +b3)

aa, +bb, a,b —ab,

2,42 2,42
a; +b; a; +b;

Dans le cas des nombres complexes exprimés sous forme trigonométrique
z1 =r; (cos @1 + i sin @y), z =1, (COS Py + I Sin @),
ona
Zi_h (cosp, +ising,)

15 . .
—— =L [cos(py — ;) +isin(g) ~9)] (5)
z, 1ry(cos@, +ising,) 7,

Pour vérifier cette égalité, il suffit de multiplier le diviseur par le quotient

.. T ..
7, (cosp, +lsmcpz)r—1[COS(<p1 —(,)+isin(g; —9,)]=
2
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T ..

r r—l[cos((pz +0y —@y) +isin(g, +@; —,)]
2

=r(cos@; +isin@;).

Ainsi, le module du quotient de deux nombres complexes est égal au -quotient
des modules du dividende et du diviseur; l'argument du quotient est égal a la
différence des arguments respectifs du dividende et du diviseur.

Remarque 2. Les régles qui régissent les opérations .effectuées avec les
nombres complexes montrent que la somme, la différence, le produit et le
quotient des nombres complexes sont aussi des nombres complexes.

Si on applique aux nombres réels, considérés comme un cas particulier des
nombres complexes, les régles qui régissent les opérations effectuées avec les
nombres complexes, on voit qu'elles concordent avec les régles usuelles en
arithmétique.

Remarque 3. En revenant aux définitions de la somme, de la différence, du
produit et du quotient des nombres complexes, on vérifie aisément que si on les
remplace par leurs conjugués respectifs, les résultats des opérations indiquées
doivent aussi étre remplacés par leurs conjugués. En particulier, il en découle le
théoréme suivant.

Théoréme. Sidans le polyndme a coefficients réels

A" AX + A

on substitue a x le nombre a + ib, puis le nombre conjugué a - ib, les résultats
obtenus seront respectivement conjugués.

§ 3. Elévation d'un nombre complexe a une puissance et
extraction de la racine d'un nombre complexe

1. Elévation a une puissance. Il vient de la formuale (3") du
paragraphe précédent que si # est un entier positif, alors

[r(cos ¢@+isin (p)]" =r"(cos no+isin ne). (1)

Cette formule est appelée formule de Moivre. Elle montre que quand on éléve
un nombre complexe a une puissance entiere positive, le module de ce nombre
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est élevé.a cette puissance et l'argument est multiplié par l'exposant de cette
puissance.
Arrétons-nous a une application de la formule de Moivre.
Posons dans cette formule » = 1, nous avons:

(cos @ +1i sin @)" = cos n + i sin ne.

En développant le premier membre, d'apres la formule du bindme de Newton, et
en identifiant les parties réelles et les coefficients de i, on peut exprimer sin ne
et cos ncp en fonction des puissances de sin cp et cos cp. Par exemple, pour n =
3 nous avons:

cos® ¢ + i3 cos” @ sin @ - 3 cos ¢ sin® @ - i sin® ¢ = cos 3¢ + i sin 3¢.

I1 découle de 1'égalité de ces nombres complexes que

cos 3¢ = cos® ¢ - 3 cos ¢ sin’ @,

sin 3¢ = - sin® @ + 3 cos® ¢ sin .
2. Extraction de la racine. On appelle racine n°™ a d'un nombre
complexe le nombre complexe qui, ¢levé a la puissance n, donne le nombre
figurant sous la racine, c'est-a-dire

4/r(cos @+isin @) = p(cosy +isiny),,

p" (cos ny +isin ny) = r(cos @ +isin @).

si

Puisque pour deux nombres complexes égaux leurs modules sont égaux et la
différence de leurs arguments est un multiple de 27, nous pouvons écrire

p'=r, ny=¢+2kn.
D'ou nous trouvons

p:W’ w:(p+2th
n

oll k est un entier arbitraire et 4/r la racine arithmétique (c'est-a-dire un nombre
réel positif) du nombre positif r. Par conséquent,

Yr(cos @+isin @) :Q/;(cosw+2kn+isin(p+2knj. 2)
n

n

En donnant a & les valeurs 0, 1, 2, . . ., n - 1 nous trouvons n valeurs différentes
de la racine. Chaque valeur de la racine obtenue, en donnant a & une valeur plus
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grande que 7 - 1, ne se distingue de I'une des valeurs précédentes que par un
multiple de 27 et, par conséquent, ces deux valeurs de la racine s'identifient.

La racine n"*™ d'un nombre complexe a donc n valeurs différentes.

La racine n“™ du nombre réel 4, différent de zéro, a également n valeurs
différentes, puisque les nombres réels sont un cas particulier des nombres
complexes et peuvent étre exprimés également

Y4 sous forme trigonométrique
B sid>0,alors4=|A4|(cos0+isin0);
si4<0,alors 4=]|A4|(cos m+isin ).
\120° A Exemple 1. Soit a calculer les racines cubiques

1z de l'unité.
Solution. Mettons lunité sous forme
trigonométrique

1=cos 0 + i sin 0.
Fig. 164.
Nous trouvons de la formule (2)

%/T:3\/coso+isin() =Cos 0+32kn+isin 0+32th.

Pour k=0, 1, 2 nous avons les trois valeurs de la racine

. 2n . . 2% 4t . . 4¢m
x;=cos0+isin0=1; X,=C€0S —-iSIn—; Xx3=¢€0S — - Sin—
3 3 3 3
Or,
os o L. g2 4B dn_ 1 gdAn_ A3
’ 3 27 3 2’ 3 2

nous avons, par conséquent:

NE) 1 3

x| = l;x2:—3+i—; X3=—— -i—

2 2 2
Les points 4, B, C de la figure 164 sont les images géométriques des racines
obtenues.

3. Résolution des équations bindmes. On appelle équation
bin6me toute équation de la forme
X"=A.
Cherchons les racines de cette équation.
Si A4 est un nombre réel positif, alors

xz@(cos@ﬂ'sin%]

n n

(k=0,1,2,...,n-1).
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L'expression entre parenthéses donne toutes les valeurs de la racine n'“™ de
l'unité.
Si A4 est un nombre réel négatif, alors

T+ 2kn . T+ 2kn
=1/l4 j .
x=1] |[cos 2% rin J

L'expression entre parenthéses donne toutes les valeurs de la racine 7™ de -1.
Si A est un nombre complexe, on trouve les valeurs de x a partir de la formule
2).

Exemple 2. Résoudre I'équation x* = 1.

Solution.

- 2 .2
x =4%/cos 2kn +isin 2kn :cos%ﬂ'sm%.

Pour k=0, 1, 2, 3 nous avons
x;=cos0+isin0=1,

2 . . 2w,
Xp=C0S — +isin — =1,

4 4

4 . . 4n
X3=cos —t+isin — =-1,

4 4

6m .. on .
X4=C0S — +isin — =-1.
4 4

§ 4. Fonction exponentielle a exposant complexe et ses
propriétés

Soit z = x + iy. Si x et y sont des variables réelles, z est une variable complexe.
A chaque valeur de la variable z correspond un point bien déterminé (fig. 162)
dansleplan Oxy(plan de la variable complexe).

Définition. On dit que w est une fonction de la variable complexe z si a
chaque valeur de la variable z, prise dans un certain domaine du plan de la
variable complexe, correspond une valeur bien définie de la variable complexe
w; cette fonction de la variable complexe est notée : w = f(z) ou w = w (2).

Nous considérerons ici une seule fonction de la variable complexe, la fonction
exponentielle

ou
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Les valeurs complexes de la fonction w se définissent comme suit ")

z

M =¢" (cosy+isiny), (1)

c'est-a-dire
w(z)=¢€" (cos y +isiny). (2)
Exemples.
T, 1*%" T, V22
1) z=1+—1i,e =¢ cos—+isin— |=¢ —+i— |,
4 4 4 2 2

T[
0+—i
T, T, m .
2) z=0+—ie 2 =e’|cos—+isin— |=i,
2 2 2

3)z=1+ie"=¢'(cos 1 +isin1)~0,54 +i0,83,
4) z = x est le nombre réel, ¢ = ¢ (cos 0 + i sin 0) = &' est la fonction

exponentielle ordinaire.

Propriétés de la fonction exponentielle.
1. Si z; et z; sont deux nombres complexes, alors

eZ]+ZZ :eZ] 'eZZ . (3)
Démonstration. Soit

n=xitiy,z=xtiy;
alors

Itz e(xl‘*'iJ’l)*'(xz‘*'iJ’z) = o+ x)+i(n1+y2)

“4)

e

=ele™ [cos(y1 +y,)+isin(y; +y, )]
Par ailleurs, en vertu du théoréme relatif au produit de deux nombres complexes
exprimés sous forme trigonométrique, nous avons
itz e(x1+ly1)e(xz +iyy)

e =e™ (cos y, +isin y;)xe*? (cos y, +isiny,) =

5
=elle™ [Cos(y1+y2)+isin(y| +J’2)] ©
Les seconds membres dans les égalités (4) et (5) sont égaux et, par conséquent,
les premiers membres le sont aussi : e =1 .e”2 |
2. On démontre d'une fagon analogue la formule:

(©6)

e’

e = .
Zy
e
3. Si m est un nombre entier, on a
(eZ m — elﬂZ (7)
Pour m > 0 cette formule se démontre aisément a partir de la formule (3) ; si m
<0, cette formule est déduite des formules (3) et (6).

4. Démontrons l'identité

" Le bien-fondé d'une telle définition de la fonction exponentielle de la variable
complexe apparaitra par la suite, v. t. I, § 21, ch. XIIT et § 18, ch. XVI.
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ez+2ni =eZ. (8)
En effet, on obtient des formules (3) et (1)

zH2mi__  z 2mi

€ e e =¢" (cos 2m +isin 2mw) = €.

I1 vient de l'identité (8) que la fonction exponentielle ¢° est une fonction
périodique de période 2.
5. Considérons maintenant la quantité complexe

w=u(x)+iv(x),
ou u (x) et v (x) sont des fonctions réelles de la variable réelle x. C'est ce que
l'on appelle une fonction complexe de la variable réelle x.
a) Supposons que les limites

lim u(x) =u(xy), lim v(x)=v(x()
X—)XO x—>x0
existent. Alors, on appelle u (x,) + iv (x,) = wy la limite de la variable complexe
w.
b) Si les dérivées u’ (x) et v' (x) existent, on appelle I'expression
wi=u (x)+iv’(x) )

la dérivée de la fonction complexe de la variable réelle par rapport. a cette
variable réelle.
Considérons ensuite la fonction exponentielle
W= eourHBx: e(a+ iB) x
ou o et B sont des nombres réels constants et x une variable réelle. C'est une
fonction complexe de la variable réelle, que I'on peut, en vertu de la formule
(1), mettre sous la forme
w = e®[cos Bx + i sin Bx]
ou
w= e cos Bx + i " sin Px.
Calculons la dérivée w’.. En vertu de la formule (9), nous avons:
wh = (e™ cosPx) +i(e™ sinPx)' =
e™ (o cos Bx — B sin Bx) +ie™ (a.sin Bx + P cos fx) =
(x[e‘” (cos Bx +isin Bx)J+ iB[eOUC (cosPx +isin BxJ =

(o + iB)le‘” (cos Bx +isin Bx)J: (o +ip)e(@HPr

(o +iB) x

Doncsiw=¢ , alors w’= (o + i) @B o1

[e““"ﬁ)"] = (o +iB)e P, (10)
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Ainsi, si k est un nombre complexe (en particulier un nombre réel) et x un
nombre réel, alors
(€™). = k™.
Nous retrouvons la formule usuelle de dérivation de la fonction exponentielle.
Par ailleurs,
(€)' =[] = k (¢ = K",
et pour n quelconque

(=K "
Ces formules nous seront utiles par la suite.

§ 5. Formule d’Euler. Forme exponentielle d'un nombre
complexe

Si I'on pose dans la formule (1) du paragraphe précédent x = 0, on a:
e”=cosy+isiny. @))]
C'est la formule d'Euler qui exprime le lien entre la fonction exponentielle a
exposant imaginaire et les fonctions trigonométriques.
En remplagant dans la formule (1) y par -y, on a
eV =cosy-isiny. 2
Dn déduit des égalités (1) et (2) I'expression de sin y et de cos y

5 >
T )
) y_ o
smy=
7 2i

On utilise, en particulier, ces derniéres formules pour exprimer les puissances
de cos @ et sin @ ainsi que leurs produits en fonction des sinus et des cosinus
des arcs multiples.

Exemples: 1.

. N2
y 4 -y 1 . X
coszyz[%J =Z(e’2y +2+e )=

1 cos2y+isin2y)+2+(cos2y—isin2y)|=
4

%(20052y+2):%(l+c0s2y).

) 2 ) )
eltp +e*l¢ eKD _eflgo
2. cos2@sin 2@ = . =
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i2¢ —i2¢\2
e ) = ——cos4(p+l.
4.4 8 8
Forme exponentielle des nombres complexes.
Représentons le nombre complexe z sous forme trigonométrique:
z=r(cos @ +isin @),

ou r est le module et y I'argument de ce nombre complexe. En vertu de la
formule d'Euler

cos @ + i sin ¢ = €. 4)
Par conséquent, tout nombre complexe peut étre mis sous la forme dite
exponentielle:

z=re".

Exemples. Mettre les nombres 1, i, -2, - i sous la forme exponentielle.
Solution. 1= cos 2kn + i sin 2kn = &*™

T

. T .. T 5!
1=CO0S —+isin —=e¢e~ ,
2 2

-2=2(cos 7 +isinm)=2e",

. T .. b4 —
-i=cos |——|+isin|——|=e 2.
[ Zj [ ZJ

A Tl'appui des propriétés (3), (6), (7) § 4 de la fonction exponentielle on peut
effectuer aisément les opérations sur les nombres complexes donnés sous forme
exponentielle. Soient

7 =re™,  z, =re.
Nous avons alors
z) -2, =1 -rye'® =r1rzei(“°‘+“°2) ; %)

ce résultat coincide avec la formule (3') § 2.

Z1 _ rlel.q)1 — r_l ei((Pl -¢,) ) (6)

Zy rzelq)z ry
cette formule coincide avec la formule (5) § 2.

'=re®)'=1"e". @)
cette formule coincide avec la formule (1) § 3.
Lo+2km

re® =4fre " (k=0,1,2, ,n-1); (8

cette formule coincide avec la formule (2) § 3.
§ 6. Décomposition d'un polynéme en facteurs

On appelle polynéme ou fonction rationnelle entiére de x la fonction
f)=Ax" +Ax"™" +.. .+ 4,
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ou n est un nombre entier ; comme on le sait, le nombre n est appelé degré
du polyndéme. Les coefficients 4,, 4;, . . ., A, sont ici des nombres réels ou
complexes. La variable indépendante x peut également prendre soit des valeurs
réelles, soit des valeurs complexes.
On appelle racine d'un polynome la valeur de la variable x pour laquelle le
polyndme s'annule.

Théoréeme 1 (Théoréme de Bézout).Le reste de la division du polynome f (x)
par le monéme x - a est égal a f'(a).

Démonstration. Le quotient de la division de f (x) par x - @ est un
polyndme f; (x) de degré inférieur d'une unité a celui du polynéme f(x) ; le reste
est un nombre constant R. Nous pouvons donc écrire

JfO=G&-afi)+R (1)

Cette égalité est vraie pour toutes les valeurs de x différentes de @ (la division
par x - a n'a pas de sens pour x = a).
Si maintenant x tend vers «, la limite du premier membre de 1'égalité (1) sera
égale a f'(a) et la limite du second membre sera égale a R. Les fonctions f'(x) et
(x- @) fi (x) + R étant égales pour toutes les valeurs de x # a, leurs limites quand
X — a sont aussi égales, c'est-a-dire f(a) = R.
Corollaire. Sia est une racine du polynéme, c'est-a-dire si f (a) = 0, f (x)
se divise exactement par x - a et peut étre, par conséquent, mise sous forme du
produit
f0)=(-a)fi @),

ou f; (x) est un polyndme.
Exemple 1. Le polynéme f(x) =x" - 6x* + 11x - 6 s'annule pour x = 1, c'est-
a-dire /' (1)=0, donc le polyndme se divise exactement par x - 1:

¥ -6x*+ 11x—6=(x— 1) (x* - 5x + 6).

Considérons maintenant les équations a une inconnue x.
On appelle racine d'une équation tout nombre (réel ou complexe) qui, substitué
a x dans I'équation, la transforme en identité.

T S5 o .
Exemple 2. Les nombres x,= Z D Xm — X3 T ,...sont les racines de

4
I'équation cos x = sin x.

On appelle équation algébrigue de degré n les équations de la forme P (x) = 0,
ou P (x) est un polynome de degré n. Il découle de la définition que les racines
de I'équation algébrique P (x) = 0 s'identifient a celles du polynome P (x).

La question se pose naturellement de savoir si toute équation a des racines. La
réponse est négative si I'on consideére les équations non algébriques, car il existe
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des équations de ce genre qui n'ont ni de racines réelles ni de racines
complexes : par exemple, I'équation e* =0 ).
Toutefois, si 1'on considére les équations algébriques, on doit répondre par
l'affirmative a cette question. Dans ce cas, la réponse constitue ce que I'on
appelle le théoréme fondamental de I'algébre.

Théoréeme 2 (Théoré¢me fondamental de l'algébre). Toute
fonction rationnelle entiéere f (x) a au moins une racine réelle ou complexe.

On démontre ce théoréme en algebre supérieure. Nous 1'admettons ici sans
démonstration.

En se servant du théoréme fondamental de I'algeébre, on démontre facilement la
proposition suivante.

Théoreme 3. Tout polynome de degré n se décompose en n facteurs
linéaires de forme x - a et un facteur égal au coefficient de x".
Démonstration. Soitf(x) un polyndme de degré n

) =Ax"+ AX" + .+ A,

En vertu du théoréme fondamental de I'algébre, ce polynome a au moins une
racine ; désignons-la par a;. Alors, en vertu du corollaire du théoréme de
Bézout, nous pouvons écrire

F0)=—anfi (),
ou f; (x) est un polyndme de degré (n - 1) ; f; (x) a également une racine.
Désignons-la par a,. Alors

J2 (0= (x — a2) f> (%),

ou f; (x) est un polynome de degré (n - 2). De méme,

S (0= (x—a3) f5 (x)
En procédant ainsi le nombre de fois nécessaire, on arrive a la relation
Jut @)= (x - ay) [,
ou f, est un polyndme de degré zéro, c'est-a-dire une constante. Cette constante
est égale, évidemment, au coefficient de x", c'est-a-dire f, = A,.
Nous pouvons donc écrire en vertu des égalités obtenues

SO =4, (x-a)x-a)...(x-ay). @

* En effet si un nombre x; = a + bi était la racine de cette équation, on aurait
l'identité ¢*™; = 0 ou (en vertu de la formule d'Euler ¢ (cos b + i sin b) = 0.
Mais ¢” ne peut s'annuler quel que soit I'exposant réel a; de méme, cos b + i sin

b n'est pas nul (puisque le module de ce nombre est égal a
v cos2b+sin 2b =1quel que soit b). Par conséquent, le produit ¢ (cos b + i sin
b) # 0, clest-a-dire ¢’
racines.

# 0, ce qui signifie que I'équation ¢" = 0 n'a pas de
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Il découle de la décomposition (2) que les nombres ay, ay, . . ., a, sont les
racines du polynome f (x), puisque le second membre, et par conséquent le
premier membre, est égal a zéro lorsqu'on substitue x = a, x = @y, X = a3, ..., X
=a,.
Exemple 3.
Le polyndme f(x) =x° - 6x* + 1 1x - 6 s'annule pour x = 1,x =2, x = 3.
Par conséquent,

-6+ 11x-6=(x-1)(x—2) (x—3).

Aucune autre valeur x = a, différente de a, ay, . . ., a,, ne peut étre une racine

du polyndme f'(x), puisque aucun facteur du second membre de 1'égalité (2) ne
s'annule pour x = a. Nous pouvons donc énoncer la proposition suivante.

Tout polynéme de degré n ne peut avoir plus de n racines différentes. Ce
résultat nous conduit & énoncer le théoréme suivant.

Théoréme 4. Si les valeurs de deux polynomes ¢, (x) et @, (x), de degré n,
coincident pour n + 1 valeurs différentes a,, ai, . . ., a, de la variable
indépendante x, alors ces deux polynémes sont identiques.

Démonstration. Désignons par f'(x) la différence de ces polynémes

S () =1 () - 02 (x)

f (x) est, par hypothése, un polynome de degré non supérieur a n qui s'annule
aux points ay, . . ., @,. Nous pouvons donc le mettre sous la forme

fx)=A4o(x-ay) (x - ap)... (x - a,).

Mais, toujours d'aprés I'hypothése, £ (x) s'annule également au point a,. Alors, f°
(a,) = 0 quoique aucun des facteurs linéaires ne s'annule. Par suite, 4, = 0, et il
résulte de 1'égalité (2) que le polyndme f (x) est identiquement nul. Par

conséquent, ¢ (x) - 2 (x) = 0 ou @1 (x) = ¢ (x).

Théoreme 5. Si le polynome: P (x) = Ax" + Ax"™ L+ Ax + A, est
identiquement nul, tous ses coefficients sont alors égaux a zero.

Démonstration. Décomposons ce polyndme en facteurs en vertu de la
formule (2)
P)=AX" +AX" 4. + A, x+4,=4,(x-a) ... (x-a,). (1"

Si ce polyndme est identiquement nul, il doit 1'étre également pour une valeur
de x différente de ay, . . ., a,. Dans ce cas, les facteurs x - a;, . . ., x — a, ne
s'annulent pas et, par conséquent, 4, = 0.
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On démontre de méme que 4, =0, 4, = 0, etc.

Théoréeme 6. Les coefficients respectifs de deux polynomes identiquement
égaux sont égaux.

Cela résulte du fait que la différence de ces polynomes est un polyndme
identiquement nul. Par conséquent, en vertu du théoréme précédent, tous ses
coefficients sont nuls.

Exemple 4. Si le polyndme ax® + bx* + cx + d est identiquement égal au
polyndéme X -5x,alorsa=0,b=1,c=-5,d=0.

§ 7. Racines multiples du polynéme

Si certains facteurs linéaires de la décomposition d'un polyndome de degré n

S =4, (x-a)(x-ap)...(x-a,) (M

sont égaux, on peut alors les grouper et décomposer ce polyndme nn facteurs de
la maniére suivante

fO)=4,(x-a)" x-a2) & ... (x-an) “, (1)
ou
k1+k2+. ..+km=l’l.

Dans ce cas on dit que a; est une racine multiple d'ordre k; et k; s'appelle la
multiplicité de la racine. On dira de méme que a, est une racine multiple d'ordre
ks, etc.
Exemple. Le polynéme /' (x) = x° - 5x* + 8x - 4 se décompose en facteurs de
la maniére suivante:

S =0-2)(x-2)(x-1).
Cette décomposition peut se mettre sous la forme /' (x) = (x - 2)* (x - 1). a; =2
est une racine double et a, = 1 une racine simple.
Si le polynéme a une racine multiple @ d'ordre &, nous le considérerons comme
ayant k racines égales.
11 résulte alors du théoréme relatif a la décomposition d'un polyndme en facteurs
linéaires le théoréme suivant.
Tout polynéme de degré n a exactement n racines (réelles ou complexes).
Remarque. Tout ce qui a été dit au sujet des racines du polyndme

fx)=AX" + Ax"™ +.. + 4,
est également vrai pour les racines de 1'équation algébrique
Ax" + AN ..+ 4,=0.
Démontrons maintenant le théoréme suivant.
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Théoréme. Si a; est une racine multiple d'ordre ky > 1 pour le polynéme f
(x), c'est alors une racine d'ordre ki - 1 pour la dérivée f' (x) de ce polynome.

Démonstration. a; étant une racine multiple d'ordre &, ou &; > 1, il vient
de la formule (4") que

S(@)=(x=a)" o),
ol @(x) = (x - a)? ... (x - a,)"™ ne s'annule pas au point x = a,, c'est-a-dire y
(a;) # 0. En dérivant nous avons

F®=k@x-a)" o)+ x-a)" ¢ ()=
G-a) ™ [k o() + (x—a) @' ()]

Posons
Y@) =k ¢ @)+ x-—a) o ).
Alors
‘ S @=@=a) "y
ou

v (@) =k @ (a) + (a1 -a) ¢' (@) = ko (@) #0,

c'est-a-dire que x = a; est une racine d'ordre k; — 1 du polynéme f (x). On voit
immédiatement, d'aprés la démonstration, que si k; = 1, a; n'est pas une racine
pour la dérivée f* (x).

Il résulte de ce théoréme que «; est une racine d'ordre k; — 2 pour la dérivée f”
(x), une racine d'ordre k; - 3 pour la dérivée /' (x), . . . et, enfin, une racine

. . P | .
d'ordre 1 (une racine simple) pour la dérivée /'~ > (x); a; n'est pas une racine
pour la dérivée f° il (x), en d' autres termes,

f@)=0,1(a)=0,f"(a)=0,...,. "> (@)=0,

fH @) #0.

mais

§ 8. Décomposition en facteurs d'un polynéme dans le
cas des racines complexes

Les racines a,, a, . . ., a,, de la formule (1) du § 7, ch. VII, peuvent étre soit
réelles, soit complexes. En pareil cas, on peut énoncer le théoréme suivant.
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Théoréme. Si a + ib est une racine complexe du polynéme f (x) a
coefficients réels, ce polynome a également pour racine le nombre conjugué a -
ib.
Démonstration. Si nous substituons a la variable x du polynéme f (x) le
nombre a + ib, nous trouvons, aprés avoir effectué les opérations
correspondantes et groupé séparément les coefficients de i et ceux qui ne
contiennent pas 7, que

f(a+ib)=M+IN,
ou M et N sont des expressions qui ne contiennent pas i.
a + ib étant une racine du polynéme, nous avons

Aa+tib)=M+iN=0,

d'ou
M=0, N=0.

Substituons maintenant & la variable x du polynome le nombre a - ib. Nous
trouvons alors, aprés avoir effectué les opérations correspondantes (en vertu de
la remarque 3 faite a la fin du § 2 du présent chapitre), le nombre conjugué de
M + iN; en d'autres termes,

f(a—ib)=M-—IiN.

Mais comme M =0 et N = 0, nous voyons que f (a - ib) = 0, ce qui exprime bien
que a - ib est une racine du polynéme.

Par conséquent, les racines complexes entrent dans la décomposition du
polynome

J)=4do(x-a) (x—a)...(x—ay,)

par paires conjuguées.
En multipliant entre eux les facteurs linéaires correspondant au couple de
racines complexes conjuguées, nous obtenons un trindme du second degré a
coefficients réels
[x - (a+ib)] [x - (a-ib)] =[(x - a)-ib] [(x - a)+ib]
=(x-af+b=x-2ax+ad+b=x"+px+gq,

ol p=-2a et ¢ = a* + b sont des nombres réels.

Si le nombre a + ib est une racine multiple d'ordre 4, le nombre conjugué a - ib
est aussi une racine multiple d'ordre %, de sorte que dans la décomposition d'un
polyndome en facteurs entrent autant de factenrs linéaires x - (¢ + ib) que de
facteurs linéaires x - (a - ib).
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Par conséquent, tout polynéme a coefficients réels peut étre décomposé era
facteurs a coefficients réels du premier et du second degré de multiplicité
correspondante, c'est-a-dire

f@)=4g(x—a) (x=a)" (x—a)" (P + gt (7 pxtg)t
ou
k1+k2+ +k,+2[1+ +ZZS:I’I

§ 9. Interpolation. Formule d'interpolation de Lagrange

Supposons qu'en étudiant un certain phénomeéne, on ait démontré I'existence
d'une dépendance fonctionnelle entre des grandeurs x et y exprimant 'aspect
quantitatif de ce phénoméne; la fonction y = ¢ (x) n'est pas connue, mais y on a

établi en procédant a une série
JA d'expériences que la fonction y = ¢ (x)
prend respectivement les valeurs y,, yi,
V2, . . ., yn quand on donne a la variable
indépendante les valeurs x,, x, xa, . . .,
X, appartenant au segment [a, b].Le
probléme qui se pose est de trouver une
fonction aussi simple que possible (un
polyndme par exemple), qui soit
I'expression exacte ou approchée de la
fonction inconnue y = ¢ (x) sur le
segment [a, b]. D'une maniére plus
générale le probléme peut étre posé comme suit : la valeur de la fonction y = ¢
(x) est donnée en n + 1 points différents x,, xi, . . ., x, du segment [a, b]:

Yo = O(Xo), V1= @ (X1)s + s V= @ (%)

on demande de trouver un polyndéme P (x) de degré < n exprimant d'une
maniére approchée la fonction ¢ (x).

11 est tout naturel de choisir le polyndme de maniére qu'il prenne aux points x,,
X1, X2, « - ., X, les valeurs y,, y1, 12, . - ., Vu de la fonction @ (x) (fig. 165). Dans ce
cas, le probléme que nous avons posé et qui s'appelle « probleme
d'interpolation de la fonction » peut étre formulé de la maniére suivante :
trouver pour une fonction donnée ¢ (x) un polyndéme P (x) de degré < n qui
prenne aux points x,, X, . . ., X, les valeurs

Yo = ¢ (Xo), V=@ (X)), .o Va= @ (xy)

A cette fin, choisissons un polynéme de degré » de la forme
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Px)= Co(x—x)(x—x)...(x-x,+
Cix-x)(x—x2)...(x—x,)+
Co(x - x,)(x —x)(x — x3)...(x = x,) +.... +

Gy (x - X0) (x = x1) « .. (x = x,1) ey
et déterminons les coefficients C,, Cy, . . ., C, de maniére que soient vérifiées
les conditions
P (xo) = Yo p (xl) =V P (xn) =Vn- (2)

Faisons dans la formule (1) x = x,; alors, en vertu des égalités (2), nous avons

Yo = Co (xo_xl) (xe_xZ) cee (xo_xn)a
d'ou

Cy = Yo
(g —x)(xg —x3)(xg — X,
Faisons ensuite x = x|, nous avons:
= Cl (X] *Xo) (Xl *.X'z) e (.X'] *Xn),
d' ou
C = Y1
(e = x0)(xy = x)(x; —x,,
En procédant de cette manicre, nous trouvons successivement

C. = Y2
2 = >
(x5 =x0)(xy —x)(x3 —x3)... (x5 —x,,)
Y
(xn _x())(xn X )(xn _x3)"'(xn _xn—l)
En substituant les valeurs ainsi trouvées des coefficients dans la formule (1),
nous avons

n

(r=x)(x—2,)... (x=x,)
0
(%0 =X )(xg —x3)...(xg —x,,)
(x=xg)(x=x5)...(x—x,)
0 2 Y4+ ()
(ep =x0)(x; =x5)...(x; = x,)
(rmr)m) xmny)
(x, —xo)(x, —=x;)...(x, —x, )"
Cette formule est appelée formule d'interpolation de Lagrange.

P(x) =

Indiquons, sans donner de démonstration, que si ¢ (x) a une dérivée d'ordre (n +
1) sur le segment [a, b], I'erreur commise en remplagant la fonction ¢ (x) par le
polyndéme P (x), c'est-a-dire la quantité R (x) = ¢ (x) - P (x), vérifie I'inégalité
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|R ()| <] (r-x0) (x—x1) ... (x—x,) | x max | @ ™" (x) |.

(n+1)!
Remarque. Il résulte du théoréme 4, § 6, ch. VII que le polyndome trouvé P
(x) est le seul polynome qui satisfasse aux conditions du probléme posé.
Notons qu'il exis a également d'autres formules d'interpolation. L'une d'entre
elles, la formule de Newton, est considérée dans le § 10.

Exemple. Les résultats d'une expérience nous ont fourni les valeurs de la
fonction y =@ (x) : ¥, =3, y1 = -5, y» = 4 correspondant aux valeurs 1, 2, -4 de la
variable indépendante x.

Exprimer la fonction y = ¢ (x) d'une maniére approchée par un polynéme du
second degré.

S o 1ution. Envertu de la formule (3), nous avons (pour n = 2)
P(x) = (x=2)(x+4) 34 (x=D(x+4) (=5)+ (x=D(x+2) 4
1-2)1+4) 2-D2+4) (-4-D)(-2-49

ou

P(x)=—2x2 —£x+£.
30 30 30

§ 10. Formule d'interpolation de Newton

Supposons que soient connues (z + 1) valeurs yo, y1, . . ., yn de la fonction ¢ (x)
pour les (n + 1) valeurs de la variable indépendante x,, xy, . . ., x,. La différence
entre les valeurs consécutives de la variable indépendante est supposée
constante. Désignons-la par 4. Nous pouvons ainsi dresser le tableau suivant des
valeurs de la fonction inconnue y = ¢ (x) pour les valeurs correspondantes de la
variable indépendante.

X Xo X1=Xx,th Xo=x,1t2h Xn= Xy,tnh

y Yo Vi ¥ Y

Formons un polyndme de degré non supérieur a n qui prend les valeurs
correspondantes de y pour les valeurs correspondantes de x. Ce polynome
représentera approximativement la fonction ¢ (x).

Introduisons au préalable les notations:
AVo=V1-Yo AV =12 =V, A2 =y3— V2, . .
Ay =y2-2y1+ Yo = Ay1 - Ayo, A2y1 = Ay - A,y
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A3 o~ V3 — 3y2 + 3y1*y0 = Azyl - A? Oseees

Ce sont ce qu'on appelle les différences du 1%, 2°, . . ., n-™ ordre.
Ecrivons le polyndme prenant les valeurs y,, y; respectivement pour x,, x;. Ce
sera un polynoéme du 1* degré

xX—Xx

h

B (x) =y +Ayg - (D

En effet,
h
Pl()f)|x:xU :)’()aPl(x)|x:x1 =Yo +Ayo A =yo+(n —20)=»

Ecrivons le polyndme prenant les valeurs y,, y1, ¥, respectivement pour x,, xi,
X. Ce sera un polynome du 2° degré

X—X Azy X=Xy [ Xx—X
Py(x) = yo +Avg — =+ h‘)( h°—1}(2>

En effet,
Py (x)|x:x0 =Yo. P, (x)lx:x] =N

Ny, 20 ( 2h
Pz(x)|x:x2:J/o+AJ’o'2+ 2!07(7_1):)’2

Le polyndme du troisiéme degré sera de la forme
—xy A’yy x—xp (x—x
0, Yo 0 [ 0 _ 1] n

X
Py(x) =y + Ay,

h 2! h h
. (3)
ANyy x—xy [ x—x, =% _,
3 h h h i
Enfin le polynéme du n-ieme degré adoptant les valeurs y,, yi, V2, . . o W
respectivement pour x,, Xp, X, . . ., X, sera de la forme:
x—x, A’ Yo X—Xo [ X—x
P,(x)=y, +A 0,0 0 O 1]+...
“4)

G XX (XoXo ) PXTX g
.k h h

ce dont on peut se convaincre par substitution directe. C'est la ce qu'on appelle
la formule d'interpolation ou le polynome d'interpolation de Newton.
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En fait, pour ce tableau le polynome de Lagrange et le polyndme de Newton
sont identiques, bien que différemment écrits, car le polynome du degré non
supérieur a n, prenant (rn + 1) valeurs données pour les (n + 1) valeurs données
de x, est déterminé univoquement.

Dans de nombreux cas le polyndme d'interpolation de Newton est plus
commode que le polynome d'interpolation de Lagrange. La particularité de ce
polyndme réside dans le fait qu'en passant du polynome du k-ieme degré au
polyndme du (k + 1)-iéme degré les (k + 1) premiers termes ne sont pas
modifiés; seul un nouveau terme vient s'ajouter qui est égal a zéro pour toutes
les valeurs précédentes de la variable indépendante.

Remarque. D'aprés les formules d'interpolation de Lagrange [cf. formule
(3), § 9] et de Newton [formule (4)] les valeurs de la fonction sont déterminées
sur l'intervalle x, < x < x,. Si I'on détermine d'aprés ces formules la valeur de la
fonction pour x < x, (on peut le faire pour de faibles valeurs de | x - x, ), on dit
alors que l'on effectue une extrapolation du tableau dans le passé. Si l'on
détermine la valeur de la fonction pour x,, < x, on dit que 1'on effectue une
extrapolation du tableau dans le futur.

§ 11. Dérivation numérique

Supposons que les valeurs d'une certaine fonction inconnue ¢ (x) sont données
dans le tableau, que nous avons considéré au début du § 10. On demande de
déterminer la valeur approchée de la dérivée de cette fonction. Le probléme se
résout ainsi. On construit le polyndme d' interpolation de Lagrange ou de
Newton et on trouve la dérivée de ce polyndme.

Comme on considére habituellement des tables dressées pour des différences
égales entre les valeurs voisines de l'argument, nous utiliserons la formule
d'interpolation de Newton. Soient données trois valeurs de la fonction y,, y1, >
pour les valeurs x,, x;, x, de 1'argument. Nous écrivons alors le polynome (2) §
10 et nous le dérivons. Nous obtenons la valeur approchée de la dérivée de la
fonction sur le segment x, < x < x,

/( ) Pv( ) Ay() Azy() +l2 X=X 1 (1)
Xq) ~ X)=—92_—-"0 ~1/.
¢ )= h o 2h h

Pour x = x, nous obtenons
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. . Ayy Ay,
0'(xg) > (X0) i 7 2

Si nous considérons un polynome du troisieme ordre (cf. (3)10), nous aurons
apres dérivation pour sa dérivée l'expression:

, , Ay, A2y0 X=X
xg) = B (x)=——- +|2 -1+
@'(x9) = P, (x) ; > P

2
A3y0 f =% | _ X=X |, ,
2-3h h h
En particulier, pour x = x, nous obtenons
: o A Ay Ay,
Xg) = P (x)=——- + 4
9'(x9) = P5(x) i 2 3 4)

Si nous utilisons la formule (4) § 10, nous obtiendrons pour I'expression
approchée de la dérivée au point x = x,

&)

Ay_o_Azyo +A3y0 _A4y0 +
h 2h 3h 4n

¢'(xg) = P, (x) = ®)

Notons que pour les fonctions possédant une dérivée, la différence Ay, est un
infiniment petit du premier ordre, A%y, un infiniment petit du second ordre, A’y,
un infiniment petit du troisi¢éme ordre, etc., par rapport a A.

§ 12. Meilleure approximation d'une fonction par
despolynémes. Théorie de Tchébychev

Le probléme considéré dans les paragraphes 9 et 10 nous conduit tout
naturellement a nous poser la question suivante : soit une fonction continue ¢
(x) définie sur le segment [a, b]. Peut-on approcher cette fonction a l'aide d'un
polynéme P (x) avec un degré de précision arbitrairement
donné au préalable? En d'autres termes, peut-on trouver un polyndme P (x)
tel que la différence en valeur absolue entre @ (x) et P (x) soit inférieure en
chaque point du segment [a, b] & un nombre arbitraire donné € > 0?
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Le théoréme suivant, que nous énongons sans donner de démonstration,
répond par l'affirmative ) a cette question.

Théoréme de Weierstrass. Si la fonction ¢(X) est continue sur le
segment [a, b], alors pour tout € > 0 il existe un. polynéme P (x) tel qu'en
chaque point de ce segment l'inégalité
| 6(x) - P) | <

est satisfaite.
Le célébre mathématicien soviétique S. Bernstein a indiqué une méthode
rationnélle pour construire des polynomes sensiblement égaux a la fonction
continue donnée sur le segment considére.
Supposons que la fonction @ (x) soit continue sur le segment [0, 1]. Formons
l'expression:

n

B, (x)im[’”jcz"x”'(l—x)"‘"’.
m=0

. . Ca m
Dans cette expression C," sont les coefficients du bindme de Newton et ¢ (—)
n

la valeur de la fonction donnée au point x = — . L'expression B, (x) est un
n

polyndme de degré n; on l'appelle polynome de Bernstein.
Pour tout nombre arbitrairement petit € > 0, on peut toujours trouver un
polyndme de Bernstein de degré tel que soit vérifiée I'inégalité

| By (x)-¢ (x)[<e
en tous points du segment [0, 1].
Remarquons que le choix du segment [0, 1] ne restreint pas la généralité, car on
peut toujours ramener un segment quelconque [a, b] au segment [0, 1] a 1'aide
du changement de variable x = a + ¢ (b - a). Cette transformation conserve le
degré du polynome.

C'est au célébre mathématicien russe P. Tchébychev (1821-1894), 1'un des
représentants les plus éminents de la pensée mathématique, qu'appartient le
mérite d'avoir élaboré la théorie de la meilleure approximation des fonctions a
'aide de polyndmes. I1 lui appartient, dans ce domaine des mathématiques, des

" Remarquons que le polyndéme d'interpolation de Lagrange (voir (3), § 9) ne
permet pas de répondre a la question posée. Aux points x,, Xy, . . ., X, les valeurs
de ce polynome sont effectivement égales aux valeurs correspondantes de la
fonction, mais, en tout autre point du segment [a, b], ces valeurs peuvent
différer notablement.
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résultats fondamentaux qui ont ouvert la voie aux travaux ultérieurs de ses
nombreux continuateurs.
Le point de départ de cette théorie de Tchébychev fut son mémoire sur la
théorie des mécanismes articulés. C'est justement I'étude de ces mécanismes qui
le conduisit a rechercher parmi tous les polynomes d'un degré n donné, dont le
coefficient de x” est égal a un, celui qui différe le moins de zéro sur le segment
donné. Le grand mathématicien parvint a résoudre ce probleme, et les
polyndémes trouvés furent nommés par la suite polynomes de Tchébychev. Ces
polyndmes ont de nombreuses propriétés remarquables et constituent a 1'heure
actuelle un puissant moyen d'investigation dans de nombreux problémes
mathématiques et techniques.

Exercices
1. Calculer 3+5i)(4—i).Rép. 17+ 17i.
2. Calculer (6 + 11i) (7 + 3i). Rép. 9 + 95i.

3. Calculer 43_l R 71,

——i

. ep. —
+5i P 41 41

4. Calculer (4—7i)’. Rép.—524+7i.
1+i

5. Calculer.\ﬁ Rép. + — .
V2

6. Calculer v—5-12i . Rép. = (2 — 3i).

7. Mettre sous forme trigonométrique les expressions

a) 1+i.Rép.\/5 (cos%Jrisin%).

b) 1-i Rép.ﬁ(cos%+isin77:).

i+V3 . i-43
2 77 2

9. Exprimer les expressions suivantes en fonction des puissances de sin x et
cos x : sin 2x, cos 2x, sin 4x, cos 4x, sin 5x, cos 5x.

10. Exprimer en fonction des sinus et cosinus des arcs multiples les
expressions: cos2 x, cos’ x, cos® x, cos’ x, cos® x ; sin” x, sin’ x, sin* x, sin’
X.

11. Diviser f(x) =x" - 4x* + 8x - 1 par x + 4. Rép. f(x) = (x + 4) x (x* -
8x +40) - 161, c'est-a-dire quotient : x* - 8x + 40 ; reste f{-4)=-161.

12. Diviser f(x) =x"+ 12x* + 54x* + 108x + 81 parx + 3.  Rép. f(x) = (x +
3) (* -9x* + 27x + 27).

13. Diviser f(x) =x7- l parx-1. Rép.f(x)=x-D @+ +x'+x°+x7+x
+1).

Décomposer en facteurs les polyndmes suivants

8. Trouver i/; . Rép.

14.
15.
16.
17.

18.

19.

20.
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f)=x"-1. Rép.f(x)=@x-Dx+1)*+1).

f)=x-x-2. Rép.f(x)=(x-2) (x+1).

fx)=x"+1. Rép.f(x)=@x+1)(x*-x+1)

Les résultats des expériences ont donné les valeurs suivantes de la fonction
yde x: yy =4 pour x; =0, y, = 6 pour x, = 1, y3 = 10 pour x; = 2.Exprimer
cette fonction d'une maniere approchée a l'aide d'un polynome du second
degré. Rép. x> + x + 4.
Trouver un polyndme du quatrieme degré qui prenne respectivement les
valeurs 2, 1, -1, 5, 0 pour les valeurs 1, 2, 3, 4, 5 de x.
4 +7—9x3 —Ex2 +ﬁx—35.

6 3 3
Trouver le polynome de degré aussi petit que possible qui prenne
respectivement les valeurs 3, 7,9, 19 pourx =2, 4, 5, 10. Rép. 2x - 1.
Trouver les polynomes de Bernstein du premier, deuxieéme, troisiéme et
quatriéme degré pour la fonction y = sin nx sur le segment [0, 1].

33

7
Rép.——x
P 6

Rép. B; (x)=0; B, (x) = 2x(1 — x); B; (x) = Tx(l —x); By (0)=2x(1 — x)x

[2V2 -3)2 - (242 -3)x+42 ]



273

Chapitre VIl FONCTIONS DE PLUSIEURS
VARIABLES

§ 1. Définition des fonctions de plusieurs variables

En étudiant les fonctions d'une seule variable nous avons remarqué que
l'analyse de nombreux phénoménes nécessite I'emploi des fonctions de deux ou
plusieurs variables indépendantes. Citons quelques exemples.
Exemple 1. L'aire S d'un rectangle de cotés x et y est donnée par la formule
bien connue

S=xy.
A chaque couple des valeurs de x et y correspond une valeur bien déterminée de
la surface S. S est donc une fonction de deux variables.

Exemple 2. Le volume V d'un parallélépipede rectangle, dont la longueur
des arétes est respectivement x, y, z, est donné par la formule

V=>xyz.
Ici V est une fonction de trois variables x, y, z.

Exemple 3. La portée R d'un projectile lancé a la vitesse initiale v, sous un
angle ¢ avec I'horizon est donnée par la formule

2 .
2
R = Yosin2¢

g
(si I'on néglige la résistance de 1'air). g désigne ici I'accélération de la pesanteur.
A chaque couple de valeurs v, et ¢ correspond une valeur bien déterminée de R,
en d'autres termes, R est une fonction de deux variables v, et ¢.

Exemple 4.
X2+ y*+z2 4+ 12
y=—"5—--—

V1+x?

est ici une fonction de quatre variables x, y, z, t.

Définition 1. Sia chaque couple (x, y) de valeurs de deux variables x et y,
indépendantes, prises dans un certain domaine de définition D correspond une
valeur bien déterminée de la variable z, on dit que z est une fonction de deux
variables indépendantes x et y définie dans le domaine D.

On désigne une fonction de deux variables par la notation

z=f(x,y)ouz=F(x,y),etc.
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Une fonction de deux variables peut étre exprimée soit a 1'aide de tables, soit
analytiquement, a l'aide d'une formule comme nous I'avons fait dans les quatre
exemples cités ci-dessus. La formule permet de dresser le tableau des valeurs
que prend la fonction pour chaque couple de valeurs des variables
indépendantes. Par exemple, on peut former le tableau a double entrée suivant
dans le cas du premier exemple:

y X 0 1 1,5 2 3
1 0 1 1,5 2 3
2 0 2 3 4 6
3 0 3 4,5 6 9
4 0 4 6 8 12

Dans ce tableau on trouve la valeur de la fonction S a I'intersection de la ligne et
de la colonne correspondant aux valeurs choisies de x et de y.

Si la dépendance fonctionnelle z = f (x, y) a été établie a la suite de mesures
effectuées sur la variable z au cours de 1'étude expérimentale d'un phénomeéne
quelconque, on obtient alors un tableau a double entrée définissant z en fonction
des deux variables x et y. Dans ce cas, la fonction est donnée uniquement par un
tableau.

La fonction de deux variables, de méme que la fonction d'une seule variable,
peut ne pas étre définie pour toutes les valeurs arbitraires des variables
indépendantes x et y.

Définition 2. On appelle domaine de définition ou domaine d'existence de
la fonction

z=f(xy)
I'ensemble des couples (x, y) des valeurs de x et de y pour lesquelles cette
fonction est définie.
Le domaine d'existence d'une fonction de deux variables peut étre
géométriquement interprété comme suit : si I'on représente chaque couple des
valeurs x et y par un point M (x, y) du plan Oxy, le domaine de définition de la
fonction sera représenté par un ensemble de points de ce plan. Nous appellerons
cet ensemble de points domaine de définition de la fonction. En particulier, ce
domaine peut occuper le plan Oxy tout entier. Par la suite, les domaines de
définition, que nous aurons a considérer, seront constitués par des parties du
plandélimitées par certaines courbes. La courbe qui délimite le
domaine de définition est appelée frontiere de ce domaine. Les points du
domaine qui n'appartiennent pas a la frontiére sont appelés points intérieurs du
domaine. Tout domaine constitué de points intérieurs s'appelle domaine ouvert.

Un domaine complété de sa fronti¢re est dit domaine fermé. Le domaine est dit
borné s'l existe une constante C telle que la distance M de tout point de ce
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domaine a l'origine des coordonnées O est inférieure a C, autrement dit,
|OM | < C.
Exemple 5. Déterminer le domaine naturel de définition de la fonction

z=2x-y.

L'expression analytique 2x — y est définie pour toutes les valeurs arbitraires de x
et de y. Par conséquent, le domaine naturel de définition de cette fonction
coincide avec le plan Oxy entier.

Exemple 6. z=4/1-x2—)?

Pour que z soit réel il faut que le radical soit un nombre non négatif ou, en
d'autres termes, que x et y vérifient les inégalités
1-x*-)>>0o0u, x> +)? 1.
L'ensemble des points M (x, y), dont les g
coordonnées vérifient cette inégalité, est la partie
du plan délimitée par le cercle de rayon 1 et de %
centre a l'origine des coordonnées (plus
exactement l'intérieur de ce cercle et sa

circonférence).
Exemple 7. z=Log(x+y).
Les logarithmes n'étant définis que pour les ) z

nombres positifs, on doit avoir nécessairement /
l'inégalité ) /
@ .

x+y>0ouy>-x.
Fig. 166
Le domaine naturel de définition de cette fonction est, par conséquent, le demi-
plan situé au-dessus de la droite y = -x (les points de la droite n'appartiennent
pas au domaine) (fig. 166).
Exemple 8. La surface S d'un triangle est une fonction de la base x et de la
hauteur y

X
S
Le domaine de définition de cette fonction est ¢évidemment le domaine x > 0, y
> 0 (il est clair que la base et la hauteur ne peuvent étre exprimées que par des
nombres strictement positifs).
Notons que le domaine de définition de la fonction considérée ne s'identifie pas

au domaine naturel de définition de l'expression analytique qui la définit, le
domaine naturel de définition de 1'expression 7y occupant évidemment le plan

Oxy tout entier.

On peut aisément étendre la définition d'une fonction de deux variables réelles
indépendantes au cas de trois et plus variables indépendantes.

Définition 3. Sia tout syst¢tme ordonné de valeurs des variables x, y, z, . . .,
u, ¢ correspond une valeur bien déterminée de la variable w, on dit que w est une
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fonction des variables indépendantes x, y, z, . . ., u, t et on note w = F (x, y,
Z, .o )youw=f(x,y,z...,u,t),etc.
On définit le domaine de définition d'une fonction de trois, quatre ou d'un
nombre quelconque de variables de la méme fagon que dans le cas d'une
fonction de deux variables.
Ainsi, le domaine de définition d'une fonction de trois variables est un ensemble
de systemes ordonnés des valeurs (x, y, z). Notons immédiatement que tout
systeme ordonné de trois nombres définit un point M- (x, y, z) de I'espace Oxyz.
Il en résulte que le domaine de définition d'une fonction de trois variables est un
certain ensemble de points de I'espace.
On peut définir de méme le domaine de définition d'une fonction de quatre
variables indépendantes u = f (x, y, z, f), comme un certain ensemble de
systémes ordonnés des quatre valeurs (x, y, z, ¢). Toutefois, il n'est pas possible
dans ce cas, ainsi que dans le cas d'un nombre plus grand de variables
indépendantes, de donner une interprétation géométrique simple du domaine de
définition.
La fonction considérée dans I'exemple 2 est une fonction de trois variables
indépendantes définie pour toutes les valeurs de x, y, z.
La fonction considérée dans l'exemple quatre est une fonction de quatre
variables indépendantes.

Exemple 9. w=4l-x*—y*—-z2—u?,

w est ici une fonction de quatre variables indépendantes x, y, z, u ; elle est
définie pour les valeurs des variables indépendantes vérifiant 1'inégalité
l-x*-y*—-z>-u? 0.

§ 2. Représentation géométrique d'une fonction de deux
variables

Soit z=1(x,y) M

une fonction définie dans un domaine G du plan Oxy (ce domaine peut occuper,
en particulier, le plan tout entier) et soit Oxyz un systeme de coordonnées
cartésiennes dans l'espace (fig. 167). En chaque point (x, y) du domaine G
¢élevons une perpendiculaire au plan Oxy sur laquelle nous portons un segment
égal a la valeur de f'(x, y)

Nous obtenons alors un point P de 1'espace dont les coordonnées sont

x,y,z2=f(x,)

Le lieu géométrique de tous les points P, dont les coordonnées vérifient
I'équation (1), est appelé le graphique de la fonction de deux variables. On sait,
du cours de géométrie analytique, que 1'équation (1) définit une surface dans
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I'espace. Le graphique dune fonction de deux variables est donc une surface
dont la projection dans le plan Oxy est le domaine de définition de cette
fonction. Chaque perpendiculaire au plan Oxy coupe la surface z = f (x, y) au
plus en un seul point.

Fig. 167

Exemple. On sait, du cours de géométrie analytique, que le graphique de la
fonction z = x2 + y? est un paraboloide de révolution (fig. 168).

Remarque. Il n'est pas possible de représenter géométriquement dans
l'espace le graphique d'une fonction de trois ou d'un nombre plus élevé de
variables indépendantes.

§ 3. Accroissement partiel et accroissement total de la
fonction

Considérons la courbe PS définie par l'intersection de la surface

z=f(x,y)

avec le plan y = const parallele au plan Oxz (fig. 169).

y €tant constant en tout point de ce plan, z variera le long de la courbe PS en
fonction de x seulement. Donnons a la variable indépendante x un
accroissement Ax ; l'accroissement correspondant de z est alors, appelé
accroissement partiel de z par rapport a x; il est noté par A, z (le segment SS' de
la figure 169) et défini par la relation

Acz=f(x+Ax,y)-f(x, ). (M

De méme, si x est constant et que l'on donne a y un accroissement Ay,
l'accroissement correspondant de z est appelé alors accroissement partiel de z
par rapport a 'y et noté A,z (le segment 77" de la figure 169)

Az=f(x,y+Ay)-f(x, ) ()
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La fonction regoit donc I'accroissement A, z « le long de la courbe » définie par
l'intersection de la surface z = f(x, y) et du plan x = const, paralléle au plan Oyz.
Si maintenant on donne simultanément un accroissement Ax a la variable
indépendante x et un accroissement Ay a la variable indépendante y,
l'accroissement correspondant Az de z qui en résul tera est appelé accroissement
total de la fonction z; 1'accroissement total est défini par la formule

Az=f(x+Ax,y+Ay)-f(x,p).

L'accroissement Az est
représenté par le segment
QQ'de la figure 169.

Notons qu'en général
l'accroissement total n'est pas
égal a la somme des
accroissements partiels

Az Az+ Az

Exemple. z = xy,
Az=(x+Ax)y-xy=yAx
A, z=x (x + Ax) - xy = xAx,
Az=(x+Ax) (y +Ay) -xy=

yAx + xAy + AxAy.

Pourx=1,y=2,
Ax=02,Ay=03,onaAz=04,Az=03,Az=0,76.

On définit d'une maniére analogue l'accroissement total et les accroissements
partiels des fonctions d'un nombre quelconqué de variables. On aura par
exemple pour une fonction de trois variables indépendantes u = f'(x, y, t)

Acu=f(x+Ax,y,0)-f(x,p0),
Au=f(x,y+ Ay, 0-f(x,,0),
Au=f(x,y, t+A0)-f(x,9,10),
Au=f(x+Ax,y+ Ay, t + Af) - f(x,, ).
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§ 4. Continuité des fonctions de plusieurs variables

Introduisons tout d'abord la notion importante de voisinage d'un point donné.
On appelle voisinage du point M, (x,, y,) de rayon r I'ensemble de tous les

points (x, y) qui satisfont a I'inégalité \/(x—xo)2 +(y— y0)2 <r, c'est-a-dire
l'ensemble de tous les points situés a
l'intérieur du cercle de rayon r et de centre au ¥ ‘P
pOint Mo (xm yo)'

Par la suite, quand nous dirons que la
fonction f (x, y) a une certaine propriété au
voisinage du point M, (x,, y,) », cela 0
signifiera qu'il existe un cercle de centre au
point M, (x,, ,) tous les points duquel la G
propriété donnée de la fonction est vérifice.
Avant de passer a 1'étude de la continuité des
fonctions de plusieurs variables, arrétons- -
nous a la notion de limite des fonctions de -
plusieurs variables *). Soit donnée

Fig. 170
z=f(xy)
une fonction définie dans un certain domaine G du plan Oxy. Considérons un
certain point M, (x,, y,) situé a l'intérieur ou sur la frontiére du domaine G (fig.
170).
Définition 1. On dit que le nombre A est la limite de la fonction f (x, y)
quand le point M (x, y) tend vers le point M, (x,, ¥,) si pour tout, € > 0 il existe
un nombre > 0 tel que pour tous les points M (x, y) vérifiant l'inégalité MM o
<r, l'inégalité | fix, y) — A | < € est satisfaite.
Si le nombre 4 est la limite dé la fonction f'(x, y) quand M (x, y) = M, (X0, Vo),
on note lim f(x,y)=4
x—0
Yy—=>Yo
Définition 2. Soit M, (x,, ) un point appartenant au domaine de définition
de la fonction f'(x, y). On dit que la fonction z = f'(x, y) est continue au point M,
(o0, Vo) si I'égalité
Yli%l S, y)=f(x0,»0) (1)

Y=Y

* En fait, nous n'étudierons que les fonctions de deux variables, car 1'étude des
fonctions de trois ou d'un nombre plus élevé de variables n'apporte aucun
¢lément nouveau, mais entraine des difficultés complémentaires d'ordre
technique.
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est vérifiée quand le point M (x, y) tend arbitrairement (tout en restant a
l'intérieur du domaine de définition) vers le point M, (xo, Vo)-
Posons x =x, + Ax, y =y, + Ay. L'égalité (1) peut alors s’écrire
lim f(xg +Ax, yo +Ay) = f(x0,¥0) 1)

Ax—0

Ay—0
ou

Jim [f (rg + A, yo +A9) = f (g, 39)]=0 (17)

Ay—0

Posons Ap =+/(Ax)? +(Ay)? (voir fig. 169). Quand Ax — 0 et Ay — 0, Ap —
0 et, inversement, si Ap — 0, alors Ax — 0 et Ay — 0.

L'expression entre crochets dans I'égalité (1") n'est autre que 1'accroissement
total Az de la fonction z. Par conséquent, 1'égalité (1") peut étre mise sous la
forme

lim Az=0.  (1")
Ap—0

Une fonction continue en chaque point d'un certain domaine est dite continue
dans ce domaine.
Si la condition (1) n'est pas remplie en un certain point N (x,, y,), ce point est
appelé point de discontinuité de la fonction z = f (x, y). Citons quelques
exemples ou la condition (1') n'a pas lieu

1) z =f(x, y) est définie en chaque point d'un certain voisinage du point N (x,,
Vo), mais n'est pas définie en ce point ;
2) la fonction z = f'(x, y) est définie en chaque point d'un voisinage du point N
(%o, Vo), mais la limite lim f(x, y) n'existe pas ;

e

3) la fonction est définie en chaque point du voisinage de N (x,, ,), la limite

lim f(x,y) existe, mais

XX,
Yy=>Yo

lim f(x,y)# f(xg,V0)-

X*)X()
Y=Y

Exemple 1. La fonction z = x* + y* est continue pour toutes les valeurs de x
et y, c'est-a-dire en chaque point du plan Oxy.
En effet, quels que soient les nombres x, y, Ax et Ay, on a:

Az=[(x+Ax) + (1 + A ]- (P +)7) =2x Ax + 2y Ay + AX® + AX%

Par conséquent.

lim Az=0
Ax—0
Ay—0

Citons maintenant un exemple de fonction discontinue.
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. 2
Exemple 2. La fonction 7=

x4+ y?
est définie partout, sauf au point x =0, y = 0 (fig. 171, 172).
Considérons les valeurs que prend z aux points situés sur la droite y = kx
(k= const). Il est évident que pour tous les points de cette droite
2k 2k
ZzZ= =

x2+k%yr 1+k2
en d'autres termes, sur chaque droite passant par l'origine la fonction z a une
valeur constante, mais qui dépend du coefficient angulaire & de cette droite.

= const,

Y\
L / F £ 0p
c
8
0 A T
Fig. 171 Fig.172

C'est pourquoi la valeur limite de la fonction z dépend du chemin parcouru par
le point (x, y) quand il tend vers 1'origine des coordonnées. Cette fonction a, par
conséquent, une discontinuité en ce point. Cette discontinuité est telle qu'on ne
peut pas la faire disparaitre en donnant a la fonction z une valeur appropriée a
l'origine. D'autre part, on voit aisément qu'en tout point différent de 1'origine la
fonction est continue.

Indiquons sans démonstration certaines propriétés importantes de la fonction de
plusieurs variables continue dans un domaine fermé borné. Ces propriétés sont
analogues aux propriétés des fonctions d'une seule variable, continue sur un
segment (cf. § 10, ch. II).

Propriété 1. Si la fonction f (x, y, . . .) est définie et continue dans le

domaine fermé et borné D, alors il existe dans le domaine D au moins un point

N (Xo, Vos, - - -) tel que pour tous les autres points du domaine on a la relation
_f;(x(”_y()’ .t ') Zf(x’ y’ .t ')’

et au moins un point N(xo,y,,...) tel que pour tous les autres points du

domaine on a la relation

F(x0,v0s-) < S (X ys.)
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Nous appellerons la valeur f (xo, Vo,...) = M de la fonction la plus grande

valeur de la fonction f (x, y, . . .) dans le domaine D, et la valeur f'(xo0, y,, . . .)

= m la plus petite valeur.

Cette propriété peut également étre formulée comme suit. Une fonction
continue dans le domaine fermé borné D atteint dans ce domaine au moins une
fois sa plus grande valeur M et sa plus petite valeur m.

Propriété 2. Sila fonction f(x, y, . . .) est continue dans le domaine fermé
borné D et si M et m sont la plus grande et la plus petite valeur de la fonction f
(x,y, . . .) dans ce domaine, alors pour tout nombre p vérifiant la condition m <

p < M, il existe dans le domaine un point N* (x;,yg , ... tel que l'on aura
Iégalité £ (xg, yg, . . )=L.

Conséquence de la propriété 2. Si la fonction f (x, y, . . .) est
continue dans un domaine fermé born¢ et prend des valeurs tant positives que

négatives, alors a l'intérieur de ce domaine il existe des points ou la fonction f
(x,y,...)s'annule.

§ 5. Dérivées partielles d'une fonction de plusieurs
variables

Définition. On appelle dérivée partielle par rapport a x de la fonction z = f°
(x, y) la limite du rapport de l'accroissement partiel A,z par rapport a x a
l'accroissement Ax de la variable x, quand Ax tend vers zéro.

On désigne la dérivée partielle par rapport a x de la fonction z = f (x, y) par 1'une
des notations suivantes

’ ' 0z af
Zxs *\y))y = .
oo Seey) = =
Donc, par définition,
O Az A Y - f(xy)
ox MAx—0 Ax Ax—0 Ax

On définit de méme la dérivée partielle de la fonction z = f (x, y) par rapport a y
comme la limite du rapport de I'accroissement partiel Az par rapport a y a I'
accroissement Ay quand Ay tend vers zéro. On désigne la dérivée partielle par
rapport a y par l'une des notations suivantes

' ’ 62 af
Z,; X, ) - -
v () >
Az _
Ansi, % fim 22y L2 2T Y)
A0 Ay a0 Ay



283

En remarquant que A,z est calculé en laissant y inchangé et A,z en laissant x
inchangé, on peut alors définir la dérivée partielle de la maniére suivante : on
appelle dérivée partielle de la fonction z = f'(x, y) par rapport a x la dérivée par
rapport a x calculée en supposant y constant. De méme, on appelle dérivée
partielle de la fonction z = f (x, y) par rapport a y la dérivée par rapport a y
calculée en supposant x constant.

11 résulte de cette définition que les régles de calcul des dérivées partielles sont
les mémes que celles employées pour calculer la dérivée des fonctions a une
variable ; il faut seulement se rappeler par rapport a quelle variable on effectue
la dérivation.

. . 0 0 . .
Exemple 1. Trouver les dérivées partielles a—z et 8_2 de la fonction z =x? sin
x v
V.
Solution.
el =2xsiny; — =x?cosy
Ox

Exemple 2.z=%".
Dans ce cas,
0z -1 Oz ,
== L= Y
Ox
On définit, d'une maniére analogue, les dérivées partielles d'une fonction d'un
nombre quelconque de variables. Par exemple, si nous prenons une fonction u
de quatre variables x, y, z, t

u :f(x’ y’ Z’ t)’

alors
a_u_ llm f(x+AX,yaZ,t)_f(X,y,ZJ)
Ox  Av0 Ax >
a_u: lim f(x,y+Ay52,t)_f(X,y,Z,f)’etc
Oy A0 Ay

Exemple 3. u=x"+y +xtz’,

§ 6. Interprétation géométrique des dérivées partielles
d‘une fonction de deux variables
Soit

z=f(x,»)
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I'équation de la surface représentée sur la figure 173.

Menons le plan x = const. L'intersection de ce plan et de la surface définit une
courbe PT. Considérons pour une valeur donnée de x un point M (x, y) du plan
Oxy. Au point M correspond un point P (x, y, z) sur la surface z = f (x, y). En
laissant x inchangé, donnons a y un accroissement Ay = MN = PT". La fonction z
recoit alors un accroissement A,z = T7” [au point N (x, y + Ay) correspond un
point 7' (x, y + Ay, z + A, z) de la surface z

=]

A,z
Le rapport A est égal a la tangente de

y
I'angle formé par la sécante PT avec 'axe
L. Az .
des y positifs — =tg TPT".
Ay

Par conséquent, la limite
Az ﬁ

est égaleé a la tangente de l'angle B formé par la tangente PB (au sens
géométrique) a la courbe PT au point P avec 1'axe des y positifs
oz

— =t
> gp

La valeur de la dérivée partielle Z—Z est donc égale a la tangente y de l'angle
vV

formé par la tangente (au sens géométrique) a la courbe définie par l'intersection
de la surface z = f (x, y) et du plan x = const, d'une part, et la trace de
l'intersection des plans xOy et x = const, d'autre part.

De méme, la valeur de la dérivée partielle Z—Z est égale a la tangente de I'angle
X

o formé par la tangente a la courbe définie par l'intersection de la surface z = f
(x, y) et du plan y = const et la trace des plans xOy et y = const.

§ 7. Accroissement total et différentielle totale

Par définition 1'accroissement total de la fonction z = f'(x, y) est égal a (voir § 3,
ch. VIII)
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Az=f(x+Ax,y+Ay) - f(x,)) (D

Supposons que les dérivées partielles de la fonction £ (x, y) au point considéré
existent et sont continues.

Exprimons Az a l'aide des dérivées partielles. Pour cela ajoutons et retranchons
f(x,y+ Ay) dans le second membre de 1'égalité (1)

Az=[f(x +Ax,y + Ay) - f(x, y T AY)] + [f (x, y + Ap) - £ (x, ¥)]. 2

L'expression
Sy +Ay)-f(x,p),

qui figure dans le second crochet, peut étre considérée comme la différence de
deux valeurs d'une fonction d'une seule variable y (x étant constant).
Appliquons le théoréme de Lagrange & cette différence ; nous avons

Fleys - =ty TEX )
Oy
ou y est compris entre y et y + Ay.
De méme, on peut considérer I'expression figurant dans le premier crochet de
1'égalité (2) c.omme la différence de deux valeurs d'une fonction d'une seule
variable indépendante x (la seconde variable étant constante et égale a y + Ay).
Appliquons a cette différence le théoréme de Lagrange ; nous avons

of (x,y+Ay)
e
ou ; est compris entre x et x + Ax.
En substituant les expressions (3) et (4) dans 1'égalité (2), on a

AZ:Ax@f(x,yMy)My@f(x,y)' )
Ox oy
Les dérivées partielles étant continues par hypothése, on a

lim &y +4AY) (%) ’
2x—>8 Ox Ox

=

y o (xy) _ 9 (xy) > ©
lim 5 = = p :

0

2;‘: 0 v v

(X et y étant respectivement compris entre x et x + Ax, y et y + Ay, ils tendent

respectivement vers x et y pour Ax — 0 et Ay — 0). On peut donc mettre
1'égalité (6) sous la forme
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IEy+ay) _Fxy)
ox ox P ©)
o xy) _of(xy) y
Oy Oy >

ou v, et v, tendent vers zéro quand Ax et Ay tendent vers zéro (c'est-a-dire

lorsque Ap =4/ Ax? + Ay? —0).

En vertu de 1'égalité (6") la relation (5) devient
= L), T
v

Ay +7,Ax +v,Ay. (57
ox

L'expression y; Ax + y,Ay est un infiniment petit d'ordre supérieur par rapport a

Ax
Ap=+/Ax* + Ay? . En effet, le rapport &—p—) 0 quand Ap—0 puisque vy, est

p

o . Ax .
un infiniment petit et que A_ est borné
p

< 1}. On vérifie, de méme, que
Y2y
Ap
La somme des deux premiers termes est une expression linéaire en Ox et Ay.
Elle représente, quand f°, (x, y) # 0 et f°, (x, y) # 0, la partie principale de
l'accroissement et différe de Az par un infiniment petit d'ordre supérieur par

rapporta Ap = \/sz +Ay2 .

Définition. On dit que la fonction z = f (x, y) est différentiable au point (x,
y) si l'accroissement total Az en ce point peut étre mis sous la forme d'une
somme composée de deux termes, le premier étant une expression linéaire en
Ax et Ay et le second un infiniment petit d'ordre supérieur par rapport a Ap. La
partie linéaire de l'accroissement est alors appelée différentielle totale et notée
dz ou df.

—0.

I1 vient de I'égalité (5') que si les dérivées partielles de la fonction f'(x, y) sont
continues en un point donné, cette fonction est différentiable en ce point ; la
différentielle totale est alors

dz=f"c (x,y) Ax + 1" (x,y) Ay.
On peut mettre 1'égalité (5') sous la forme

Az =dz +yAx + Ay
et écrire 1'égalitét approchée suivante
Az~ dz,
I'erreur commise étant un infiniment petit d'ordre supérieur par rapport a Ap.
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On appelle différentielles des variables indépendantes x et y et I'on désigne
respectivement par dx et dy les accroissements Ax et Ay des variables x et y.
On peut alors écrire la différentielle totale de la fagon suivante

dz = A dx+ g dy.
Ox Oy

Par conséquent, si la fonction z = f'(x, ) a des dérivées partielles continues, elle
est différentiable au point (x, y) et sa différentielle totale est égale a la somme
des produits des dérivées partielles par les différentielles des variables
indépendantes correspondantes.
Exemple 1. Calculer la différentielle totale et
l'accroissement total de la fonction z = xy

R Ar By

au point (2; 3), si Ax =0,1 et Ay =0,2. zdy §

Solution. §
Az =(x+Ax) (y+Ay) —xy = yAx + xAy +Ax Ay, § y4z

N

dz=%dx+§dy:ydx+xdy=ym+xAy. §

Ox oy §

Par conséquent, N

<1

Az=3-0,1+2-0,2+0,1-0,2=0,72 ; Fig. 174
dz=3-0,1+2:0,2=0,7.

La figure 174 illustre cet exemple.

Les définitions et les raisonnements précédents peuvent étre étendus au cas
dune fonction d'un nombre quelconque de variables indépendantes.

Soitw =f(x, y, z, u, . . ., t) une fonction d'un nombre quelconque de variables,
dont toutes les dérivées partielles sont continues au point (x, y, z, u, . . ., t).
L'expression
0 0 1%/ 9
dw = ldx+‘—fdy+idz+...+‘—fdt
Ox oy oz ot

constitue alors la partie principale de l'accroissement total de la fonction ; on la
nomme différentielle totale. On démontre facilement, de la méme maniére que
dans le cas d'une fonction ,de deux variables, que la différence Aw - dw est un

infiniment petit d'ordre supérieur par rapport a \/ (Ax2 )+ (Ay 2 )+ et (At 2 ) .

2,2 .
Exemple 2. Trouver la différentielle totale de la fonction u =e* ™ sin? z

de trois variables x, y, z.

Solution. Les dérivées partielles

288

ou 2,2 . ou 2,2 .

—=e" " 2xsin? z —=e" " 2ysin? z

Ox Oy

Ou x?4y? s 02 4yt

—=e 2sin” zcosz=e sin 2z

Oz

sont continues pour toutes les valeurs de x, y, z, par conséquent,
Ou Ou Ou 2,2 . . .

du=—dx+—dy+—dz=e* " (2xsin® zdx+2ysin* zdy+sin 2z dz .

Ox oy oz

§ 8. Emploi de la différentielle totale pour les calculs
approchés

Soit z = f'(x, y) une fonction différentiable au point (x, y).
Calculons l'accroissement total de cette fonction

Az=f(x+ Ax,y+ A)-f(x, ),

S+ Ax,y+ Ay)=f(x,y)+ Az (1)
Nous avions la formule approchée

Az = dz, (2)

D’ou

ou
dz = g Ax+ g Ay 3)
Ox Oy
En remplacant dans la formule (1) Az par I'expression explicite de dz, on trouve
la formule approchée

of (x, of (x,
et Aeys Ay xfy)+ LED g TED py, g
Ox oy
'erreur commise étant un infiniment petit d'ordre supérieur par rapport a Ax et

Ay.

Montrons comment utiliser les formules (2) et (4) pour les calculs approchés.
Probleme. Calculer le volume de la maticre utilisée pour la fabrication d'un
cylindre dont les dimensions sont (fig. 175)

R - rayon du cylindre intérieur,

H - hauteur du cylindre intérieur,

k - épaisseur des parois et du fond.

Solution. Nous donnerons deux solutions de ce probléme, 1'une exacte et
l'autre approchée.

a) Solution exacte. Le volume cherché v est égal a la différence des
volumes des cylindres extérieur et intérieur. Le rayon du cylindre extérieur étant
R+ ketlahauteur H+ k,ona: v=m (R+k)?*(H+k) - tR>°H ou



289

v=mn (2QRHk + R*k + HI® + 2RK* + ). 5)
b)Solution approchée. Désignons par fle volume du cylindre intérieur,
alors f= wR*H, f est une fonction des deux variables R et H. Si I'on ajoute k a R
et a H, la fonction f regoit un accroissement correspondant Af; cet accroissement
sera précisément le volume cherché, c'est-a-dire

H

|

|

v=Af !

En vertu de la relation (1), nous avons I'égalité T {
approchée : v~ df ou |
o of ~<R =

VR l AR + L AH |

OR OoH !

|

|

|

i

|

1

Mais comme

i:anH, ‘lanz, AR=AH =k ,t
OR oH
nous avons +

v~ (2RHk + R*k). (6)
Fig. 175
En comparant les résultats (5) et (6), nous voyons qu'ils différent par la quantité
n (HK* 2RI? + k) composee uniquement de termes contenant k au carré et au
cube.
Appliquons ces formules pour des données concrétes. Soit R = 4 cm, H = 20
cm, £=0,1 cm.
Appliquant (5) nous avons la valeur exacte du volume cherché:
v=m(2-4-20-0,1 +4%.0,1 + 20-0,1* + 2.4.0,1>+ 0,1*)=17,881 .
Appliquant (6), nous avons la valeur approchée
V=n (2-4-20-0,1 +4%.0,1)= 17,6 7.
L'erreur commise, en appliquant la formule approchée (6), est inférieure a 0,3,

soit 100- 23T

17,881n

%, c'est-a-dire mains de 2 % de la quantité mesurée.

§9. Emploi de la différentielle pour évaluer I'erreur
commise pendant les calculs numériques

Soit u=f(x,y,z,...,1)

une fonction des variables x, y, z, . . ., £. Supposons que 1'évaluation des valeurs
numériques des quantités x, y, z, . . ., t soit faite avec une certaine erreur
(respectivement & Ax, Ay, Az, . . ., At prés). La valeur de u sera également

déterminée avec une certaine erreur

Au=fx+A,y+Ay,z+Az, .. ,t+A)-f(x,9,2,...,10),

290
due a lerreur d'évaluation des variables indépendantes. Proposonsnous
d'évaluer I'erreur Au, si I'on suppose connues les erreurs Ax, Ay, . . ., At.

Les valeurs absolues des Ax, Ay, . . ., At étant supposées suffisamment petites,
on peut remplacer 'accroissement total de la fonciion par la différentielle totale;
on obtient alors I'égalité approchée

of 0 of

Au zle+lAy+...+l

Ox oy ot

Les dérivées partielles et les erreurs relatives aux variables indépendantes sont
soit positives, soit négatives. Remplacons-les par leurs valeurs absolues; on

trouve alors 1'inégalité

o

At .

I <| L || x|+ % | Ay |+...+

| A (D

o
ot

Sil'on désigne par | A*x |, | A*y |, . . ., | A*u | les erreurs absolues maximales des
variables correspondantes (les bornes des valeurs absolues des erreurs), on peut
évidemment admettre que
0
aru<| &
Ox

|A*x|+

%‘|A*y|+...+

LA
at‘|A t|. )

Exemples.
1)Soitu=x+y+zalors | A¥u |=| A*x |+ | A*y |+ | A*z|.
2) Soitu =x -y, alors | A*¥u | =| A*x |+ | A*y|

3) Soit u =xy, alors | A*u |=| x| | A*y |+ |y || A*x |

4) Soit u = =, alors |A*x | = ‘l‘ | A*x |+
¥ y

X

Sl ary | =
2

y ‘

|2 [|a= o +] x[lax ]

y2

5) On mesure I'hypoténuse ¢ et le c6té a d'un triangle rectangle ABC avec les
erreurs absolues maximales | A*c¢ | = 0,2, | A*a | = 0,1. On trouve

respectivement ¢ = 75 et a = 32. Déterminer l'angle A4 par la formule sin 4 = i
c

et I'erreur absolue maximale |AA| commise en calculant cet angle.

. . a .a ,
Solution.sin4 = — , 4 =arcsin — , par conséquent,
c

C
04 1 o4 a
oa [2_,2° dc  [.2_ .2
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Nous trouvons d'aprés la formule (2) :

— 1 32
AAl =
| | V(75)% = (32)2 754(75)% = (32)?

A = arc sin 2 +9'24"
75

0,1+ -0,2=10,00273rd =9'24".

Donc,

6) On a déterminé le coté b = 121,56 m et l'angle 4 = 25°21'40" d'un triangle
rectangle ABC. Les erreurs absolues maximales, commises au cours de
l'évaluation de ces grandeurs, sont respectivement | A*b | = 0,05 m et | A*a | =
12"

Déterminer 1'erreur absolue maximale commise en calculant le coté a par la
formule a = b.tg 4.

Solution. Nous trouvons en vertu de la formule (2)

b
| A*a | =|tg A| | A*b \+% | A*4 .
cos” A4
En substituant les valeurs correspondantes (et exprimant | A*a | en radians),
nous avons:

121,56 12
cos? 25°21'40" 206 265

|A*a| = tg 25°21'40".0,05+ = 0,0237+0,0087 = 0,0324

rn.
On appelle erreur relative de la grandeur x le rapport de l'erreur Ax a la valeur
approchée x de cette grandeur. On la désigne par dx,
ox= Ax

x
On appelle erreur relative maximale de la grandeur x et 1'on note | &*x | le
rapport de I'erreur absolue maximale a la valeur absolue de x,

A%

| 8%x = ——

| <]
Pour évaluer l'erreur relative de la fonction u, divisons tous les termes de
'égalité¢ (2) par |u |=f(x,y,2, ..., 1)

of o of

A* Fky ~
Lﬁjd: %§|A*4+ %;|A*yhn“+ €§|A*4 @)

mais
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x _0 d _0 o _ 0
DXL ——=—1L PP AR, .
s oglfl,f % og| f|; T og| /|
C'est pourquoi on peut mettre I'égalité (3) sous la forme
w210 S x 9 ‘ .
| 8%x | axLog|f||A x|+ ayLog|f||A W+t atLog|f||A ... (5)

ou sous une forme compacte
| 8%u|=|8*Log|f- (6)

I1 résulte de la formule (3), ainsi que de la formule (5), que I'erreur relative
maximale d'une fonction est égale a 'erreur absolue maximale du logarithme de
cette fonction.

Nous déduisons de la formule (6) les régles que 1'on doit appliquer pendant les
calculs approchés.

1. Soit u = xy.

En utilisant les résultats de I'exemple 3, on a

Lollano [xlians] e jans
ol Tol D

c'est-a-dire l'erreur relative maximale du produit est égale a la somme des
erreurs relatives maximales de chacun des facteurs.

| 5%u | =[8%x [+] 8%y |

. X . ,
2. Soit u = — ; en utilisant les résultats de I'exemple 4, nous avons:
y

| 8%ul =] 8*x [+ 8%y
Remarque. Il résulte de I'exemple 2 que si u = x - y, alors
[A*x] +]A*5]
| x-»]
Si les valeurs de x et y sont proches, il peut arriver que | 8*u | soit trés grand par

rapport a la grandeur cherchée x - y. Il faut tenir compte de cette circonstance
pendant les calculs.

| &%l =

Exemple 7. Lapériode des oscillations d'un pendule est égale a

T=2nJZ,
g

ou / désigne la longueur du pendule et g 1'accélération de la pesanteur.

Quelle erreur relative commettons-nous en déterminant 7 par cette formule en
prenant 7 ~ 3,14 (a 0,005 prés), / = 1 m (a 0,01 m prés), g = 9,8 m/s” (a 0,02
m/s? prés).

Solution. L'erreur relative malimale est égale, en vertu de la formule
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(6), a
| 8*T|=|8*Log T'|.
Mais
1 1
Log T=Log 2 +Log m + 3 Log I- 5 Log g.

Calculon | 6*Log T |. En tenant compte de ce que & =~ 3,14, A*r = 0,005, /=m,
A¥1=0,01 m,g=9,8 m/s?, A*g=02 m/s?, nous avons
A*7r+A_*l+A*g 0005 001 0,02
I 21 2g 3 14 2 2-9,8
L'erreur relative maximale est donc égale a 6*7 = 0,0076 = 0,76 %.

=0,0076.

A*Log T'=

§ 10 Dérivée d'une fonction composée. Dérivée
totale.Différentielle totale d'une fonction composée.

Supposons que dans I'équation
z=F(u,v) (1)

u et v soient des fonctions des variables indépendantes x et y

u=¢(x,); v=y(x, ). 2

Dans ce cas, z est une fonction composée des variables x et y.
On peut évidemment exprimer z directement en fonction de x et y

z=Floy),yx»]. 3)
Exemplel.Soitz=u3v3+u+l;u=x2+y2; e+ 1 ; alors
=B (ETH I+ () T L

Supposons que toutes les dérivées partielles des fonctions F (u, v), ¢ (x, y), v (x,

. . Oz oz . .
y) soient continues et proposons-nous de calculer — et — a partir des
X

équations (1) et (2) sans utiliser 1'égalité (3). Donnons a la variable x un
accroissement Ax, en gardant y constant. Alors u et v regoivent respectivement,
en vertu de I'équation (2), un accroissement Au et Av.
Mais alors, si les variables u et v regoivent respectivement l'accroissement A,u
et A,v, la fonction z = F (u, v) recevra a son tour un accroissement Az, défini par
la formule (5'), § 7, ch. VIII
oF oF

Az = EAXM-"_EAXV-FYIAX”JFYZA)CV .

Divisons tous les termes de cette égalité par Ax
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OF Aju OF Ay Au Ay
=T+ — +7, +7, .

ou Ax Ov A Ax Ax
Si Ax — 0, alors Au — 0 et A,y — 0 (en vertu de la continuité des fonctions a
et v). Mais alors v, et y, tendent également vers zéro. En passant a la limite, pour
Ax — 0,0n a

A A
1m—:%; lim =% 6u’ lim Xv:ﬂ; lim vy, =0; limy, =0
A—0 Ax  Ox MA—>0 Ax ox A0 Ax Oox  Ax—0 Ax—0

et, par conséquent,

%_8_17(%: 8F6v @)
Oox Ou Ox 6v6x

Si nous avions donné un accroissement Ay a la variable y et gardé x constant,
nous aurions eu en raisonnant de la méme maniére

82 8F 8u 8F 8v

4
8y ou 6y o 6y
Exemple 2.
z=Log (} + v); u:e”yz; v=x*+y;
g: 2u ;a_Z: ! %:ex”2 ou 2yex+y2;@:2x;ﬁ:1.
ou u2+v Oou u2+v Oox E}y Oox 6y

En utilisant les formules (4) et (4') on trouve

Oz 2u 2 1 2
—=——e" + 2x = ue™ +x/,
ou u*+v u-+v u-+v

0oz 2u 2 1 1 2
—= 2ye™™ + == due™ +1).
o u+v us v out+v

Dans la derniére expression on doit remplacer u et v respectivement par et ’ et
X+ ).

Les formules (4) et (4') peuvent étre naturellement étendues dans le cas d'un
plus grand nombre de variables.
Par exemple, si w = F (z, u, v, s) est une fonction de quatre variables z, u, v, s et
si chacune de ces variables dépend a son tour de x et y, les formules (4) et (4')
deviennent
ow _ow oz G_W@_’_@av ow Os
Ox 0z ox Oudx Ovox Os ox
ow _Ow 0z 6w6_u+6_wﬁ+6_w8s

o Gz omdy ovoy 8sdy

®)
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Si la fonction z = F (x, y, u, v) est telle que les variables y, u, v dépendent a
leur tour de la seule variable x
y=/®u=0x);v=yx),
elle est en somme fonction d'une seule variable x ; on peut alors se proposer de
calculer la dérivée @ .
dx

Cette dérivée peut étre calculée d'apres la premiere des formules (5):

ﬂ 0z Ox azay 0z Ou 626\)

dx  ox 6x Oy ax ou ox 6\) o

mais comme y, u, v ne dépendent que d’une seule variable x, les dérivées

. . e, .. ox
partielles correspondantes sont en fait des dérivées ordinaires ; en outre, 6_ =1
X
; par conséquent,
dz 0z Oz dy Oz du 0Oz dv

— =t ——t——+——; 6)
dx ox Oy dx Ou dx Ovdx

C'est la formule de la dérivée totale % (par opposition a la dérivée partielle
X

oz

ox )

Exemple 3.

D'apres la formule (6) on a

% 6Z+8z b =2x cosx = 2x+;cosx

dx Ox Oy dx 2\/_ \/m '

Trouvons ensuite la différentielle totale de la fonction composée définie par les
égalités (1) et (2).

Portons les expressions 2—2 et g_z définies par les égalités (4) et (4') dans la

X Y
formule de la différentielle totale
dz :%dx+%dy. 6)
ox oy

Nous obtenons
s = [61’ ou 6F avjd 6F au 8F av dy.
Ox Ox 0Ov Ox o 6y o 6y
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Effectuons les transformations suivantes dans le second membre

b BF(aud audJ 6F(6_d @dyJ o

ou \ ox oy ov \ Ox Oy
Or
O e+ Xy —
Ox Oy
ov Ov ®
—dx+—dy=dv
Ox oy

On peut, compte tenu des égalités (8), écrire I'égalité (7) sous la forme

oF OF

dz=—du+—dv. ©)
ou ov
ou
dz :gd +@dv 9)
ou ov

La comparaison de (6) et (9') nous permet d'affirmer que I'expression de la
différenticlle totale d'une fonction de plusieurs variables (différenticlle du
premier ordre) posséde la méme forme, autrement dit la forme de la
différentielle est invariante et ne dépend pas de ce que u et v sont des variables
indépendantes ou des fonctions de variables indépendantes.

E x e m ple 4. Trouver la différentielle totale de la fonction composée
z=u"V, u=x"siny, v=x¢.

Solution. Nous avons en vertu de la formule (9')

dz =2uv* du + 3u*v* dv =2uv’ (2x sin y dx + x* cos y dy) +
+ 3PV 3x% dx + x°¢ dy).

Cette derniére expression peut s'écrire
= Qu’ 2x sin y + 3uH? 3x% )dx+Qu® x* cos y AP X

dy)f—dx+g—zdy

§11. Dérivation des fonctions implicites
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Nous allons aborder ce probléme par 1'é¢tude d'une fonction implicite d'une
seule variable *). Soit y la fonction de x définie par I'équation
F(x,y)=0.
Démontrons le théoréme suivant.

Théoreéme. Soit y une fonction continue de x, définie par l'équation implicite

Fx,y)=0, (1

ou F (x, y), F’y (x, »), F’, (x, y) sont des fonctions continues dans un certain

domaine D contenant le point (x, y), dont les coordonnées vérifient l'équation

(1) ; en outre supposons qu'en ce point F’, (x, y) # 0. La dérivée de la fonction y
de x est alors égale a

oo F(x,)

e

Fl(x,)

Démonstration. Supposons qu'a une certaine valeur de x corresponde

une certaine valeur de la fonction implicite y. Donc,

@

F(x,y)=0.

Donnons a la variable indépendante x un accroissement Ax. La fonction y regoit
alors un accroissement Ay, en d'autres termes, a la valeur x + Ax de la variable
indépendante correspond la valeur y + Ax de la fonction. En vertu de 1'équation
F (x,y) =0, nous avons:
F(x+Ax,y+Ay)=0.
Par conséquent,
F(x+Ax,y+Ay)-F(x,y)=0.

Le premier membre de cette égalité représente l'accroissement total de la
fonction de deux variables. En vertu de la formule (5'), § 7, on peut le mettre
sous la forme

For Ay s 40) - F (@) = S xS ay ey Av e,y
X Y

ou y; et y, tendent vers zéro quand Ax et Ay tendent vers zéro. Le premier
membre de cette derniére égalité étant ¢gal a zéro, on peut écrire

" Au § 11 du ch. 111 nous .avons résolu le probléme de la dérivation des
fonctions implicites. Toutefois, nous n'avions considéré que certains exemples
et n'avions pas obtenu de formule générale, ni déterminé les conditions
d'existence de cette dérivée.
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a—FAx+6—FAy+y1Ax+ysz =0
Ox oy

Divisons cette égalité par Ax et calculons ~
\V

—+
Ao
A oF
Y - tr
Oy

Faisons tendre Ax vers zéro. Nous avons alors a la limite, vu que 7y, et v, tendent

. . OoF
également vers z€ro et que 6_ #0:

X
oF
’ 6X D
=X 2
Vi oF (27
oy

Ainsi, nous avons démontré l'existence de la dérivée y’, d'une fonction implicite
et obtenu une formule adéquate pour le calcul de cette dérivée.

Exemple 1. L'équation
¥+y'—1=0

définit implicitement y en fonction de x. Dans ce cas

Fx,y)=x"+)y"—1, 6_F =2x, 6_F =2y.
Ox Oy
Par conséquent, en vertu de la formule (1),
dy C2x_ x
a2y y

Notons que cette équation définit deux fonctions implicites différentes (puisqu'a
chaque valeur de x prise dans l'intervalle (-1, 1) correspondent deux valeurs de
¥), mais que la valeur trouvée de la dérivée y’, est valable pour toutes les deux.
Exemple 2. Soit I'équation
& —e +xy=0.

. oF F

ICiF(x,y)= —e' +txy, —=-"+y;, —=¢€&"+x
Ox oy

Par conséquent, on obtient en vertu de la formule (1)
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ﬂ__—ex+y__ex—y

dx eV +x eV +x
Considérons maintenant une équation de la forme

F(x,y,2z)=0. 3)

Si a chaque couple des valeurs x et y, prises dans un certain domaine,
correspondent une ou plusieurs valeurs de z satisfaisant a 1'équation (3), cette
équation définit implicitement une ou plusieurs fonctions univoques z de x et y.
Par exemple, 1'équation

x2+y2+227R2:0

définit implicitement deux fonctions continues z de x et y que 1'on peut exprimer
explicitement en résolvant 1'équation par rapport a z ; nous obtenons alors

zzwle—xz—y2 et z=— Rz—xz—y2

Calculons les dérivées partielles Z—Z et % de la fonction implicite z de x et y
X v

définie par 1'équation (3).
oz , .

Pour calculer o nous supposons y constant. C'est pourquoi nous pouvons
X

utiliser la formule (2'), en considérant z comme une fonction de la variable
indépendante x. Donc,
OF

S _Ox
T
Oz
On trouverait de méme
.

T
oz
oF
en supposant — # 0.
oz

On définit et on calcule, de la méme maniére, les fonctions implicites d'un
nombre quelconque de variables et leurs dérivées partielles.

Exemple 3.
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4y + 2R =0, %:—Ez—f;%:—l.
Ox 2z z Oy z
On aurait obtenu le méme résultat en dérivant la fonction explicite que 'on
aurait trouvée en résolvant cette équation par rapport a z.
Exemple 4.
E+xly+z+5=0.

IciF(x,y,2) =& +x*y+z+5,

oF oF oF

=y — =x*; —=€&+1; —= ; — = .

ox Oy oz Ox e?+1 Oy e’ +1

L0z 2xy Oz _x2

Remarque:Tous les raisonnements de ce paragraphe ont été conduit dans
I'hypothése, que 1'équation F (x, y) = 0 détermine une certaine fonction d'une
variable y = ¢ (x) ; 'équation F (x, y, z) = 0 détermine une certaine fonction de
deux variables z = f'(x, y). Indiquons sans démonstration la condition a laquelle
doit satisfaire la fonction F (x, y), pour que I'équation F (x, y) = 0 détermine une
fonction univoque y = ¢ (x).

Théoreéeme. Soit F (x, y) une fonction continue dans le voisinage du point (x,,
Vo) possédant dans ce voisinage des dérivées partielles continues, telles que F’y
(x,y) =0 et soit F (x,, ¥,) = 0. Il existe alors un voisinage contenant le point (x,,
Vo) dans lequel l'équation F (x, y) = 0 détermine une fonction univoque y = ¢

x).

On a un théoréme analogue pour les conditions d'existence de la fonction
implicite définie par 1'équation F (x, y, z) = 0.

Remarque. Lors de la déduction des régles de différentiation des fonctions
implicites nous avons utilisé les conditions qui déterminent 1'existence des
fonctions implicites.

§ 12. Dérivées partielles de différents ordres

Soit z = f'(x, y) une fonction de deux variables indépendantes.

. . 0: 0 .
Les dérivées partielles 8_2 =1 (x,y) et 6_2 =1’y (x, ») de cette fonction sont, en
X v

général, des fonctions de x et de y. C'est pourquoi nous pouvons calculer leurs
dérivées partielles. Par conséquent, les dérivées partielles du second ordre d'une
fonction de deux variables sont au nombre de guatre, puisque chaque fonction
oz oz R e . .

a et 5 peut étre dérivée par rapport a x et par rapport a y.

On désigne par les notations suivantes les dérivées partielles du second ordre :
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02z " L. . . .
8x_2 = f.(x,¥) ; on dérive successivement la fonction f deux fois par
rapport a x
0%z
Ox0y
ay;
0%z - . , . . ,
orox = fyx(x,y) ; on dérive d'abord f par rapport a y, puis le résultat par
rapporta x ;

0%z " L. . . .
— = /3y (x,») ; on dérive successivement la fonction f deux fois par rapport

= fy (x, ) ; on dérive d'abord f'par rapport a x, puis le résultat par rapport

ay.

On peut ensuite dériver, de nouveau, les dérivées partielles du second ordre par
rapport a x ou a y. On obtient alors les dérivées partielles du troisiéme ordre, qui
sont au nombre de huit

8_32. 0%z ) 8%z ) 0%z )

ox® ox2ay oxdyox oxoy?

oz ) %z ) 0’z 6_32

oyox? " dyoxdy " oylox oy’
D'une maniere générale, on appelle dérivée partielle du n"" ordre (ou d ordre
n) la dérivée premiére de la dérivée du (n - 1) ordre. Par exemple,

ieme

0"z ., 5
—————, est une dérivée du n'“™
oxPoy"?

d'abord p fois par rapport a x et ensuite # - p fois par rapport a y.
On définit, de la méme maniére, les dérivées partielles d'ordre supérieur pour
des fonctions d'un nombre quelconque de variables.

ordre ; nous avons, dans ce cas, dérivé z

Exemple 1. Calculer les dérivées partielles du second ordre de la fonction
_ 2 3
S =xy+y.
Solution. Nous trouvons successivement

of o _ 2 2. 0f
—=2xy; —=x"y+3y ;—=2
o xy ox X y+3y Py Yy
2, 2 2 2 2
6]28(2xy):2x;6f:6(x +3y)=2x;af=6y
0x0y oy 0yox Ox oy?
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3 03z
et

ooy oyox?
Solution. Nous trouvons successivement
o o* o’
—Z:yze"+2xy3; j:yze" +2y3 . 22
Ox ox Ox“oy

0%z 2 0%z 5
+3x°y7; ——=2ye* +6xy° ; =2ye’ +6y

Oyox dyox?

4
Exemple 3. Calculer axe 2—u siu=z%" +y2.
Ox“0y0z
.0 S : o*

Solution, 24 = 72+ ; TM = 2)’22€xﬂ2 5 — - 4)/Z€x+y2

Ox Ox“0y
Une question se pose. Le résultat de la dérivation d'une fonction de plusieurs
variables dépend-il de 1'ordre dans lequel on effectue les dérivations successives
par rapport aux différentes variables indépendantes, en d'autres termes, les
dérivées

siz=y%" +x% + 1.

Exemple 2. Calculer

=2ye* +6y% ;

az_f et aZ_f
Ox0y Oyox
3 3
ou oSy, O S 0) et.,
Ox0Oyot OtOx0Oy

seront-elles identiques ?
La réponse a cette question nous est donnée par le théoréme suivant.

Théoreéme. Si la fonction z = f (x, y) et ses dérivées partielles fx, f~, fxy et
fyx sont définies et continues au point M (x, y) et dans un voisinage de ce point,
alors en ce point

o’f _o*f " "

Y X x’ = X’ ‘x’

P, Sy (e 0)= 15, (%, 3)
Démonstration. Considérons I'expression :

A=+ A, y+Ay)-f e+ A, )] -y + Ay) - f(x, )]

Introduisons la fonction auxiliaire ¢ (x), définie par 1'égalité

O ) =f(x,y+Ay)-f(x,9).
On peut alors mettre 4 sous la forme
A= (x+Ax)- ¢ (x)
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f; étant, par hypothése, définie dans le voisinage du point (x, y), la fonction
¢ (x) dérivable sur le segment [x, x + Ax] ; mais alors, en appliquant le théoréme
de Lagrange, on a:

A4=Ax¢' (X),
ou x est compris entre x et x + Ax.
Mais
O (X)=/%(x,y +A) [+ (X, p).

D'autre part, fxy est définie dans le voisinage du point (x, y), par conséquent,
est dérivable sur le segment [y, y + Ay] et en appliquant le théoréme de
Lagrange a cette différence (relativement a la variable y), on a

S (X, y+ M) = (X,0) = Ay [y (X, 7)),
ou y est compris entre y et y + Ay.
Nous obtenons donc 'expression suivante pour A
A=A Ay Sy (X, ). (D
En changeant 1'ordre des termes, on aura

A=+ A,y +AY) - f(x, y + A)] - [f (x + Ax, y) - £ (x, )]

Introduisons, la fonction auxiliaire

V) -fx+AY) -f(x,9),

A=y +A) -y )
En appliquant de nouveau le théoréme de Lagrange, on a

A=Ay -y (y),
ou ; est compris entre y et y + Ay.
Mais

alors

v ()= A y) - f ().
Appliquant encore une fois le théoréme de Lagrange, on obtient

Py A, p)—fy (@ p) = A (2 p),

ou x est compris entre x et x + Ax.
A peut donc étre mis sous la forme

A=Ay Avf (. y). @

Les premiers membres des égalités (1) et (2) sont égaux a 4, par conséquent, les
seconds membres sont égaux entre eux ; en d'autres termes,

AxAy [ (X,5). = Ay Ax [ (X, 3 ).
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d'ou
S (X, 1) = (%, p).
En passant a la limite dans cette égalité, quand Ax — 0 et Ay — 0, on a:
1- '"——:l' "o
lim S (X ¥) Aim S (X, 9) s
Ay—0 Ay—0

Les dérivées /7', et f”’,, étant continues au point (x, y), on a

lim fLET) = S G)et lim £ () = £ ().

Ay—0 Ay—0
Nous avons en définitive : So (6, 3)= [ (x5, 9),
ce qu'il fallait démontrer.
. s . ., . o"f
I1 résulte de ce théoreme que si les dérivées partielles — et
ox"oy"”
o"f .
——— sont continue, alors on a
ay n—k axk

o"f ao"f
axkayn—k ayn—kaxk :
Un théoréme analogue est vrai pour les fonctions d'un nombre quelconque de
variables.

d’u . d%u
Ox0y0z  0Oy0z0Ox

Exemple 4. Calculer si:u=¢e"sinz.

Solution.

ou X o o%u
—=ye7sinz;

=e”sinz+xye” sinz=e"(1+xy)sinz ;
Ox Ox0y

3 2
Ou :e‘xy(1+xy)cosz;a—u=xexy sinz; Ou
Ox0y0z oy Ox0z

o%u
0y0z0Ox
o%u _ o%u
Ox0y0z  Oy0z0Ox
(voir les exemples 1 et 2 de ce paragraphe).

=xe” cosz ;

=e" cosz+xye™ cosz=e" (1+xy)cosz.

Par conséquent,
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§ 13. Surfaces de niveau

Soit dans 1'espace (x, y, z) un domaine D dans lequel est donnée la fonction
u=u(x,y,z). (1)

On dit dans ce cas que dans le domaine D est défini un champ scalaire. Si, par

exemple, u (x, y, z) désigne la lempérature au point

Fig. 176

M (x, y, z), on dit qu’est défini un champ scalaire de température ; si le domaine
D est rempli de liquide ou de gaz et si u (x, y, z) désigne la pression, on est en
présence d'un champ scalaire de pression, etc.
Considérons le point du domaine D ou la fonction u (x, y, z) posséde une valeur
constante ¢

u(x,y,z)=c. 2)
L'ensemble de ces points constitue une certaine surface. Si 1'on prend une autre
valeur de ¢, on obtient une autre surface. Ces surfaces sont appelées surfaces de
niveau.

Exemple 1. Soit donné le champ scalaire

2 2 2
x
u,y,z)= —+—+—
(622~ T+ s
Les surfaces de niveau seront ici
2 2 2
LA S,
4 9 16

c'est-a-dire des ellipsoides de demi-axes 2\/2 s 3\/2 s 4\/2
Si la fonction a dépend de deux variables x et y :
u=u(x,y),
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les « surfaces » de niveau seront des lignes clans le plan Oxy
u(x,y)=c, 2"
que I'on appelle lignes de niveau.
Si nous portons les valeurs de u sur 1 ate Oz
z=u(x,y),
les lignes de niveau dans le plan Oxy seront les projections des lignes formées
par l'intersection de la surface z = u (x, y) avec les plans z = ¢ (fig. 176).
Connaissant les lignes de niveau on peut aisément étudier la nature de la surface
z=u(x,y).

Exemple 2. Déterminer les lignes de niveau de la fonction z =1 —x* - y*. Les
lignes de niveau seront les lignes d'équations 1 - x* - y* = ¢. Ce sont des cercles

(fig. 177) de rayon +/1—c . En particulier, quand ¢ = 0, nous obtenons le cercle
2 2
x +y =1

§ 14. Dérivée suivant une direction donnée

Considérons dans le domaine D une fonction u (x, y, z) et un point M (x, y, z).
Menons du point M le vecteur S dont les cosinus directeurs sont cos a, cos 3,
cos y (fig. 178). Considérons sur le vecteur S a
une distance As de son origine le point M, (x
+Ax,y +Ay , z +Az). Ainsi,

As =JAx? + Ay? +AZ% .

Nous supposerons que la fonction u (x, y, z)
/o 7] est continue et posséde des dérivées continues
X

z

par rapport aux variables indépendantes dans
le domaine D.

Fig. 178
De méme que nous l'avons fait au § 7, représentons l'accroissement total de la
fonction de la maniére suivante

A= Z_MA“ Tyt %Aﬁglmwwm&, (1
X

oy z
ou g, & et & tendent vers zéro quand As — 0. Divisons tous les termes de
I'égalité (1) par As:
Mu_ouw bk uly  dwde ANy A

— tg— teH— te—.(2)
As  ox As 0Oy As 0z As As As As

I1 est évident que:
Ay

Ax Az
—=cos o, —=cos 3 , —=cosY.
As As As
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Par conséquent, 1'égalité (2) peut étre mise sous la forme
Au  Ou Ou ou
—=—cosa+ — cos B+ — cosy+¢g cosa+¢g,cos P +¢e cosy(3)
As  Ox oy 0z

. A
La limite du rapport EM quand As — 0 est appelée dérivée de la fonction u = u

., Ou
(x, v, z) au point (x, y, z) suivant la direction du vecteur S, et notée %
s

autrement dit
Au  Ou
LT @
As—>0 As  Os
Ainsi, passant a la limite dans 1'égalité (3) nous obtenons
a—ufa—ucsa+a—ucos[3+%cosy %)
Os Ox oy 0z

11 découle de la formule (5) que, connaissant les dérivées partielles, on peut
trouver aisément la dérivée suivant une direction quelconque S. Les dérivées
partielles ne sont qu'un cas particulier de la dérivée suivant une direction

. . T b
donnée. Par exemple, sia =0, B = E Y= E nous obtenons:

Oou _Ou Ou n Ou n_Ou
—=—0c0s0+ — cos — + — cos —=—.
Os Ox oy 2 oz 2 Os

. , . .., Ou
Exemple. Soit donnée la fonction u = x* + 1 + 2% Trouver la dérivée = au
s

point M (1, 1, 1) a) dans la direction du vecteur S; = 2i +j + 3k;
b) dans la direction du vecteur S, =i+ + k.

Solution.a)On trouve les cosinus directeurs du vecteur S;

2 2 1
——=——, cos = —,
V4+1+9 \/ﬁ \/ﬁ

au _Ou 2 6u 1 ou 3

le 8x\/_4 Gy\/_4 ('TT

Les dérivées partielles au point M (1, 1, 1) seront
a_u _2x a_u :2y, a_u :22, a_u = 2 a— =
Ox oy Oz 0X )4y 0z

Ainsi,

3
cosy=——.

Tia

cos o=

Par conséquent,
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ou _, 2,1, 03 12

6s1\/_\/_\/_«/ﬁ

b) Calculons les cosinus directeurs du vecteur S,

1
Sicosa=—,cos =
V3

Par conséquent,

ou 1 1 1 6
_:2,_+2._+2._:—:2\/§.
0s, 3 3 NERYE)

12
Notons que 2+/3. > — (fig. 179).
V14

1
—,c08y=—,
V3 V3

§ 15. Gradient

En chaque point du domaine D ou est

Fig. 179 donnée une certaine fonction u = u (x, y, z)
définissons un vecteur, dont les projections sur les axes de coordonnées sont les
valeurs des dérivées partielles au au au de cette fonction au point. correspondant

gradu:%i+a—uj+a—uk €8
Ox Oy oz

Ce vecteur est appelé le gradient de la fonction u (x, y, z). On dit alors que dans
le domaine D est défini le champ vectoriel des gradients. Démontrons le
théoréme suivant établissant la liaison entre le gradient et la dérivée suivant une
direction donnée.

Théoreme. Soit donné un champ scalaire u = u (x, y, z) et dans ce champ
scalaire le champ des gradients

gradu—a—u i+ 6_141_‘_@ k
Ox

oy oz

La dérivée rn suivant la direction d'un certain vecteur S est égale a la
s

projection du vecteur grad u sur le vecteur S.

Démonstratio n Considérons le vecteur unité S°, correspondant au
vecteur

8" =icos o +jcosp+kcosy.
Calculons le produit scalaire des vecteurs grad u et

gradu~S°:a—ucosoc+%cosB+%cosy. 2)
Ox oy 0Oz
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L'expression au second membre de cette égalité est la dérivée de la

Fig. 180 Fig. 181
fonction u (x, y, z) suivant la direction S. Par conséquent, nous pouvons écrire
ou
rad u-§ = —.
g 0Os

Désignant par ¢ l'angle compris entre vecteurs grad u et S° (fig. 180) nous
pouvons écrire

|gradu|005(p:%. 3)
0s
ou
pre grad u = u .4
Os

Le théoréme est démontré.

Le théoréme que nous avons démontré établit une liaison concréte entre le
gradient et la dérivée suivant une direction donnée. Construisons au point M (x,
v, z) le vecteur grad u (fig. 181). Construisons la sphére pour laquelle grad u est
le diamétre. Du point M menons le vecteur S. Désignons le point d'intersection
du vecteur S avec la surface de la sphére par P. Il est alors évident que MP = |
grad u | cos @ si ¢ est I'angle compris entre les directions du gradient et du

. 0
segment MP ralors ¢ < g) , c'est-a-dire MP = a_” )
s

11 est évident que quand on inverse la direction du vecteur S, la dérivée change
de signe alors que sa valeur absolue n'est pas modifiée.
Etablissons certaines propriétés du gradient.

1) La dérivée en un point donné suivant la direction du vecteur S admet une
valeur maximum quand la direction du vecteur S coincide avec celle du
gradient ; cette valeur maximum de la dérivée est égale a | grad u |.
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Cette proposition découle immédiatement de I’égalité (3): la valeur

. Ou Ou
maximum k™ sera pour ¢ = 0 et dans ce cas k™ =|grad u|.
s s

2) La dérivée suivant la direction du vecteur tangent a la surface de niveau est
nulle.
Cette affirmation découle de la formule (3).En effet dans ce cas

bl
=—,cosp=0
¢ 5 ¢
et
6—u:|gradu\cosq):0
os

Exemple 1. Soit donnée la fonction u = x* +y2 +2

a) Déterminer le gradient au point M (1, 1, 1). L'expression du gradient de cette
fonction en un point arbitraire sera grad u = 2xi + 2yj + 2zk.
par conséquent,

(grad )y =2i +2j+ 2k , | grad a [, =2 /3 .

b) Déterminons la dérivée de la fonction u au point M (1, 1, 1) dans la direction
du gradient. Les cosines directeurs du gradient seront

2 1
V22 422422 NER

1 1
cosfp=—, cosy=—

V3 V3

cosa =

Par conséquent,

c'est-a-dire
ou —| grad u |
Os

Remarque. Sila fonction u = u (x, y) est une fonction de deux variables, le
vecteur

ou ., Ou,
gradu=—i+ —j
Ox oy
est situé dans le plan Oxy. Démontrons que le grad u est orienté
perpendiculairement a la ligne de niveau u (x, y) = c, située dans le plan Oxy
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Y u
gradu d
- ' / \_
_— T
\),o H g { ¥
/ e HMi29)
e » i
0 x 2z M(2,4) z gadu
Fig. 182 Fig. 183 Fig. 184
et passant par le point correspondant. En effet, le coefficient angulaire &; de la
tangente a la ligne sera égal a k; = —u—“f . Le coéfficient angulaire &, du gradient
u
v

u!

est égal a & :—'y. Il est evident que k; k, =-1. Cela démontre la justesse de
X

notre affirmation (fig . 182). Nous établirons une propriété analogue du gradient

d’une fonction de trois variables au § 6 du ch. IX.

2 2

Exemple 2. Déterminer le gradient de la fonction u = x?+y7 (fig. 183) au

point M (2, 4).

solution. Ici

ou
ox

M
Par conséquent,

grad u =2i + gj.

L’équation de la ligne de niveau (fig. 184) passant par le point donné sera

2 2
22
r Y o=

2 3 3

§ 16. Formule de Taylor pour une fonction de deux
variables
Soit

z=f(x,»)
une fonction de deux variables continue, ainsi que ses dérivées partielles d'ordre
(n + 1) inclus, dans un certain voisinage du point M (a, b). Un peut alors
représenter (de méme que dans le cas d'une fonction d'une seule variable
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indépendante, voir § 6, ch. IV) cette fonction de deux variables comme étant
la somme d'un polynéme de degré n suivant les puissances entiéres de (x - a) et
(y - b) et d'un reste. Nous allons démontrer que pour n = 2 cette formule est de
la forme
f,y)=4,+Dx-a)+EQW-b)+

%[A (x-a)P+2B(x-a)y-b)+Cy-by1+R2, (1)

ou les coefficients 4,, D, E, A, B, C ne dépendent pas de x et y et le reste R; a
une structure analogue a celle du reste de la formule de Taylor pour une
fonction d'une seule variable.

Appliquons la formule de Taylor a la fonction f (x, y) considérée comme
fonction d'une seule variable y, x étant supposé constant (bornons-nous aux
termes du deuxiéme ordre)

e =)+ 228wy + )

- )

S (x %b)+= f;b( M) (2)

0ﬁn1:b+91(yfb),0<91<1.

Développons les fonctions. f(x,b), f},(x,b), f, (x,b) suivant les puissances

entiéres de (x - a), par la formule de Taylor, en nous bornant aux dérivées
mixtes du troisiéme ordre inclus

(x a) x-a® ,
A Sr(a,b)+ 5.3 S (G1.0) (3)
ou &1:x+92(x—a),0<92<1,
f}’v (x a) fvvx(&Zsb) (4)
ou
§2=x+93(x7a),0<93<1;
Sy (x.0) = [, (a, b+ 2 f{$V(§3:b) ®)

ou

E3=x+04(x—a),0<0,4<1;
En substituant les expressions (3), (4), (5) dans la formule (2) nous avons:

S = @)+ fra by + D e B+ ) Fr &by +
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(x a) (x a)

y x

fm(al,b>+y7‘b{f; (a.b)

(y b ) m (y - b) m
yyx b) + 1.2.3 fyyy( anl)'
En rétablissant 'ordre d'écriture 1nd1que dans la formule (1),
nous avons:

()= fla,b)+(x-a)f{(ab)+(y-b)f](a,b)+
+2l![(x—a)2f (a,b)+2(x—a)fy-b)fy(a.0)+(y-b) /1 (a, b)]

+%[(x—a)3f)é;x(§1,b)+3(x—a)( _ )f/// (éz, )
3(x=a)y—b) £1 €5 b)+(r=b) foam)]  ©

Cette expression constitue précisément la formule de Taylor pour n = 2.
L'expression

By = Lo pz 663 aP (- 0112, 2200+

+3(x—a)y-b) 10, Es.5)+ (v =b) £, (@, )|

est appelée le reste. Posons, ensuite, x - a = Ax, y - b = Ay, Ap

=y(Ax) +(ay)’
Transformons R,:

1 A, AxZAY .,

RZ :i Ap3 .fx)cx(E.alﬂb)-’_3 Ap3y -fxxy(E.>2’b)+
AXA "

+3 y fior (€, )+—fy}y(a,m)Ap3

Etant donné que | Ax | < Ap, | Ay | < Ap et que, par hypothése, les dérivées
d'ordre trois sont bornées, le coefficient de Ap® est borné dans le domaine
considéré; désignons-le par oL,.
On peut alors écrire :

Ry =0, Ap’.

f}xx(ézrb) +
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La formule de Taylor (6), pour le cas n = 2, peut alors étre mise sous la
forme

f(x,y)= f(a,b)+Ax f1(a,b)+Ay f!(a,b)+
+2i![szf"’;‘(a’b)+ZAXAyf!»(a’b)JrAyzf;y(a,b) +ayAp’ (6)

Pour n quelconque, la formule de Taylor s'exprime sous une forme analogue.

§ 17. Maximum et minimum d'une fonction de plusieurs
variables

Définition- 1. On dit que la fonction z = f (x, y) admet un maximum au
point M, (xo, Vo) (c'est-a-dire quand x = x, et y = y,) si f (x,, Vo) > f (x, ¥) pour
tous les points (x, y) suffisamment voisins du point (x,, ¥,), mais différents de ce
point.

Définition 2. On dit que la fonction z = f'(x, y) a un minimum au point M,
(xm yD) Si
S (%o, yo) <f(x, y)

pour tous les points (x, y) suffisamment voisins du point (x,, y,), mais différents
de ce point.

Le maximum et le minimum d'une fonction sont appelés les extremums de cette
fonction ; en d'autres termes, on dit qu'une fonction admet un extremum en un
point donné si elle a en ce point soit un maximum, soit un minimum.

Exemple 1. La fonction

z=(x-1)P+@F-2)Y-1

admet un minimum pour x = 1, y = 2, c'est-a-dire au point (1 ; 2). En effet, /(1 ;
2)=-1, et comme (x - 1)? et (y - 2)* sont toujours positifs pour x # - 1, y = 2,on a

G-1Y+@-2)Y-1>-1,
c'est-a-dire

Sy > f(152).

On voit sur la figure 185 la signification géométrique de ce résultat.
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z=(z-1)% [y-2)%-1

Fig. 185 Fig. 186
Exemple 2. La fonction z = % -sin (x* — y2) admet un maximum a 1'origine

des coordonnées (fig. 186).
En effet, pourx=0,y=0

J(0,0)=-

N | —

Choisissons a l'intérieur du cercle x* + y2 = i un point (x, ), diftérent du

point (0, 0) ; alors pour 0 < x* +)* < % ,

sin (x* + %) > 0
et par suite
o= L2y < L
DACSY) > sin (x” + %) 5
c'est-a-dire
S (x,») <f(0,0)
On peut également formuler comme suit les définitions du maximum et du

minimum.
Posons x = x, + Ax; y =y, + Ay; alors

f(x,J’) 'f(xoo yo) :f(xu + Ax:yo + Ay) 'f(xo 9y0) = Af'

1) Si Af'< 0 pour tous les accroissements suffisamment petits des variables
indépendantes, la fonction f'(x, y) admet un maximum au point M (x, , Vo).

2) Si Af > 0 pour tous les accroissements suffisamment petits des variables
indépendantes, la fonction f'(x, y) admet un minimum au point M (x, , y,).

Ces définitions sont également valables pour une fonction d'un nombre
quelconque de variables.
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Théoréme 1 (Conditions nécessaires pour l'existence
d'un extremum). Si la fonction z = f (x, y) admet un extremum pour les
valeurs x = x, et y = y,, alors chaque dérivée partielle du premier ordre de z
s'annule pour ces valeurs des variables indépendantes ou n'existe pas.

En effet, fixons la valeur de y, y = y,. La fonction f (x, y,) sera alors une
fonction d'une seule variable x. Cette fonction admet, par hypothése, un
extremum (maximum ou minimum) au

. , oz
pomnt x = x,, par consequent, | —
Ox )x=xo
Y=o

s'annule ou n'existe pas en ce point. On

, R oz
démontre de méme que |—
8y X=X,
Y=o

s'annule ou n'existe pas en ce point.
Ce théoreme ne donne pas une
Fig. 187 condition suffisante pour l'existence
dun extremum. Toutefois, si nous
sommes assurés de I'existence d'extremums, il permet de trouver leurs valeurs.
Dans le cas contraire il faut faire une étude plus détaillée.

. 0: 0 .
Par exemple, les dérivées Z —ox et 6_2 =2y de la fonction z = x* — y*

Oox y
s'annulent. pour x = 0, y = 0. Mais cette fonction n'a ni maximum ni minimum
pour ces valeurs. En effet, elle s'annule a 'origine des coordonnées, mais prend,
dans le voisinage immédiat de ce point, aussi bien des valeurs positives que des
valeurs négatives. La valeur zéro n'est pas, par conséquent, un extremum (fig.
187).

Les points ou Z—Z =0 (ou n'existe pas) et 2—2 =0 (ou n'existe pas) sont appelés
X y

points critiques de la fonction z = f (x, y). Il résulte du théoréme 1 qu'une
fonction ne peut avoir d'extremum qu'en un point critique.

Pour faire I'étude d'une fonction aux points critiques €établissons les conditions
suffisantes d'extremum d'une fonction de deux variables.

Théoréme 2. Soit f(x, y) une fonction définie dans un domaine contenant le
point M, (x,, y,) et dont les dérivées partielles sont continues jusqu'au troisieme
ordre inclus; supposons, en outre, que le point M, (x,, y,) Soit un point critique
de la fonction f (x, ), c'est-a-dire
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5f(x0ayo):0 af(xod’o):
Oox ’ oy

0

Alors, pour x =Xo, ¥y =¥,
1) f(x, y) a un maximum, si

2
0" f(x0:20) 07 f(xo,30) [8°/(o.30) | _
ox? 6y2 0Oxdy

azf(xo,J’o) <0
ox?

et

2) f (x, y) a un minimum, si
2
0% f(x9570) ] 0%/ (xg,¥0) _ 0% f(xq,¥0) >0 et 0%/ (x0,¥0) S
ox? oy? Ox0y 2

3) f (x, y) n'a ni maximum ni minimum, si

i i i 2

0" (x0:20) 07 f(xo,30) [8*f(o.30) | _
ox? 6y2 0Oxdy

0
ox

4) s

ox? oy Ox0Oy

pas exister d'extremum (dans ce cas, 1'étude doit étre plus détaillée).

iazf(x()»)’o).azf(xo,yo) _[azf(xod’o)

2
J =0, il peut exister ou ne

Démonstration. Ecrivons la formule de Taylor pour la fonction £ (x, »),
en se limitant aux dérivées du deuxieéme ordre (formule (6), § 16). Posons
a=x, b=y, x=x,+Ax, Y=Y T Ay.

Nous avons alors

S(xg +Ax,y5 +Ay) = f(xg,y0) +

af(XanO)Ax+af(x0’y0)Ay+
ox oy

0"/ (x0:20)

0> o’ f
+l f(xo=J’o)Ax2+2 f(xo,J/o)AxAy+ > y? |+ o, (Ap)°

ox? 0Ox0y Oy

ou Ap = w/sz + Ay2 , et o, tend vers zéro, quand Ap — 0.

Par hypothese

af (x9,¥0) -0 f (x9,¥0) _
Ox ’ oy

0

Par conséquent,
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Af:f(xo + Axsyo + Ay) 'f(xo_a yo) =
2 2 2
1 ﬂAxZJrzﬂAxAerﬂAyz +o(Ap)°. (1)
2| ax? oxdy oy’

Désignons respectivement par 4, B, C les valeurs prises au. point M, (x,, y,) par
les dérivées partielles du deuxiéme ordre

% f % f o f
22, (8, (3, -
O M, e M, o M,

Désignons par ¢ l'angle formé par le segment M M, ou M est le point de
coordonnées M (x, + Ax, y, + Ay), et I'axe Ox; alors

Ax=Ap cos ¢ ; Ay = Ap sin ¢.
En substituant ces expressions dans la formule (1), nous avons:
Af= % (Ap)* [A cost @ + 2B cos ¢ sin @ + C sin® @ + 20, Ap]. 2)
Supposons que A # 0.

Multiplions et divisons par A I'expression entre crochets; nous avons:

2, (Acos @+ Bsin @) +(AC—B*)sin? ¢
A
Considérons séparément les quatre cas possibles.

1) Soit AC - B*> 0, A < 0. Nous avons alors au numérateur de la fraction la
somme de deux quantités non négatives. Elles ne s'annulent pas en méme

o = (ap) +2aghp|. ()

. . A .
temps, puisque la premiére s'annule pour tg ¢ = - 2 et la seconde pour sin ¢

=0.

Si 4 <0, la fraction est égale a un nombre négatif, non nul. Désignons-le par -
2

m~ ; alors

A= % (AP [- m>+ 2 0, Ap,

ou m ne dépend pas de Ap, a, Ap — 0, pour Ap — 0.
Par conséquent, pour Ap suffisamment petit on aura
Af<0
ou
f(xo + Ax9y0 + Ay) 'f(xmyo) <0.
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Mais alors, pour tous les points (x, + Ax, y, + Ay) suffisamment voisins du
point (x,, y,) aura lieu l'inégalité

f(xO + Ax’yo + Ay) <f(x0ay0)a
ce qui veut dire qu'au point (x,, ,) la fonction f'(x, y) admet un maximum.

2) Soit AC — B*>0, 4> 0. On trouve, en raisonnant de la méme maniére, que
A= 5 (P L+ 20, Apl,

ou
S o+ Ax, yo + Ap) > f (o, o)

c'est-a-dire que la fonction f'(x, y) admet un minimum au point (x,, Vo).

3") Soit AC - B? <0, 4> 0. Dans ce cas, la fonction n'ani maximum ni
minimum. La fonction croit quand on s'écarte du point (x,, »,) suivant
certaines directions, et décroit suivant d'autres directions. En effet, si 1'on se
déplace le long du rayon ¢ =0, on a

1
A=< (Ap)’ [ A4 +2 o, Ap] > 0;
la fonction croit quand on se déplace le long de ce rayon. Si 1'on se déplace le
long du rayon ¢ = @, (ou tg @, = —% ) ,ona, quand 4 > 0:
1 AC-B* .
Af= ) (Ap) [ CTSIHZ @ +20pAp | <05

la fonction décroit quand on se déplace le long de ce rayon.

3") Soit AC - B* < 0, A<0. La fonction n'admet clans ce cas ni maximum ni
minimum. L'étude détaillée est conduite de la méme maniére que dans le cas 3'.

3" Soit AC - B> <0, 4 =0. Alors B # 0 et on peut écrire I'égalité (2) sous la
forme

1 . .
A= 3 (Ap)* [sin @ (2B cos @ + C sin @) + 20, Ap].

Quand ¢ est suffisamment petit, I'expression entre parenthéses conserve son
signe, puisqu'elle est voisine de 2B, alors que le facteur sin ¢ change de signe
suivant que ¢ est plus grand ou plus petit que zéro (aprés avoir choisi ¢ >0 et ¢
< 0, on peut prendre p suffisamment petit pour que 2a, n'influe pas sur le signe
de l'expression entre crochets). Par conséquent, dans ce cas également Af
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change son signe pour différents ¢, c'est-a-dire pour différents Ax et Ay.
Donc, la fonction ne présente ni maximum ni minimum en ce point.

On peut alors, quel que soit le signe de A, énoncer la proposition suivante:

Si AC — B* < 0 au point (x,, ), la fonction n'admet pas d'extremum en ce point.
La surface représentant graphiquement cette fonction peut alors, par exemple,
avoir dans le voisinage de ce point la forme d’une selle (voir plus haut, fig.
187). On dit en pareil cas que la fonctionaun minimax en ce point.

4) Soit AC — B*= 0. Dans ce cas, les formules (2) et (3) ne nous donnent aucune
indication sur le signe de Af. Par exemple, si 4 =0, on a:

1 Acos @+ Bsin ¢)?
A= 5 (Ap)? [( 0 )

A

+200Ap | .

A . . . .
pour ¢ = arc tg (— Ej le signe de Af est déterminé par le signe de 2a,. On doit

alors entreprendre une étude spéciale (par exemple, en prenant dans la formule
de Taylor un nombre plus élevé de termes, ou par un autre procédé). Nous
avons ainsi entierement démontré le theoréme 2.
Exemple 3. Etudier les maximums et les minimums de la fonction
_ 2 2
z=x"—xy+y +3x-2y+1.
Solution. 1) Trouvons les points critiques:

g=2xfy—0—3; & =-x+2y-2.
ox oy
. R , . 2x-y+3=0,
Résolvons le systéme d'équations :
-x+2y-2=0
nous trouvons
e 4 1
37773

2) Calculons les valeurs des dérivées partielles du deuxiéme ordre au point

o 4 1 T . o
critique 33 et établissons la nature de ce point critique

2 2 2
2222532822_1 _07z_
ox? Ox0z ox?

AC-B*=22-(-1=3>0.

A

2,

>

. 41 . - C
Par conséquent, au point [—g R g) la fonction a un minimum qui est égal a
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Exemple 4. Etudier les maximums et les minimums de la fonction
z=x"+y" - 3xy.

Solution. 1) Trouvons les points critiques, en utilisant les conditions

nécessaires pour l'existence d'un extremum:

& 3 ~3y=0,
X

% 302 3x=0
oy

Nous trouvons deux points critiques: x; = 1,y =1etx, =0, y, =0.
2) Calculons les dérivées partielles du deuxiéme ordre

0%z 0%z 0%z

—=0x, =—3, —— = 6)/ .

ox? Ox0y

@}2
3) Etudions la nature du premier point critique

2 2 2
A:[—a ZZJ =6;B=[az] :—3;C:[—a j] -6
ox~ )x=1 Ox0y |x=1 oy~ )x=l

y=1 y=I y=l1

AC-B*=36-9=27>0;4>0.
Par conséquent, la fonction admet un minimum au point (1, 1) ; la valeur de la
fonction en ce pointest:  z,_; =—1
y=1
4) Etudions la nature du second point critique M, (0, 0)
A=0;B=-3; C=0;  AC-B*=-9<0.
Par conséquent, le second point critique n'est ni un minimum ni un maximum
(minimax).

Exemple 5. Trouver trois nombres positifs dont la somme est égale & un
nombre positif a et dont le produit est maximum.

Solution. Désignons respectivement ces trois nombres par x, y et @ — x — y.
Leur produit est alors egal a: u=x-y (a —x—).

Par hypothése x > 0, y > 0, a — x — y > 0, c'est-a-dire x + y < a, u > 0. Par
conséquent, x et y prennent des valeurs appartenant au domaine limité par les
droites x=0,y=0,x +y=a.

Calculons les dérivées partielles de la fonction u -

&= yia-2-p), %“= x(a-2y-x)
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En égalant ces dérivées a zéro, on obtient le systéme d'équations
y(a-2x-y)=0; x(a-2y—x)=0.
En résolvant ce systéme, on trouve les points critiques:
x=0, y»=0, M (0,0)
=0 y=a, M (0,a);
x;=a, y3=0, M;(a,0);
a a a a
X4 3,)/4 3 M4(3,3).
Les trois premiers points sont situés sur la frontiére et le dernier a l'intérieur du
domaine. La fonction a est positive a l'intérieur du domaine et s'annule sur la

.\ , . . . a a
frontiére ; par conséquent, la fonction a admet un maximum au point (E , E)

(c'est l'unique extremum a l'intérieur du triangle). La valeur maximum du
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Etudions la nature des points critiques (en nous servant des conditions

suffisantes d'existence d'un extremum).Calculons les dérivées partielles du
deuxiéme ordre de la fonction u :

0%u 0%u 0%u

. aa a a al
produit est donc @ . = a————

— =2y, —=a-2x-2y, —=-2x
ox? Y 0Ox0y g oy’
2 2 2
Au point M| (0, 0) nous avons A = 6_14 =0;B= Ou =qa;C= a—u=0;
o’ oxdy oy’
AC — B* = — ¢* < 0. Par conséquent, au point M, il n y a ni maximum ni
. , o° o*
minimum. Au point M, (0, @) nous avons =21 - o ;B= “ola ,C=
ox? 0Ox0y
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Ly,
y
AC — B* = — 4* < 0. Par conséquent, au point M, il n'y a ni maximum ni

minimum. Au point M; (a, 0) nous avons 4 =0 ; B=-a ; C=-2a ; AC— B=-4*
< 0. Au point M; il n'y a également ni maximum ni minimum. Nous avons au

2 2
point My (L, 4y 4= 24, p= 4 oo 20 o gt 4 .
373 3 3 3 9 9

A <0. Par conséquent, la fonction admet un maximum au point M.

Remarque. La théorie des maximums et des minimums des fonctions de
plusieurs variables est a la base d'une méthode pour obtenir les formules
permettant de représenter les dépendances fonctionnelles d'apres les données
expérimentales. Cette question est exposée au § 19.
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§ 18. Maximums et minimums des fonctions de
plusieurs variables soumises a certaines conditions
(maximums et minimums liés)

Bien souvent le probléme de la détermination des plus grandes et des plus
petites valeurs d'une fonction se raméne a la recherche des maximums et des
minimums d'une fonction de plusieurs variables qui ne sont pas indépendantes,
mais liées entre elles par certaines conditions supplémentaires (par exemple,
assujetties a vérifier certaines équations).
Considérons, par exemple, le probléme suivant. On demande de fabriquer une
boite parallélépipédique de volume maximum avec une feuille de tdle de
surface 2a.
Désignons respectivement la longueur, la largeur et la hauteur de la boite par x,
¥, z. Le probléme se raméne, par conséquent, a la recherche du maximum de la
fonction

u=xyz,

ou x, y, z vérifient la condition 2xy + 2xz + 2yz = 2a. Nous sommes donc en
présence du probléme de la recherche des extremums 1liés ) : les
variables x, y, z sont 1 iées par la relation: 2xy + 2xz + 2yz = 2a. Nous allons
considérer dans ce paragraphe les méthodes de résolution des problémes de ce
genre.

Considérons tout d'abord le probléme de l'extremum lié¢ d’une fonction de deux
variables quand elles ne sont liées entre elles que parune seu 1 e condition.
Soit a calculer les maximums et les minimums de la fonction

u=fx,y), (M

ou x et y sont liés par 1'équation
¢ (x,y)=0. @

La condition (2) implique que seule 1'une des variables x et y est
indépendante, par exemple x, car y est alors déterminé a partir de 1'égalité
(2) comme fonction de x. Si I'on résout I'équation (2) par rapport a y, et si I'on
substitue dans 1'égalité (1) 1'expression trouvée pour y, u sera fonction d'une
seule variable x etle probléme sera ainsi ramené a 1'étude du maximum
et du minimum d'une fonction d'une seule variable indépendante x.

" Par opposition a l'extremum usuel que l'on appelle aussi extremum libre
(N.d.T)).
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Mais on peut résoudre le probléme posé sans qu'il soit nécessaire de
résoudre 1'équation (2) par rapport a x ou a y. La dérivée de u par rapport a x
doit s'annuler pour les valeurs de x telles que la fonction u est susceptible
d'admettre un maximum ou un minimum.

Calculons % a partir de (1), sachant que y est une fonction de x :
X

. _o I b
dx Ox Oy dx
Par conséquent, aux points d'extremum 1 + % ﬂ =0 3)
Ox Oy dx
On trouve de 'égalité (2) % + 6_q) d_y =0 4)
Ox Oy dx

Cette équation est satisfaite pour tous les x et y vérifiant I'équation (2) (voir §
11, ch. VIII).

Multiplions tous les termes de 1'égalité (4) par un coefficient indéterminé A, et
ajoutons-les aux termes correspondants de 1'égalité (3). Nous trouvons

(%_{_ald_yJ_k}b(a_(P_F@ﬂ]:O

Ox Oy dx Ox Oy dx
ou gmﬁ_(p + A gmﬁ_cp Q:O 5)
Ox Ox oy oy ) dx

Cette égalité a lieu pour tous les points ou il y a un extremum. Choisissons A de
maniére que pour les valeurs de x et y telles que la fonction u présente un
extremum, la seconde parenthése de 1'égalité (5) s'annule ')

%)

g +A % _ 0.
&y

Mais alors pour ces valeurs de x et de y il vient de I'égalité (5) que
1 +A 6_(p =0.
Ox Ox

Ainsi aux points d'extremum les trois équations

% P . ) A
Pour fixer les idées nous supposerons qu'aux points critiques a'p =,& 0.
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%+k6—(p:0
Ox ox
I 2 (6)
o oy
o(x,y)=0

a trois inconnues x, y, A sont vérifiées. La résolution de ces équations nous
donne les inconnues x, y et A qui n'a joié¢ qu'un role auxiliaire et dont nous
n'aurons plus besoin.

11 est clair que les équations (6) sont les conditions nécessaires pour 1’existence
d’un extremum li¢, c'est-a-dire en tout point d'extremum les équations (6) sont
vérifiées. La réciproque n'est pas vraie, car la fonction peut ne pas avoir.
d'extremum lié pour les valeurs correspondantes de x, y et A tirées des équations
(6). On est donc amené a entreprendre une étude détaillée de la nature du point
critique. En résolvant des problémes concrets, on peut parfois determiner la
nature du point critique d'aprés le caractére méme du probléme. Remarquons
que les premiers membres des €quations (6) sont les dérivées partielles par
rapport aux variables x, y, A de la fonction

F (6,3, ) - f (6, p)F 2 (x, ). (M

Ainsi, pour trouver les yaleurs de x et y vérifiant la condition (2) pour lesquelles
la fonction u = f (x, y)admet un maximum ou un minimum lié, il faut former la
fonction auxiliaire (7), égaler a zéro ses dérivées partielles par rapport a x, y, A,
et déterminer les inconnues x, y (ainsi que le facteur auxiliaire A) des trois
équations (6) ainsi obtenues. Cette méthode peut étre aisément étendue a la
recherche des extremums liés d'une fonction d'un nombre quelconque de
variables.

Soit a déterminer les maximums et les minimums de la fonction u = f (xy, x,, . .

., X,,) de n variables x, x,, . . ., X,,, assujetties a vérifier les m équations (m < n)
(Pl(xlsxls""xn):
Oy(x),X)5...,%,)=0
3)

Q,,(x,x7,...,x,)=0
Pour trouver les valeurs de xi, x,, . . ., x, susceptibles de donner des maximums
ou des minimums liés de cette fonction, on doit former la fonction auxiliaire
F (X0, oo Xy My v M) =F (X1, « o X)) Ay (X, 2 0 X,) +
+}\2 (0] (xl, .. .,X,,)"" e +}\4m Pm (X],XZ, .. .,X,,),

égaler a zéro ses dérivées partielles par rapport a xy, X, . . ., X,
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0 0 0

_f+}\’] ﬂ 7\’m P 0’

Ox, Ox, Ox,

15/ 0

A I Iy,

0x, 0x, 0x, ©)]

of 0 0

i+k1 P, + A Pm _.

ox, ox, ox,
et déterminer des m + n équations (8) et (9) xi, Xz, . . ., X, et les inconnues
auxiliaires A, . . ., A,,. Tout comme pour une fonction de deux variables, la

question de savoir si aux valeurs trouvées des variables correspond
véritablement un maximum ou un minimum de 14 fonction ou si cette derniére
n'admet pas d'extremum en ce point reste sans réponse dans le cas général.
Cette question sera résolue a 1'aide de considérations particuli¢res découlant de
chaque probléme concret.

Exemple 1. Revenons au probléme considéré au début de ce paragraphe :
trouver le maximum de la fonction
V=Xxyz
si les variables x, y, z sont assujetties a vérifier la relation
xyt+txz+yz—a=0(x>0,y>0,z>0). (10)
Formons la fonction auxiliaire
F,y,N)=xyz+ A (xy+xz+yz-a).

Calculons ses dérivées partielles et égalons-les a zéro: .

yz+AMy+2z)=0

xz+A(x+2)=0 (11)

xy+A(x+y)=0
Le probléme se raméne donc a la résolution du systéme des quatre équations
(10) et (11) a quatre inconnues (x, y, z et A). Pour résoudre ce systéme
d'équations multiplions la premiére équation (11) par x, la deuxiéme par y la
troisiéme par z et ajoutons les expressions ainsi obtenues. En nous servant de
3xyz

a

I'équation (10), nous trouvons A =— . Substituons cette valeur de A dans

I'équation (11), nous avons yz{l - ;—x (y+ z)} =0,
a

xz{1—3—y(x+z)}:0,
2a
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xy[l—s—z(x+y)} =0.
2a

Puisque x, y et z, d'aprés la nature du probléme, sont différents de zéro, on
déduit de ces équations que

3
X r2)=0, Lrrz)=1, Z(xty)=1.
2a 2a 2a
Des deux premiéres équations nous trouvons x = y, de la deuxiéme et de la
troisiéme y = z. Mais alors il vient de I'équation (10) x =y =2z = \/% . Nous

avons ainsi obtenu l'unique systéme de valeurs des variables x, y et z pour
lesquelles la fonction est susceptible d'avoir un maximum ou un minimum.

On peut démontrer que ce point est précisément un point de maximum. Cela
découle également de certaines considérations géométriques (les conditions du
probléme étant telles que le volume de la boite ne peut étre infiniment grand, il
doit étre, par conséquent, maximum pour certaines valeurs des dimensions des
cotés). Le volume de la boite est donc maximum quand elle a la forme d'un

cube d'aréte \/% .

Exemple 2. Déterminer la valeur maximum de la racine n-iéme du produit

des nombres xy,: Xy, . ., X, si la somme de ces nombres est égale a un nombre

donné a. On peut donc poser le probléme de la maniére suivante: on demande

de trouver le maximum de la fonction u =%/x,...x, si les variables xy, . . ., x,

sont assujetties a vérifier la relation
xXi+tx+...+x,-a=0x>0,x>0,...x,>0).(12)

Formons la fonction auxiliaire

F X1y ey Xy A= 8x; o x, A (0 2 oot 2y — a).

Calculons ses dérivées partielles

l x2x3...X,,_ +}L:li+7n=0 ouu=—-nix;

F| =
Toom -l nx
(xl "xn)”
, 1 n
F =——+A=0 ouu=-nix;
Ponx,
1l u
F =——+A=0 ouu=-nhix,
"oonx

11 vient de ces derniéres égalités:
X1=X2=. . .= Xy,
et, en vertu de I'équation(12), nous trouvons
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X1 =Xp...=X,=

SIS

La nature du probléme nous dicte qu'en ce point critique la
. . p . » a
fonctionu =%/x; ...x, présente un maximum égal & —
n

Par conséquent, tout systeme de nombres positifs xj, x5, . . , Xx,, vérifiant la
relation x; +x; + . . . + x, = a, satisfait a I'inégalité

u="%4x..x, <

a . . .
(— étant la plus grande valeur de cette fonction). En remplagant dans 1'inégalité
n

I |

(13) a par son expression tirée de 1'égalité (12), on trouve:
+...+
iy, x, < (14)
n

Cette inégalité a lieu pour tous les nombres positifs xi, x,, . . ., x,. Le premier
membre de 1'inégalité (14) est appelé moyenne géométrique de ces nombres.
Ainsi, la moyenne géométrique d un nombre fini de nombres positifs n'est pas
supérieure a la moyenne arithmétique de ces nombres.

§ 19. Dépendance fonctionnelle obtenue en traitant les
données expérimentales par la méthode des moindres
carrés

Supposons que I'on doive utiliser les résultats de 1'expérience pour etablir la
dépendance fonctionnelle de la grandeur y de la grandeur x:

y=0(x)
Supposons encore que les expériences réalisées nous aient fourni z valeurs de la
fonction y pour les valeurs correspondantes de I'argument. Les résultats obtenus
sont écrits dans la table
X X1 X2 e Xn
y Y1 Y2 e n
On établit la forme de la fonction y = ¢ (x) soit a partir de considérations
théoriques, soit sur la base du caractére de la disposition sur le plan de
coordonnées des points correspondant aux valeurs expérimentales. (Nous
appellerons ces points « points expérimenaux »). Supposons, par exemple, que
les points expérimentaux soient disposés sur le plan de coordonnées comme
l'indique la fig. 188.
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Tenant compte du fait que les résultats de 1'expérience sont entachés
d'erreurs il est naturel de supposer que la fonction cherchée y = ¢ (x) peut étre
recherchée sous forme de la fonction linéaire y = ax + b.
Si les points expérimentaux sont disposés comme l'indique la fig. 189, il est
naturel de rechercher la fonction y = ¢ (x) sous la forme y = axe, etc.
Quand la forme de la fonction y = ¢ (x, a, b, ¢, . . .) est adoptée, il reste a choisir

les valeurs des paramétres a, b, ¢, . . . de sorte que la fonction obtenue décrive
dans un certain sens de la meilleure maniére possible le processus considéré.
y g y
) ! °
[]
T
oo of
/ 1 oo
] I °
] oo
) ]
R A 4
P 2
o2 e p- o p-
Fig. 188 Fig. 189

Une méthode largement répandue de résolution de ce probléme est la méthode
dite des moindres carrés. Elle consiste en ce qui suit. Considérons la somme
des carrés des différences entre les valeurs expérimentales y; et celles de la
fonction @(x, a, b, c, . . .) aux points correspondants

S@b,e,.. =Y [y —o(x,abe. ) . (2)
i=1

Choisissons les paramétres a, b, ¢, . . . de maniére que cette somme ait la plus
petite valeur possible

n
2 .
S(a,b,c,.. .):Z[y,. —¢(x;,a,b,c,..)[F =min.  (3)
i=1
Le probléme se raméne ainsi a trouver les valeurs des paramétres a, b, c, . . .
pour lesquelles la fonction S (a, b, ¢, . . .) admet un minimum.

11 découle du théoreme 1 (§ 17), que ces valeurs a, b, c, . . . vérifient le systéme
d'équations

B, B9 B,

Oa ob oc

ou sous forme détaillée
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S o b, )| PEpGb )
> i - o, )]
i=1 da

z - o0(x;,a,b,c,...)
ZZZI: [yl- (p(x,-,a,b,c,...)]—ab =0, )

Z [yi —(p(xi,a,b,c,...)]—a(P(xi’a’b’c"") =0,
i1 dc

Il y a ici autant d'équations que d'inconnues. En chaque cas concret on étudie le
probléme de l'existence de la solution du systéme d'équations (5) et de
I'existence du minimum de la fonction S (a, b, c, . . .).

Considérons certains cas de détermination de la fonctiony = (x, a, b, c . . .).

I. Soit y = ax + b. La fonction S (a, b) s'écrit alors dans ce cas (cf. expression

@)
S(ab)=) [y —olax, +b)f

i=1
C'est une fonction des deux variables a et b (x; et y; sont des nombres donnés;
cf. table p. 328). Par conséquent, on a

as Z

E = i=1 [yi - o(ax; +b)]xi =0,
aS n

b _22,-:, [v: —o(ax; +5)]=0

autrement dit, le systéme d'équations (5) s'écrit dans ce cas

iyixi —aixi2 —bZn:xi =0,
i=1 i=1 i=1

Zn:yi —aixi —bn.=0

i=1

i=1

(M

Nous avons obtenu un systéme de deux équations linéaires a deux inconnues, @

et b. Il est évident, que ce systéme posséde une solution déterminée et que pour
r . o . *.

les valeurs trouvées de a et b la fonction S (a, b) admet un minimum ).

" On 'établit aussi aisément a l'appui des conditions suffisantes (cf. théoréme 2
§ 17). En effet on a ici
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II. Supposons, que 1'on ait adopté en qualité de fonction d'approximation le
trindme du second degré y = ax® + bx + c.
Dans ce cas 'expression (2) s'écrit

n
2
S(a, b, c)= z [y,. —(ax? +bx; + c)] .®
i=1
C'est une fonction des trois variables a, b, c. Le systéme d'équations (5) devient:

Zn:[yi —(axi2 +bx; +c)]xi2 =0,

i=1

i[)’f ~(ax? +bx; +c)]xl. =0

i=1

i[yi _(axl-2 +bx; +C)]:()

i=1
ou sous forme développée

n n n n
Z:yixi2 —aZx? +bei3 +chi2 =0,
i=1 1 i=1 i=1

i=

n n n n
Zyixi—a2x,3+b2xi2+02x=0, )
i=l i=l i=1 i=1

n n n
Zy,- —ale-z +b2xl— +cn=0
i=1 1 i=1

i=

Nous obtenons un systéme d'équations linéaires pour déterminer les inconnues
a, b, c¢. 11 découle du caractére du probleme, que le systéme posseéde une
solution déterminée et que pour les valeurs obtenues a, b, ¢ la fonction S (a, b,
¢) admet un minimum.

Par conséquent

2 2
0%s 0°S 08 5, - ) oS
- — | —— | =4n ;= 2 X; =4 (Xl»—X*) >0,—>0.
oa® dadb? [aaab ZZI: ; ; ! da’
i<j
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Exemple. Supposons que I'expérience nous ait fourni quatre valeurs de la
fonction cherchée y = ¢ (x) pour les quatre valeurs de I'argument (n = 4), ainsi
que l'indique le tableau
X 1 2 3 5
v 3 4 2,5 0,5

Nous recherchons la fonction y sous forme de la fonction linéaire y = ax + b.
Composons I'expression de S (a, b)

4
Sab)=Y [y —(ax; +b)] .
i=1
Pour composer le systéme (7) servant a déterminer les coefficients a et b
calculons au préalable

4 4

;yi,xi =21, ;xf =39, \y\
ixizll, iyizl(). 7\
i=1 i=1

- Ny
Le systéme (2) s'écrit alors:
)
21-39a-11b =0, PRl
7
10-1la—-4b=0. 1
?
Résolvant ce systéme nous trouvons Nz
Fig. 190
aeth:a=-26/35b=159/35.
La droite recherchée (fig. 190) est
26 159
=——x+—
35 35

§ 20. Points singuliers d'une courbe

On emploie également les dérivées partielles pour I'étude des courbes. Soit
Fix,py)=0

I'équation d'une courbe. La valeur du coefficient angulaire de la tangente a la

courbe est donnée par la formule
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oF
dy__ox
dx oF
E)

(voir § 14 ch. VIII).

. . . . oF F .
Si l'une au moins des dérivées partielles e et (Z— ne s'annule pas au point
X y

. ) d .
donné M (x, y) pris sur la courbe, la quantité d_y ou d_x est alors bien
X y
déterminée. La courbe F (x, y)= 0 a donc en ce point une tangente bien
déterminée. On dit alors que M (x, y) est un point simple de la courbe.

Si au contraire le point M, (x,, y,) est tel que

[G_Fj =0 et oF =0,
8x X=Xo 6y X=X,
y=Yo Y=o

le coefficient angulaire de la tangente est indéterminé.
Définition. On appelle point singulier d'une courbe F (x, y) = 0 le point M,

. . OF  OF
(%0, ¥o), oU les dérivées partielles — et — s'annulent.
Ox oy
I1 résulte de la définition que les points singuliers sont définis par le systéme
d'équations
F F
F=0; 6_ =0; 8_ =0
Ox oy
I1 est évident que toutes les courbes n'ont pas nécessairement des points
singuliers. Par exemple, pour 1'ellipse
2 2
x_2 n y_2 ~1=0
a b
nous avons évidemment
OF 2x OF _2y

2 2
4
a 2 b 2 6x a 2 ay b 2
.., OF OF . . . . .
les dérivées . et 5 ne s'annulent qu'au point x = 0, y = 0, qui n'appartient
X Y

pas a l'ellipse. Par conséquent, 'ellipse n'a pas de points singuliers.
Sans entreprendre une étude détaillée du comportement d'une courbe au
voisinage des points singuliers, nous nous bornerons a considérer quelques
exemples de courbes ayant des points singuliers.
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Exemple 1. Etudier les points singuliers de la courbe
2 2 _
y =x(x-a)=0(a>0).

Solution.Dans le cas donné f'(x, )= y* — x (x — @)’ et par suite

oF oF
—=(x—a)(a—3x); — =2y.
o ) o 2
En résolvant le systéme des trois équations
F (x,y)=0, 6_F=0; 6_F=0,
Oox oy

nous trouvons:
Xo=a,y,=0.

Le point M, (a, 0) est, par conséquent, un point singulier.
Etudions la comportement de la courbe au voisinage du point singulier et
construisons cette courbe. Ecrivons cette équation sous la forme

y=%(x-a)-x.
On voit de cette formule que la courbe : 1) n'est définie que pour x > 0 ; 2) est
symétrique par rapport a l'axe Ox ; 3) coupe l'axe Ox aux points (0, 0) et (a, 0).
Ce dernier point est un point singulier.
Considérons tout d'abord la partie de la courbe correspondant aux valeurs

positives : y= (x—a)\/;.
Calculons les dérivées de y du premier et du deuxiéme ordre par rapport a x
, 3x-a _ , 3x+a

s y - .
2\/; 4x\/;

Pour x = 0, on a y' = . Par conséquent, la courbe est tangente a l'axe Oy a
l'origine des coordonnées. Pour x =3 , on a y'= 0, y"> 0, c'est-a-dire que la
_2a |a

3 V3
Sur le segment 0 <x <a,onay<0;pourx>3,y">0;quandx — o0,y — .
Pour x = a, y' =-1/a, c'est-a-dire la branche de la courbe y =+ (x — a) yx a pour
tangente au point singulier M, (a, 0) la droite

y= Ja (x—a).

La deuxiéme branche de la courbe y = — (x — a)\/; étant symétrique de la
premieére par rapport a l'axe Ox la courbe a, par conséquent, une deuxieme
tangente au point singulier, définié par I'équation

y=-+a (x-a).

. i .. a
fonction y présente un minimum pour x = 3 , y=
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La courbe passe deux fois par le point singulier. Un point présentant une
telle particularité est appelé point double.
La courbe considérée est représentée sur la figure 191.
Exemple 2. Etudier les points singuliers de la courbe (parabole semicubique)

Y+ =0.
Solution. On détermine les coordonnées des points singuliers & partir du
systeme d'équations
Y -x'=0;3x"=0;2y=0.

11 en résulte que le point M, (0, 0) est un point singulier.

Mettons 1'équation considérée sous la forme : y = J_r\/x—3 .

Pour construire cette courbe procédons de la maniére suivante: étudions tout
d'abord la branche de la courbe correspondant aux valeurs positives; la branche
correspondant au signe moins n'exige pas une ¢tude particuliére puisqu'elle est
symétrique de la premiére branche par rapport a 1'axe Ox.

La fonction y n'est définie que pour x > 0, elle est non négative et croit avec x.

Calculons les dérivées premiére et seconde de la fonction y =+x° ;

, 3 , 31
yedifrs el Ll
2 4 Jx
Pour x = 0, on a y = 0, y' = 0. Par conséquent, la branche considérée de la
courbe a pour tangente a 'origine des coordonnées la droite y = 0. La deuxiéme

branche de la courbe y =—/x> passe également par l'origine des coordonnées

¥
yi=z(r-a)?
0 A T
Fig. 191 Fig. 192

et a aussi pour tangente en ce point la droite y = 0. Par conséquent, les deux
branches de la courbe passent par l'origine des coordonnées, y ont une méme
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tangente et sont disposées symétriquement de part et d'autre de cette
tangente. Un point singulier de cette sorte est appelé point de rebroussernent de
premiere espéce (fig. 192).

Remarque. On peut considérer la courbe j* - x* = 0 comme un cas limite de

la courbe »* = x (x — a)* = 0 (considérée dans I'exemple 1), pour a — 0, c'est-a-

dire quand la boucle se contracte jusqu'a étre réduite a un seul point.

Exemple 3. Etudier la courbe (y — x?)* —x* = 0.

Solution.On détermine les points singuliers a partir du systeme d'équations
4x (y-x2)-5x*=0;2 (y-x2)=0.

Ce systéme a une solution unique : x = 0, y = 0. L'origine des coordonnées est,

par conséquent, un point singulier.

Mettons I'équation considérée sous la forme y = x* + \/x—5 .

I1 en résulte que x est susceptible de prendre toutes les valeurs comprises entre
0 et +oo.

Calculons les dérivées premiére et seconde

y’=2xi§\/x_3; y"=2i%\/;.

Etudions séparément les branches de la courbe qui correspondent
respectivement au signe plus et au signe moins du radical. Dans les deux cas,
pour

yh

y-.lzﬂ/.l_'i
|
— H - T
0 1
7% !
Y=T2vT5
Fig. 193

x =0, nous avons y = 0, y' = 0. Par conséquent, l'axe Ox est une tangente pour
les deux branches de la courbe.

Considérons d'abord la branche y = x* + /x> . Quand x croit de 0 & oo, y croit

de 0 a 0. La seconde branche y - xs - 1/x2 coupe 'axe Ox aux points (0, 0) et (1,
0).

La fonction y = x* - /x> présente un maximum pour x = 25 . Pour
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X — +o0, y — -0,
Les deux branches de la courbe passent par 1'origine des coordonnées; elles out
une tangente commune et sont disposées d'un méme coté de la tangente au
voisinage du point de tangence. Un tel point singulier est appelé point de
refiroussement de deuxiéme espéce. Le graphique de la fonction considérée est
représenté sur la figure 193.
Exemple 4. Etudier la courbe y* —x* +x°=0.
Solution. L'origine des coordonnées est un point singulier. Pour étudier la
variation de la courbe au voisinage de ce point singulier mettons I'équation de la

courbe sous la forme : y = +x2y1-x

La courbe est symétrique par rapport aux axes de coordonnées, puffsque dans 1
équation de la courbe n'entrent quo les puissances paires des variables et, par
cnnséquent, il suffit d'étudier la courbe pour les valeurs positives de x et y. Il
vient de cette derniére équation que x varie de 0 a 1, c'est-a-dire 0 <x < 1.
Calculons la dérivée de la branche de la courbe dont 1'équation est

y=+x*yl-x
, x(2-3x2
y —_—( )-

\ll—x2

Pourx=0,0onay=0,y" = 0. La courbe est donc tangente a l'axe Ox a l'origine
des coordonnées.

Ly
yr=z?(z-1)
g
2.4y pbe
yi-zt+xb=0 i 7 ~
-1 0 !z
Fig. 194 Fig. 195

Pourx =1,y =0, y'= o ; par conséquent, au point (1, 0) la tangente a la courhe

. . 2
est paralléle a I'axe Oy. En outre, la fonction admet un maximum pour x = \/;
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(fig. 194). A l'origine (au point singulier) les deux branches de la courbe
sont tangentes. Un point singulier de ce genre est appelé point de tangence.
Exemple 5. Etudier la courbe y* —x*(x—1)=0.
Solution. Les points singuliers sont déterminés a partir du systéme
d'équations

Y=x*(x-1)=0; -3x*+2x=0, 2y=0.

Ce systeme admet pour solution x = 0, y = 0. Le point (0, 0) est, par conséquent,
un point singulier de la courbe. Mettons 1'équation de la courbe sous la forme

y=txvx-1.

Il est évident que x peut prendre tortes les valeurs comprises entre 1 et +oo, ainsi
que la valeur zéro (en ce cas y = 0).
Etudions la branche de la courbe correspondant au signe plus du radical. Quand
x croitde 1 & oo, y croit de 0 & co. 1.a dérivée de y est

, 3x-2

y'= .
2vx—1

Pour x =1, on a y'=co. La tangente a la courbe au point (1, 0) est donc parall¢le
al’axe Oy.

La seconde branche de la courbe (correspondant au signe moins du radical) est
symétrique de la premiére par rapport a I’axe Ox.

Les coordonnées du point (0, 0) vérifient I'équation de la courbe, mais aucun
autre point de son voisinage n'appartient a la courbe (fig. 195). Dans ce cas on
appelle un point singulier de ce genre point isolé de la courbe.

Exercices

Calculer les dérivées partielles des fonctions suivantes:

1. z=x*sin’y. Rép. & =2xsin’y ; a—Z:x2 sin 2y.
Ox Oy

2xy2—l y

2. z:xyz.Rép.%:y ;@:xzﬂylogx.

3 u= exZererz2 Rép 6_1,1 _ 2xex2+y2+z2 a_u _ 2y8x2+y2+z2 a_u
Ox Oy 0z

4. u=\Ix2+y2+zz.Rép.a—u=+.
ox yx +y?+z?

oz y oz X
5. z=arctg (xy).Rép. —=———; —=—"— .
Ox 1+x2y2 oy 1+x2y2
6. z=arctg L .Rép.ﬁz z_y - % _ 2x -
X ox x*+y> O x“+y
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7 z—log\,xz-’_yz -Xx Rép g__ 2 ﬁ_ 2x
,x2+y2+x Ox may ym
X z X X z z
8. u=e’ +e’ . Rép. %:ley : 6_”:_iey _Z .y . a_”:le
ox y oy y? y? oz y
. 1
9. Z=3.1‘CSln(x+y)‘Rép.%=—:%
X fi—(x+y)? ¥
x?—y? ., 0Oz y? oz -y

10. z=arc tg

Rép. —=———— , —=———.
x2+y2 Ox xwlx4—y4 oy \/x4+y4
Calculer les différentielles totales des fonctions suivantes:

11. z=x*+xy* +sin y. Rép. dz = (2x + ) dx + (2xy + cos y) dy.
d
12. 2= Log (1). Rép. dz =+ &
x oy
2, 2 2, 2
13. z=e"" .Rép. dz=2e" """ (xdx+ydy).
14. u=tg(Bx—y)+6".

Rép. du = 23dx +—— ! +6"* log6 |dy+6""" log6 dz .
cos“(Bx—y) cos“(Bx—y)
ydx — xdy

15. w=arcsin . Rép. dw=

y |y|ly2_x2

16. Calculer f7(2, 3) et f,(2, 3), si.f (x, ¥) = x* + *. Rép. £u2, 3)= 4, (2, 3)=
27

» st f(x p)=

17. Calculer df (x, y)pour x = 1, y = 0; dx :%, dy = %

1
\[xz +y2 Rép. 5
Trouver pour les petites valeurs absolues des variables x, y, z une formule
approchée pour les expressions:

18, — Rép 1+ L(x—y-2)..
(1+x)1+2) 2

19 |15 Rep 1+t (x—y-2).
I+y+z 2
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Oz Oz . 2 2 . .
20. Calculer — et — ,siz=u+Vv,u=x"+siny, v=Log (x + y).Rép.
Ox oy
%=2x+2v ! ; 2=cosy+2v .
Ox x+y oy x+y
21. Calculerésiz= “ , U =cosx; v=cosx. Rép. E:;
dx 1+v dx 2 X
2cos” —
2
22. Calculer & et 6_2’ siz=e""®, u=sinx, v=x"+)% Rép. & _ e % (cos
ox Oy Ox
x-6x%); & _ &0 -22))—4ye .
o
Calculer les dérivées totales des fonctions suivantes:
23. z=arcsin(u+v); wu=sinxcoso; v = cos x sin a. Rép. §= 1,
X
i2km-F <xtoa<dn il Eo i sidkntE <xta<@kt)n
2 2 x 2
T
+=.
2

“y- . d .
24, u:%; y=asin x; z= cos x. Rép. d—u=e‘” sin x.

a” +1 X
25. z=Log (1+x*) ; x=+/sin@ ;Z’—g =-21tg0.

Calculer les dérivées des fonctions implicites de x données par les équations

2 2 2
d
26. .x—2+y—2—1=o Rép._y:_b_2£.
a b dx a’y
2 2 2
27 Ll g R DL
a b dx g%y

y=1 _ x 1
28. ' =x". Rép. ;ly:—yxx_l > 08y

X xy —xylogx.

—eV -2
29. sin (xy) —e” 7x2y =0. Rép. ﬂ _7 cos(xy)—e x]'
dx x[x+exy —cos(xy)J
2 2 2 ) 5
30. x_+y_2+z_2:1 ; calculer % et 6—ZRep, %:_g . z:_c ¥y
a b c ox oy Ox a’z
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2

3. u — v tg aw = 0 ; calculer o et w . Rép. ow _ cos” aw .
ou ov ou av
Ow _ sin2aw
ov 2av
32. 27 +£=\/y2 —z* , montrer que x* @ntl@:l
x ox yoy z
z y oz Oz ) )
33, —=F|=|, montrer qu¢e x—+y—=2z, quelle que soit la fonction
x x ox oy
dérivable F.
Calculer les dérivées partielles du second ordre:
342 2 e 07z 0%z %z
34, z=x —4xy+ 5. Rép. —=6x-8y ; = 8x ; -10
ox? Ox0y oy’
a : , 622 x siny
35z = ¢ Log y + sin y Log x. Rép. a—zze log y— =
X X

0%z e cosy 0’z et
—+——; —=—-—-sinylogx.

0x0y - ¥ x o y?

2 2 2
36. Montrer que si u = S S , alors a—?+a—?+a_? =0.
\/xz+yz+z2 ox oy 0z
2.2 2 2
37. Montrer que si z = r ) , alors x£+y 0z = %
xX+y ox? oxdy  Ox
2 2
38. Montrer que si z = Log (x2 +y2), alors 8_22 + 6—22 =0.
ox~ oy
. 2 8%z 0’z
39. Montrer que siz= ¢ (y + ax) + y (y — ax), alors a 6_2_8_2 =0 quelles
y x

que soient les fonctions arbitraires ¢ et y dérivables jusqu'au deuxiéme
ordre.

40. Calculer la dérivée de la fonction z = 3x* — xy + »* au point M (1, 2)
suivant une direction formant un angle de 60° avec l'axe Ox. Rép.

1143
542
2

41. Calculer la dérivée de la fonction z =5x* — 3x —y — 1 au point M (2, 1)
suivant la direction de la droite joignant ce point au point N (5, 5). Rép. 9.,4.

342
42. Calculer la dérivée de la fonction f'(x, y) suivant les directions : 1) de la
bissectrice de l'angle des coordonnées Oxy. Rép. L z+g ; 2) de
2 \lox oy
l'axe des x négatifs. Rép. —Zl. .
X

. 2 4 .
43. f(x,y)=x>+ 3x* + 4xy + y°. Montrer qu'au point M [g — 3] la dérivée est

égale a zéro suivant n'importe quelle direction (u fonction stationnaire »).
44. Déterminer parmi les triangles ayant un méme périmetre 2p celui dont la
surface est la plus grande. Rép. Le triangle équilatéral.
45. Trouver parmi les parallélépipedes rectangles d'aire donnée S celui dont le

volume est le plus grand. Rép. Le cube d'aréte \/% .

46. Calculer la distance entre les deux droites de l'espace d'équations
x-1 'y z x 'y Z Ré \/E

—_— ===, —="==— B —

1 2 171 1 1 T2
Etudier le maximum et le minimum des fonctions:

47. z=x*2 (a—x —y). Rép. z est maximum pour x = % Y= % .

11 .. 1
48. z=x"+xy+)* + —+— .Rép. z est minimum pourx =y = —
Xy

B

49. z:sinx+siny+sin(x+y)(0£x£g;OSySg.Rép.zestmaxinmum
.
pourx—y—g.
50. z=sinxsinysin (x +y) (0 <x <1 ; 0 <y < 7). Rép. z est maximumpour x
_m
,y,g

Trouver les points singuliers des courbes suivantes, étudier la nature de ces
points singuliers et former 1'équation des tangentes en ces points
51. x° + )% - 3axy = 0. Rép. M, (0, 0) est un point multiple ; équations des

tangentes : x =0,y =0.
52. a*y* =x* (a® - x?). Rép. L'origine est un point de tangence. Tangente double

¥'=0

3
2 X

53. y 70

Rep. M, (0, 0) est un point de rebroussement de premicre
X

espéce ; 1* = 0 est 'équation de la tangente.
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54. 1% - x* (9 - xP). Rép. M, (0, 0) est un point multiple ; équations des
tangentes: y = =+ 3x.

55. x4 - 2ax’y - axy® + a*x* = 0. Rép. M, (0, 0) est un point de rebroussement de
deuxiéme espéce, y~ = 0 est I'équation de la tangente double.

56. Y2 (a® +xP) =x2 (a* - x*). Rép. M, (0, 0) est un point multiple; équations des
tangentes: y = £ x.

57. b’ x* + a’y* = x"". Rép. M, (0, 0) est un point isolé.

58. Montrer que l'origine des coordonnées est un point terminal pour la courbe
y=xLogx et qu’en ce point I'axe Oy est tangent a la courbe.

59. Montrer que l'origine des coordonnées est un point multiple de la courbe

X . N . X
y=—"- Les tangentes en ce point sont: a droite y = 0, a gauche y = x.

1+e*
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Chapitre IX APPLICATIONS DU CALCUL
DIFFERENTIEL A LA GEOMETRIE DE L'ESPACE

§ 1. Equation d'une courbe dans I'espace

Considérons le vecteur OA= r joignant 1'origine des coordonnées a un point
variable 4 (x, y, z) (fig. 196). Ce vecteur est appelé rayon vecteur.
Exprimons ce vecteur a I'aide de ses projections sur les axes de coordonnées:

r=xi+yj+zk. (1)

Az yz)
Supposons que les projections du vecteur » sont
fonctions d'un certain parameétre ¢

x=¢(1),
y=vy@,. 1
z=y(1).

La formule (1) peut étre alors mise sous la forme
r=o ity @j+ 30k

r=r(0). (1"

Quand ¢ varie, les coordonnées x, y, z varient et le point 4, extrémité du rayon
vecteur r, décrit dans 1'espace une certaine courbe que 1'on appelle hodographe
du vecteur r = r (). Les équations (4') et (1") sont appelées équations
vectorielles d'une courbe dans I'espace ou courbe gauche. Les équations
(2) sont appelées équations paramétriques d'une courbe gauche. A chaque
valeur de 7, ces équations font correspondre des valeurs bien déterminées des
coordonnées x, y, z d'un certain point de la courbe.

Fig. 196 ou

Remarque. On peut également définir une courbe gauche comme étant le
lieu géométrique des points d'intersection de deux surfaces. La courbe peut
donc étre définie par les deux équations de ces surfaces

zl(xaynz) :_Oa} (3)
z(x,y,z) =0.

Par exemple, les équations
X +y? F=4z=1
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sont les équations d'un cercle dans l'espace, ce cercle étant défini comme
l'intersection d'une sphére et d'un plan (fig. 197).

Une courbe gauche peut donc étre exprimée soit par les équations
paramétriques (2), soit par les deux équations des surfaces (3).

On passe des courbes paramétriques aux courbes exprimées par l'intersection de
deux surfaces en éliminant le paramétre ¢ des équations (2);

2V Tt

X

Fig. 197
on obtient alors deux équations reliant x, y et z. Inversement, si 1'on pose x = @
(¢) (ou @ (¢) est une fonction arbitraire) et si I'on exprime y et z en fonction de  a
partir des équations
Q[ (1),y,2]=0,D[ ¢ (1), 1,2]=0,
on effectue le passage des courbes exprimées par l'intersection de surfaces aux
courbes définies paramétriquement.

Exemple 1.Soientx=4t—1,y=3t,z=1t+2

les équations paramétriques d'une droite. En éliminant le paramétre t, nous en
déduisons les équations de deux plans. Par exemple, en retranchant
successivement de la premiére équation la deuxiéme et la troisiéme, ona x - y -
z = -3. En retranchant de la premicre la troisiéme, multipliée préalablement par
quatre, on a x — 4z = —9. La droite donnée est donc la courbe définie par
l'intersection des deux plans

x—y—z+3=0etx—4z+9=0.

Exemple 2. Considérons un cylindre droit de révolution de rayon a, dont
l'axe coincide avec 1'axe Oz (fig. 198). Enroulons autour du cylindre un triangle
rectangle flexible C;4C, de sorte que le sommet A du triangle coincide avec le
point de rencontre de la génératrice du cylindre et de 1'axe Ox, et que le coté AC,
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s'enroule sur la section de ce cylindre située dans le plan Oxy.
L'hypothénuse détermine alors sur le cylindre une courbe appelée hélice.
Désignons par x, y, z les coordonnées d'un point variable M de 1'hélice et par ¢
I'angle AOP (voir fig. 198). Alors
x=acost,y=asint,z=PM = AP tg4,
ou 0 désigne l'angle aigu du triangle C;4C. Remarquons que AP = at, car AP

est l'arc de circonférence de rayon a correspondant a I'angle au centre ¢.

z
/"‘I
|
¢ |
M f ;
— 8., .
Th P A= \
,I‘.“
¥
Fig. 198

En désignant tg 6 par m, on trouve les équations paramétriques de I'hélice
xX=acost, y=asint, z=amt
(ou ¢ est le parametre), ou sous forme vectorielle
r=iacost+ jasin t + kamt.

On ¢élimine le paramétre ¢ des équations paramétriques de 1'hélice; en élevant les
deux premieres équations au carré et en les ajoutant on trouve X+ =d> Clest
précisément l'équation du cylindre sur lequel est tracée I'hélice. Ensuite, en
divisant terme a terme la deuxiéme équation par la premiére et en remplagant
dans la relation obtenue ¢ par son expression tiré de la troisiéme équation, on
trouve 1'équation d'une autre surface sur laquelle est tracée 'hélice:

X z

—=tg—.

y am
Elle est appelée hélicoide a plan directeur. On peut la considérer comme
engendrée par une demi-droite parallele au plan Oxy d'extrémité située sur l'axe
Oz lorsque cette demidroite tourne avec une vitesse angulaire constante autour
de l'axe Oz et qu'elle se déplace vers le haut avec une vitesse constante, de sorte
que son extrémité reste constamment sur l'axe Oz. L'hélice est définie par
l'intersection du cylindre et de la surface hélicoidale. C'est pourquoi, on peut la
définir par les deux équations

X z
2 X g E

am

x2+y2=a
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§ 2. Limite et dérivée d'une fonetion vectorielle d'une
variable scalaire indépendante. Equation de la tangente
a une courbe. Equation du plan normal

Revenons aux formules (1') et (1 ") du précédent paragraphe

r=o@)i+ty@j+ x()k ou r=r().

En général, quand ¢ varie, la grandeur et la direction du vecteur r varient
également. On dit alors que r est une fonction vectorielle de la variable scalaire

riel) ;K
N

Fig. 199 Fig. 200

indépendante 7. Supposons que
limo(t)=¢,, limy@)=vy,, limy@#) =y,
1>ty t—t,

-1,

On dit alors que le vecteur r, = @, () i + Wy, () j+ %o (¢) k est la limite du
vecteur r = r (¢) et on écrit (fig. 199)

lim r(t) =r,
1>ty

11 en résulte les égalités évidentes:

tim| () =1y | = lim o)) =0  +fw —wo P+ 01, F =0

et
lim| r(t) | :| r |
t—>t,

Passons maintenant a la notion de dérivée d'une fonction vectorielle d'une
variable scalaire indépendante

r=o @ity @®j+ w0k (M
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en supposant que l'origine du vecteur r (f) coincide avec l'origine des
coordonnées. Nous savons que 1'équation (1) est 1'équation vectorielle d'une
courbe gauche.

Choisissons une valeur de ¢ qui correspond a un point déterminé M de la courbe
et donnons a t un accroissement Af ; nous avons alors le vecteur

r+Aty=Q (@ +A) I+ (t+ADJ+ x(t +A) k,

qui détermine sur la courbe un point M, (fig. 200). Calculons I'accroissement du
vecteur

Ar=r(t+A)-r@O=[e(t+A) -0 ]i+t [y (E+A)-y@®]j+
[x(+ A1) -y (D)]k.

Cet accroissement est représenté sur la figure 200 par le vecteur MM 1 = Ar (¢),
L — S o Ar(t
ou OM =r (t)) OM1 = r (t + Af). Considérons le rapport % de
t
l'accroissement de la fonction vectorielle a l'accroissement de la variable
scalaire indépendante ; c'est évidemment un vecteur colinéaire au vecteur Ar ()

. . i . 1
puisqu'on l'obtient en multipliant Ar () par le facteur scalaire e Nous

pouvons mettre ce vecteur sous la forme:
Ar(t) _ ot+AN (1) . W(E+AD—y() j+ wE+AD)—x(0) |
At At At At
Si les dérivées des fonctions ¢ (¢), v (¢), x (¢) existent pour la valeur choisie de
t, les coefficients de Z, j, k tendront respectivement vers ¢' (£), y' (¢), ' (¢£) quand
At — 0.

B . .. Ar . .
Par conséquent, dans ce cas la limite A existe quand Ar — 0 et est égale au
t

vecteur @' (N ity O j+ty )k
Ar
lim —=0' )ity @Oj+yxy Ok
lm =9 @ity @j+x (O
On appelle le vecteur défini par cette dernicre égalité la dérivée du vecteur r (t)
par rapport a la variable scalaire . On désigne la dérivée par le symbole g ou
t

r'.

Ainsi,
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dr ’ 1 s 1 - '
Z:r:@(t)tﬂv(t)ﬁx(t)k@)

ou
ﬂ:ﬂnd—yﬁfk 2%
dt dr dt”  dr

L d
Voyons quelle est la direction du vecteur ?: .

Quand At — 0, le point M; tend vers le point M; la direction de la sécante MM,
coincide a la limite avec celle de la tangente. Par conséquent, le vecteur dérivée

dr D R .
7 est orienté suivant la tangente a la courbe au point M. La longueur du
t

dr .
vecteur = est donnée par la formule )
t

dr

D=l @P +lvoF +boP
Les résultats obtenus permettent d'écrire aisément 1'équation de la tangente a la
courbe r = xi + yj + zk au point M (x, y, z) ; il suffit de se rappeler que x = ¢ (¢),
y=v 0,z 1)
L'équation de la droite passant par le point M (x, y, z)est
X-x Y-y Z-z

m on p

ou X, Y, Z sont les coordonnées du point variable de la droite et m, n, p des
quantités proportionnelles aux cosinus directeurs de cette droite (c'est-a-dire aux
projections du vecteur unitaire de la droite).
D'autre part, nous avons établi que le vecteur
dr dx, dy ., dz
—=—i+—j+—
dt dt dt dt
est orienté suivant la tangente. C'est pourquoi les projections de ce vecteur sont
des nombres proportionnels aux cosinus directeurs de la tangente et, par
conséquent, aux nombres m, n, p. L'équation de la tangente sera donc
Xd x_ Y-y _ Z—z 3)
x dy dz
dt dt dt

k

Exemple 1. Ecrire I'équation de la tangente a 'hélice

* . 1.y , dr
Nous supposerons qu'aux points considérésdré [?} #0
t
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X=acost,y=asint,z=amt
pour ¢ quelconque et pour ¢ = %
Solution.
dx . dy dz
— =-qasint, — =acost, —=am.
dt dt dt
Nous avons, d'apres la formule (4)
X —acost Y-asint Z-amt

—asint acost am

A b
En particulier, nous trouvons pour ¢ = Z

x- 2 Y—“‘E Z—amZ
2 _ 2 _ 4

_(1\/5 a\/E am
2 2

De méme que pour une courbe plane, on appelle normale a une courbe gauche
en un point donné la droite perpendiculaire a la tangente et passant par le point
de tangence. Il existe, évidemment, une infinit¢é de normales en chaque point
d'une courbe gauche. Toutes ces normales sont situées dans le plan
perpendiculaire a la tangente a la courbe. On appelle ce plan plan normal.

Nous déduisons 1'équation du plan normal en partant (le sa définition en tant
que plan perpendiculaire a la tangente (4)

E e+ Py E 2o
Xm0 (T =0+ (Z-2)=0 ()

Exemple 2. Former l'équation du plan normal a I'liélice au point.

N T \
correspondant a la valeur ¢ = 1 du paramétre.

Solution.En utilisant les résultats de I'exemple 1 et la formule (5),

o —(X—¥]+(Y—¥]+mﬁ[2—amgj=0

—X+Y+m\/EZ:am2%x/E.

Etablissons maintenant I'équation de la tangente et du plan normal & une courbe
gauche, dans le cas d'une courbe exprimée par les equations
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(Dl (xays Z):Oa CI)Q (xaya Z):O' (6)

Exprimons les coordonnées x, y, z de cette courbe en fonction d'un paramétre
arbitraire t

x=¢ ), y=w(),z=x0. @)

Nous supposerons que ¢ (¢), y (¢), x, (¢) sont des fonctions dérivables de ¢.
En substituant dans 1'équation (6) les expressions de x, y, z en fonction de ¢ pour
les points de la courbe, nous trouvons deux identités en ¢:

@, [¢ (), v (1), x (0] =0, (3a)
@, [¢ (1), v (1), x (D] = 0. (8b)

En dérivant les identités (8a) et (8b) par rapport a ¢, nous trouvons:
oD
il & @ + & d_y + & ﬁ =0
Ox dt oy dt 0z dt
oD
2 dx 00, dy 00, dz_
Ox dt Oy dt 0z dt
II vient de ces equations que
dx 0P 0P, 0Py 0@, gy 0D, 6P, 0D, oD,
dr _ O 0z 0z Oy dt_ & ax  ox oz .
dz 0D, 00, 0d, 00, ’ dz 00, 00, 00, 0D, ’
dt ox Oy oy ox dt ox Oy oy Ox
Nous avons suppose ici que l'expression
ob, 00, 0D, 0P,
ox Oy oy Ox
mais on peut démontrer que les formules définitives (11) et (12) (voir plus bas)
sont également valables dans le cas ou cette expression est égale a zero, et que
1'un au moins des determinants figurant dans ces formules est different de zero.
11 vient de 1'égalité (10)
dx & d
dt dt dt

®

(10)

#0,

oy oz 0z Oy 0z Ox Ox Oz ox Oy oy Ox
Par conséquent, nous pouvons, en vertu de la formule (4), mettre 1'équation de
la tangente sous la forme
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X—-x _ Y-y B Z-z
ob, 00, oD, 0D, oD, 0D, oD, 0D, oD, 0D, D, 0D,
oy Oz 0z Oy 0z Ox ox Oz ox oy dy Ox

ou, en nous servant des déterminants,

X—x _ Y-y _ Z-z an
oD, 0D, oD, 00, oD, 00,
oy Oz oz ox 87)6?
oD, 0b,| (0P, 0P,| |od, oD,
oy oz 0z Ox ox Oy
L'équation du plan normal est alors
0D, 0P, oD, 00, 0P, 0P,
S Il T 2 Tl PR B (12)
ov, 0P, ov, 0P, oD, 0D,
?? 0z Ox Fé‘_y

Ces formules sont valables quand 1'un au moins des déterminants est différent
de zéro. Si en un point de la courbe les trois déterminants

o, 00, | o0, oo, | |00, 20,
oy 0z oz ox ox 0y

oD, 0D, |oD, 0D, |oD, 0D,
v oz | oz ol | oy

s'annulent simultanément, le point considéré est appelé point singulier de la
courbe gauche. La courbe peut ne pas avoir de tangente en ce point, de méme
qu'aux points singuliers d'une courbe plane (voir § 20, ch. VIII).

Exemp le 3. Trouver I'équation de la tangente et du plan normal a la courbe
définie par l'intersection de la sphére x* + y* + 22 = 417 et du cylindre x* + y* =

2ry au point M (r, r, r,+/2 ) (fig. 201).

Solution. @) (x.y,2) =X+ )7+ 2 =4,
O, (x,y,z):x2+y2:27y
D D
a_lzzx» Gl L=2y, L_»)
Ox oy oz
od oD oD
==, 2=2y-2r, —2=0
Ox oy 0z
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==

s LT R

Fig. 201

Les valeurs des dérivées au point M sont respectivement

oo oD oD
—L=2 —L=2 L= Zrﬁ

Ox Oy oz

oD oD o

2 =2, —2=0, 2=0.
Ox Oy oz

L'équation de la tangente est
X—r_Y—r_Z—r\/E
0o J2 -1
L'équation du plan normal est

N2(Y=r)=(Z-rd2)=00u2Y-2Z=0

§ 3. Régles de dérivation des vecteurs (fonctions
vectorielles)

Nous avons défini la dérivée du vecteur par la relation
r=e@ity@®j+x@®k (M
par la relation
roO=¢' @ity @jty Ok ()

Il résulte immédiatement de cette définition que les principales régles de
dérivation des fonctions sont valables également pour les vecteurs. Nous
établirons ici les formules de dérivation de la somme et du produit scalaire de
vecteurs, et nous nous bornerons a énoncer les autres formules en laissant au
lecteur le soin de les démontrer.
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1. La dérivée de la somme de vecteurs est égale a la somme des dérivées de
ces vecteurs.
En effet, étant donnés deux vecteurs

1 () =@ i +y, () +x,(Dk, } 3)
1 (O) =@y (i+y, () +12(Ok
leur somme est égale a
n@O+n@O=le@O+e()]i+[yi@O)+vy201j+ [0 @)+ x2 D]k

Par définition, la dérivée du vecteur variable est

M — or )+ 02 OF + w1 )+ 02 O+ [ (0 + 2 Ok

ou

d
W [ (D + 2 (O + 1w (0 + v O+ s )+ 12 (0] k=

[ 1 @i+ v @jx s )k F[Q2@Oi+ 2 (Ojx 2 () k] =1 +1;

Par conséquent,
d[rl(t)+r2(t)] :ﬂ_,’_di (I)
dt dt dt

L. La dérivée du produit scalaire de deux vecteurs est donnée par
la formule
d(n, d d
—(rl ) :ir2 +r i. (I
dt dt dt

En effet, si les vecteurs r (7) et r, (¢) sont définis par les formules
(3), leur produit scalaire est égal a

rL (&) 2 ()= Q102 T Wiya + xix2
C'est pourquoi

d(r,ry)
dt
@1@2+ W1y + X1 %2) H(@ @2 Ty YTy 2=

=Q QT Yy Ty W e T X 2T

@ity jry k) (@it yajtyk)+

. . , . , . , dr dr
@i+ j+y k) (@ i+ yaj+y k)= d—tlrz +r1d—t2

Le théoréme est démontré.
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Nous déduisons de la formule (II) un corollaire d'une grande importance.
Corollaire. La dérivée du vecteur unitaire e (c'est-a-dire tel que | e | = 1)
est perpendiculaire a ce vecteur.
Démonstration. Sia estun vecteur unitaire, alors

ee=1.

Dérivons les deux membres de cette égalité par rapport a ¢

de de
e—+—e=0
dt dt
ou
2e de =0
dt
Donc, le produit scalaire
e ﬁ =0
dt

P de L
cela signifie justement que le vecteur 7 est perpendiculaire au vecteur e.
t

1. Si f(f) est une fonction scalaire et r (t) une fonction vecterielle, alors la
dérivée du produit f (f) - r (f) est donnée par la formule

dif) _df | dr
dt _dtHfdt’ {m

Démonstration. Sile vecteur r (¢) est déterminé par la formule (1) alors

JOr@O=rOe@i+fOv®Oj+fOr @k

Nous obtenons d'aprés la formule (2)

M:(£@+f@Ji+(dfw+fd_ij+[df *fdxj":

dt dt dt dt dt dt x dt
ar . . dp ., dy ., dy df dr
- +tyj+ryk)+ fl —i+— j+—=k|=——r+f—.
dt @ity j+yk) f( dt ! dt dt dt r+f dt

IV. On peut sortir un facteur numérique constant de sous le signe de la dérivée
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da-r(t) _ dr _
= =a = ar'(t). Iv)

. d
Cela découle de 11, si f'(f) = a = const. Par conséquent, 7{ =0.

V. La dérivée du produit vectoriel des vecteurs ry (¢) et r, (f) est déterminée par
la formule
d(r xr dr dr
dnxn) _dn o2
dt dt dt

Elle se démontre comme la formule (IT).

§ 4. Dérivées premiére et seconde d'un vecteur par
rapport a la longueur de I'arc. Courbure de la courbe.
Normale principale. Vitesse et accélération du point
dans un mouvement curviligne

La longueur de l'arc *) d'une courbe gauche M 04 = s est définie de la méme

maniere que pour une courbe plane (fig. 202). La longueur de 1'arc s varie quand
le point variable 4 (x, y, z) se déplace le long de la courbe ; inversement, quand
s varie, les coordonnées x, y, z du point
variable 4 de la courbe varient.

Par conséquent, on peut considérer les
coordonnées x, y, z du point variable 4 de la
courbe comme des fonctions de la longueur
de l'arc s

x=0 (), y=v(s),z=x ()

z

~

Dans ces équations paramétriques le
paramétre est la longueur de l'arc s.

Le vecteur OA = r s'exprime de la maniére
4 suivante
f 5

F=Q )ity (s)jtys)k
Fig. 202

ou
r=r(s)

* Voir définition de la longueur de 'arc d'une courbe plane § 1, ch. VI et § 3, ch.
XII.
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c'est-a-dire le vecteur r est une fonction de la longueur de 1'arc s. Elucidons
la signification géométrique de la dérivée Z—: .
11 découle de la figure 202 les égalités
MoA =5, AB = As, MoB = s + As,
O4=r(s),OB=r(s+As),
AB=Ar=r (s + As) —r(s),
Ar AB
As 4B’
dr . Ar .
Nous avons vu, au § 2, que le vecteur — = lim — est dirigé suivant la
t  As—>0 As
tangente a la courbe au point 4 dans le sens des s croissants. D'autre part, nous

avons l'égalité lim

=1 (la limite du rapport de la longueur de la corde a la

longueur de l'arc soustendu ). Par conséquent ,s est un vecteur unitaire
dirigé suivant la tangente. Désignons-le par c:
dr
ds
Si le vecteur r est donné par ses projections
r=xi+yj+zk, (2)

o .

alors

ou

DRERCR

2

o . e dor . .
Considérons, ensuite, la dérivée seconde — de la fonction vectorielle r,
ds

Nt e dr . . g
c'est-a-dire la dérivée de 5 et donnons la signification géométrique de cette
s

dérivée seconde.

" Nous avons démontré cette égalité pour les courbes planes au § 1, ch. VI. Elle
est également vraie pour les courbes gauches r (f) = ¢ ()i + y (¢)j+ y (1)k si les
dérivées des fonctions ¢ (), y (f) et x (¢) sont continues et ne s'annulent pas
simultanément.
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11 vient de la formule (2) que
d’r _d[dr]_do
ds? ds|ds ds

. A
Par conséquent, nous devons calculer lim —.
As—0

D'aprés la figure 203, AB = As, AL = o, BK =6+ Ac . Menons du point B le
vecteur B_L1 = . Il vient du triangle BKL,:

BK = BL,+L.K,
ou c+Aoc=0+ Ll_K

Par conséquent, L,K = Ao. Puisque la longueur du vecteur o est constante,
|o|=]c+Ac];

il en résulte que le triangle BKL, est isocele. L'angle Ap au sommet de ce

triangle est l'angle de rotation de la

tangente a la courbe quand on passe du

point 4 au point B. Il correspond donc a

l'accroissement de la longueur ds de l'arc

As. 1l vient du triangle BKL;:

Ao

LK=|Ac|=2 0] sinT‘.

sinﬂ =2
2

(car|o|=1).
Divisons les deux membres de cette égalité
par As

sin& sin&
Ao, 2 |_ 2 ||Ae
As As Ap || As |
2

Fig. 203
Passons a la limite dans les deux membres de cette égalité, en faisant tendre As
vers zéro. A gauche, nous trouvons

. | Ao do
lim|—|= | —
As—0| As ds
De plus,
JAY
sm—q)
lim|—2|= 1,
As—>0) ﬂ
2
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. s .. . Ao
puisque nous considérons des courbes pour lesquelles la limite lim —
As—0 As
existe et que, par conséquent, A¢ — 0 quand As — 0.
Ainsi, nous avons, apres le passage a la limite,
do A
= N 4)
ds As
On appelle courbure moyenne de 1'arc AB de la courbe considérée le rapport de
l'angle de rotation A de la tangente, quand on passe du point 4 au point B, a la
valeur absolue de la longueur As de 1'arc 4B

= lim

As—0|

courbure moyenne =

A
As
La limite de la courbure moyenne quand As — 0 est appelée courbure de la
courbe au point 4 et désignée par la lettre K

¢

Mais alors il vient de 1'égalité (4) que =K , c'est-a-dire la longueur de la

dérivée par rapport a la longueur de I'arc du vecteur unitaire *) de la tangente est
égale a la courbure de la courbe en ce point. Le vecteur a étant un vecteur
unitaire, la dérivée ds lui est perpendiculaire (voir § 3, ch. IX, corollaire).

. do S Lo
Ainsi, le vecteur A est dirigé suivant la perpendiculaire au vecteur de la
s

tangente, sa longueur est égale a la courbure en ce point.
Définition. On appelle normale principale a la courbe, en un point donné,

. . do L.
une droite coincidant avec le support du vecteur = On désigne par n le
s

vecteur unitaire de cette direction.

d
La longueur du vecteur d—a est égale a la courbure K de la courbe, par
s

conséquent,

* JoR r
Rappelons que la dérivée d'un vecteur est encore un vecteur, de sorte
qu'il y a lieu de considérer lalongueur de cette dérivée.
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o1 . :
La quantité Va est appelée rayon de courbure de cette courbe au point

donné, et on la désigne par R, c'est-a-dire ra = R, on peut donc écrire :

dzr_do'_n

= =— (5
dsz ds R ( )

11 vient de cette formule :

Mais

Par conséquent,

2 2 2
1 d’x d*y d*z ,
==z o2 =] - ©)
R ds ds ds

La formule (6") permet de calculer la courbure en un point quelconque d'une
courbe donnée par ses équations paramétriques, dont le paramétre est la
longueur de l'arc s (c'est-a-dire quand le rayon vecteur du point variable de cette
courbe est une fonction de la longueur de I'arc).

Considérons le cas ou le rayon vecteur r est fonction d'un paramétre quelconque
t

r=r(f).
Dans ce cas, nous considérerons s comme une fonction du paramétre ¢. Le
calcul de la courbure est alors effectué¢ de la maniére suivante :

dr dr ds
T_ITB 9
dt ds dt
Comme
ﬂ = 1 *.
ds )
alors
* , e, r . |Al" | .
Cette égalité résulte de ce que |—|= lim — . Mais Ar est la corde sons-
ds| As—0 |AS|

. A
tendant 'arc de longueur As. C'est pourquoi Er tend vers 1, quand As — 0.
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drY’ _(ds : )
dt dt
Dérivons les deux membres de cette égalité et simplifions par 2,

nous avons :

dt q>  dt ar® ©
11 vient de la formule (7):
dr _dr 1
& ads
dt
Dérivons par rapport a s les deux membres de cette égalité
d?s

ds®  di? (dsjz dt dsj“
dt di

. . , d*r
en substituant I'expression trouvée pour — dans la formule (6), nous avons:
ds

d’r _d’r 1 dr g

2
s
L _|d* 1 dr g

R df_2 ds)* At (gs)’
dt dt
2 2
dr)(ds\ _,dPrdrdsd’s (dr)(d’s
dr? ) \dt dr? di dt g* \dt) \ dr?
dt
2

. . s s . .
Exprimons maintenant - et —- 4 partir des formules (8) et (9) en fonction
t dt

des dérivées de r (t), nous avons )

* r . ERY .
Nous transformons le dénominateur de la maniére suivante

BRBIR Gl
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2 2
&’ m d’r dr
1 ar? | \ dt dr? dt

FEi " . . (10)
r
()

La formule (10) peut étre mise sous la forme )

2
dr d°r
ar ar

1 dt  gr?

K%Fz? (11)
r
7]

Nous avons donc établi une formule permettant le calcul de la courbure en tout
point d'une courbe donnée par des équations paramétriques de paramétre
quelconque.

Si, en particulier, la courbe est plane et est située dans le plan Oxy, elle a pour
équations paramétriques

x=¢(t), y=wy(t), z=0.

En substituant ces expressions de x, y, z dans la formule (11), nous retrouvons la
formule exprimant la courbure d'une courbe plane, donnée par des équations
paramétriques, que nous avions précédemment établie (cf. ch. VI)

_le'@v" @ - v'©)e" ()

fo'F <ol

Exemple . Calculer la courbure de 1'hélice

K

r=iacost jasint+ kamt,

6 2
. dr dr L. , .
Nous ne pouvons pas écrire 7 , car 7 désigne le carré scalaire
t t

2
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du vecteurﬂ et dr désigne le cube du nombre dr .L'expression
dt dt dt

6
dr .

— | n'apas de sens.
(dt)

™ Nous avons utilisé l'identité a*b” - (ab)* = (a x b)* que 'on vérifie aisément
en la mettant sous la forme: a*b” - (ab cos ¢)* = (ab sin @)~

2
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en un point quelconque.
2
Solution: — =-iasint+jacost+ kam, ——— =-iacost—jasint,
dt dt?
i J k
dr d°r . .2 . 2 2
7>< 3 =|—-asint acost am|=ia"msint— ja"mcost+ka”,
tdt .
—acost —asint 0
dr ar)
r r
—x—| =a*(m? +1),
dt  dr?

2

dr .

(d_) =a’sin® t+a® cos® t+a’m? :a2(1+m2) .
t

Par conséquent,
1 a*m”+1) 1
R’ [az(lemz]3 a’(l+m?)*

d'ou

R =a (1+ m*) = const.
Nous concluons donc que le rayon de courbure de 1'hélice est constant.
Remarque. On peut toujours supposer qu'une courbe plane est située dans le
plan Oxy. (11 suffit d'effectuer un changement d'axes de coordonnées). Dans le

2

plan Oxy, z =0 ; mais alors = 0

ds?
et, par conséquent, le vecteur n est également situé dans le plan Oxy. Une
conclusion s'impose donc : la normale principale a une courbe plane est située
dans le plan de la courbe.

Vitesse d'un point en mouvement curviligne. Supposons
qu'a l'instant ¢ du temps le point mobile se trouve au point M déterminé par le

rayon vecteur OM = r () (cf. fig. 200), et qu'a l'instant ¢ + A¢ au point M,
déterminé par le rayon vecteur OM 1 = r (¢ + Af). Le vecteur MM 1 est alors
appelé vecteur du déplacement du point. Le rapport du vecteur du déplacement
MM al'accroissement correspondant du temps Af est appelé vitesse moyenne
du point au cours de ce laps de temps

MM, Ar ——
moy =———=—=MN .

At At

Le vecteur de la vitesse moyenne est également dirigé suivant la corde MM, (cf.
fig. 200, p. 345) dans le sens du mouvement du point (lors d'un mouvement
rectiligne il est orienté suivant la trajectoire elle méme).

\%
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La vitesse du point & un instant donné est définie ainsi

v=lim (v, )= lim 20 29"
T a0 MY T NS0 A dt
autrement dit
dr
v=— (12
” (12)

On peut dire ainsi que la vitesse du point a un instant donné est la dérivée
premiéere du rayon vecteur du point par rapport au temps.

I1 découle de la formule (2") § 2 que les projections de la vitesse sur les axes de
coordonnées seront

b, d

V,=—, V,=—, Vv,
A dt
Le module de la vitesse est déterminé d'apres la formule (3) § 2

2 2 2
&85 o
dt dt dt

Si l'on introduit la longueur de l'arc s, comme nous l'avons fait au début de ce
paragraphe, et si nous considérons la longueur de I'arc s comme une fonction du
temps ¢, alors la formule (12) peut s'écrire ainsi
dr dr ds
V=—=——=¢V
dt ds dt

(14

N ds . .. .,
ou v :d— est la valeur absolue de la vitesse, o le vecteur unitaire, orienté
t

suivant la tangente dans le sens du mouvement.

Accélération du point en mouvement curviligne. De
méme que nous l'avons défini au § 25 du ch. III, on appelle accélération w du
point en mouvement curviligne la dérivée du vecteur vitesse par rapport au
temps

dv
w=—". 15
= (15)
dr )
Or v=—, par conséquent
dt
2
W= d—; . (16)
dt

Si nous nous basons sur la formule (14) nous obtenons:
= ﬂ _ d(v-o) .
dt dt
Calculant cette derniere dérivée d'apres la formule (II1) § 3, nous obtenons
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w= L c+v do a7
dt dt
Transformons la dérivée da en utilisant les formules (7) et (5)
do_dods_n
dt ds dt R
Portant dans I'égalité (17) nous obtenons en définitive
w2 2 (18)
dt R

Ici o désigne le vecteur unitaire orienté suivant la tangente dans le sens du
mouvement, n le vecteur unitaire orienté suivant la normale principale.
La formule (18) peut étre énoncée ainsi.

La projection de l'accélération du point sur la tangente est égale a la dérivée
premiere de la valeur absolue de la vitesse, et la projection de l'accélération
sur la normale principale est égale au carré de la vitesse, divisé par le rayon de
courbure de la trajectoire au point considéré.

Comme les vecteurs o et n sont perpendiculaires, le module de 1'accélération est
déterminé par la formule

§ 5. Plan osculateur. Binormale. Torsion d'une courbe
gauche

Définition 1. On appelle plan osculateur a une courbe donnée au point 4 le
plan défini par la tangente a la courbe et la normale principale en ce point.

11 est évident que le plan osculateur & une courbe plane coincide avec le plan de
cette courbe. Si la courbe n'est pas plane, les plans osculateurs, correspondant a
deux points P et P; de la courbe, forment entre eux un angle diédre p. Plus p est
grand, plus la courbe différe d'une courbe plane. Pour étre plus précis,
introduisons la définition suivante.

Définition 2. On appelle binormale la normale a la courbe perpendiculaire
au plan osculateur.

Choisissons, sur la binormale, un vecteur unitaire b et orientons-le de sorte que
les vecteurs o, n, b forment un triedre trirectangle de méme orientation que les
vecteurs unitaires i, j, k des axes de coordonnées (fig. 204, 205).
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G n
Fig. 204 Fig. 205

Nous avons, en vertu de la définition des produits scalaire et vectoriel
b=oxn;bb=1. (1)
.. , db
Calculons la dérivée = En vertu de la formule (V), § 3, nous avons:
s
db d(oxn) do

—><n+a><ﬂ 2)
ds ds ds ds

Mais do . (voir § 4), c'est pourquoi
s

do 1
—xn=—nxn=0,
ds
et la formule (2) peut étre mise sous la forme
D,
ds ds
. s . . db
I1 découle de la définition du produit vectoriel que le vecteur 7 est
s
L db
perpendiculaire au vecteur de la tangente o D'autre part, 7 est
s

perpendiculaire a b, puisque b est un vecteur unitaire (voir § 3, corollaire).
db Lo \
Nous concluons donc que le vecteur Z est perpendiculaire & o et a b,
s

autrement dit, colinéaire au vecteur »

o 1 db L
Désignons par T la longueur du vecteur = c'est-a-dire posons
s

db

ds

>

1
T

alors
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b 1
—=—n. 4
ds T @
On appelle % torsion de la courbe donnée.

L'angle diédre p formé par les plans osculateurs correspondant a deux points de
la courbe, est égal a I'angle formé par les binormales.

Nous pouvons alors écrire une formule analogue a la formule (4) du § 4, ch. IX
db| n

ds| As—0 |AS| '

Ainsi, la torsion de la courbe au point 4 est égale, en valeur absolue, a la limite
du rapport de I'angle p formé par les plans osculateurs au point 4 et au point
voisin B, a la longueur | As | de I'arc AB quand As — 0.

Si la courbe est p l ane, le plan osculateur ne varie pas et, par conséquent, la
torsion est égale a zéro.

1l résulte de la définition de la torsion que cette quantité caractérise l'écart entre
une courbe gauche et une courbe plane.

La quantité T est appelée rayon de torsion de la courbe. Trouvons la formule
donnant la torsion. Il vient des formules (3) et (4)

Multiplions scalairement les deux membres de 1'égalité par n, nous avons:

1 dn
—nn=n|cx—|.
T ds
Le second membre de cette égalité est ce que 1'on appelle le produit mixte de

. dn . . .
trois vecteurs n, o et B On sait que ce produit ne varie pas lors de la
s

permutation circulaire des facteurs. Comme nn = 1, nous pouvons mettre la
derniére égalité sous la forme

1 dn

—=06|—xn

T ds

ou

2
Mais comme n = R d_zr , alors
ds
dn _,d’r dRd’r

g ds®  ds ds?
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et

3 2
nx dn Rd r Rﬂ+d_Rd rl_
ds as? | ds  ds ds?

2 3 2
:Rzﬂxﬂ+Rd_Rdr dr
ds® ds3 ds | ds®> ds*

le produit vectoriel d'un vecteur par lui-méme étant égal a zéro,
d’r 2 r d r
ds* ds

2 3
x| _p2|dr dr )
ds ds? ds’

dr e 1ies
En remarquant que o= o et en revenant a 1'égalité (5), on a
s

i: der d? rxﬂ ©)
T ds| ds? ds>

Si r est exprimé en fonction d'un paramétre arbitraire #, on peut démontrer *), de
la méme maniére que dans le paragraphe précédent,

Ainsi,

" En effet, dar = dr ds ;dérivons encore une fois cette égalité par rapport a ¢
dt ds dt
d’r _d(dr\dsds drds dr ds\"  drd’s
— . Dérivons de nouveau
di>  ds\ds)dr dt ds dt? dt ds dr?

la relation obtenue par rapport a z:
dr_d(dr)ds(ds) drodsd’s d(dr)dsd’s
dt3 T ds dsz dt \ dt ds? dt 4t? ds\ dt )dt gi?
dr d’s _d’r [dsf d’r ds d®s dr d’s
+—+— +3 —.

ds  dr  ds*\di) a5 di dr® ds di®
Formons ensuite le produit mixte

dr d’r d3r B
dr\ ar? dt3

drds)| d’r(ds)' drd’s| | d'r(ds) d’rdsd’s drd’s
dr dr || ds? \ dt ds dt? ds3 \dt ds? dr a2 ds 4’ ||’
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En substituant cette expression dans la formule (6) et en remplagant R* par son
expression tirée de la formule (11), § 4, nous trouvons en définitive

aldr o
1 dr| at*  dr’

—=—— (7
T dr d*r ?
dt dtz

Cette formule nous permet de calculer la torsion en tout point d'une courbe
donnée par ses équations paramétriques dans le cas d'un paramétre arbitraire .
Remarquons que les formules exprimant les dérivées des vecteurs o, b, n sont
appelées formules de Serret-Frénet :

doc _n db_n dn_ o b

ds R ds T  ds R T
La derniére d'entre elles peut étre établie comme suit

n=>bx o,
ﬂ:m:ﬂxa+bx£:ﬁxg.},.bxﬁ:lnxo—.ﬂribxn;
ds ds ds ds T R T R

mais

c'est pourquoi

Développons ce produit, d'aprés la régle de multiplication des polyndmes, en
omettant tous les termes dans lesquels entrent au moins deux vecteurs
identiques (car le produit mixte de trois vecteurs, dont deux sont identiques, est
égal a zéro); nous trouvons:

dr(dr d’r)_dr(d’r d'rds)
dt\ ar* dr? ) ds\ds® ds® \dt)

En remarquant que

3

dsY drY ds\° dr\’ e .
— | =|—| ou|—| =< — nous trouvons I'égalité cherchée.
dt dt dt dr
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Exemple. Calculer la torsion de 1'hélice
r=1ia cos t+ jasin t + kamt.

Solution.

5 3 —asint acost am
dr|dr d’r . 3
—|——=—x——|=|—acost —asint O|=a’m
dt| dr*  dr’ .

asint —acost 0

ar d ]
AN R (1+m?) (voir exemple du §4).
dt  dr*

Par conséquent,
Cdt@+m?)  a(l+m?)

a3m m

T=

§ 6. Plan tangent et normale a une surface

Soit

Fx,y,2=0 (1)
I'équation d'une surface.
Introduisons les définitions suivantes.

Définition 1. On dit qu'une droite est fangente a une surface en un point P
(x, y, z) si elle est tangente a une courbe quelconque tracée sur cette surface et
passant par ce point.

Puisqu'une infinité de courbes tracées sur la surface passe par le point P (x, y, z),
il y aura également en ce point une infinité de tangentes a cette surface.
Définissons les points simples et les points singuliers d'une surface F (x, y, z) =
0.

On dit que le point M est un point singulier de la surface si les trois dérivées
OF OF OF
ox oy oz

dérivées n'existe pas en ce point. Le point M est dit point simple si les dérivées

OF OF OF . . . . ,
— existent et sont continues en ce point et si I'une d'entre elles au

ox’ oy oz
moins est différente de zéro.
Enongons le théoréme suivant.

s'annulent simultanément en ce point ou l'une au moins les

Théoreme. Toutes les droites tangentes a la surface (1) au point simple P
appartiennent a un méme plan.
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Démonstration. Considérons sur
la surface une courbe L (fig. 206)
passant par un point P donné de la
surface. Soient

x=0(0;y=v(®,z=7() @

les équations paramétriques de cette
courbe.
La tangente a cette courbe est, par
définition, une tangente a la surface. Les
équations de cette tangente sont
X-x Y-y Z-z
dx dy  dz
dt dt dt
Si I'on substitue les expressions (2) dans I'équation (1), cette équation devient
une identité en ¢ puisque la courbe (2) est tracée sur la surface (1). Dérivons
cette identité par rapport a £, nous avons ')
OF dx OF dy OF dz
——t———+——=0
Ox dt Oy dt 0Oz dt

Lo . dr .
Considérons, ensuite, les vecteurs /V et 7 passant par le point P:

. oF OF OF
Les projections a—,— —

53 de ce vecteur dépendent des coordonnées x, y, z
Y Z

du point P.

Remarquons que ces projections ne s'annulent pas simultanément au point P,
puisque P est un point simple. C'est pourquoi

-] () 5 -

Le vecteur

" Nous utilisons ici la régle de dérivation des fonctions composées de trois
variables. Cette régle est valable dans le cas présent puisque les dérivées

. OF OF OF . \
partielles — ,—,—— sont continues par hypothése.
ox Oy Oz
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dr dx., dy , dz
— =it j+—
dt dt dt dt
est tangent a la courbe passant par le point P et tracée sur la surface. On peut
calculer les projections de ce vecteur a partir de I'équation (2), en donnant au
paramétre ¢ la valeur qui correspond au point P. Calculons le produit scalaire

k(5

ar . ol . o
des vecteurs N et 7; il est égal a la somme des produits des projections
t

correspondantes
Nﬂ:a_Fﬂ+a_Fd_y+a_F£ .
dt Ox dt Oy dt 0Oz dt
En vertu de la formule (3), le second membre
de cette expression est égal a zéro et, par
conséquent,
dr _

=0
dt

Fig. 207

. e . . dr
On déduit de cette égalité que le vecteur N est perpendiculaire au vecteur % de
t

la tangente a la courbe (2) au point P. La démonstration que nous venons de
donner est valable pour toute courbe (2) passant par le point P et tracée sur la
surface. Par conséquent, toutes les tangentes a cette surface au point P sont
perpendiculaires a un méme vecteur /V; elles appartiennent donc toutes a un
méme plan perpendiculaire au vecteur N. Le théoréme est démontré.

Définition 2. Le plan formé par toutes les tangentes en un point P aux
courbes tracées sur une surface et passant par ce point est appelé plan tangent a
la surface au point P (fig. 207).

Notons que le plan tangent peut ne pas exister si P est un point singulier de la
surface. En de tels points, les drones tangentes a la surface peuvent ne pas
appartenir a un plan unique. Le sommet d'un cOne, par exemple, est un point
singulier et en ce point les tangentes a la surface n'appartiennent pas a un plan
unique (elles constituent précisément la surface conique).

Formons 1'équation du plan tangent a la surface (1) en un point simple. Ce plan
étant perpendiculaire au vecteur (4), son équation est de la forme

oF oF oF
a(X—x)-*'g(Y—y)-i-g(Z—z)—O. (6)

Si la surface est donnée par 1'équation
Z:f(x9y) ouz _f(x’y) = 0’
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alors
oF __ o OoF__o OF

ox o’ oy oy’ oz
et I'équation du plan tangent est

Z—zzz(X—x)+1(Y—y).(6’)
Ox Oy
Remarque. Sil'on pose dans la formule (6') X-x=Ax; Y-y=Ay,ona
Z—zngxwLalAy.
Ox oy

le second membre est la différentielle totale de la fonction z = f (x, y). Par
conséquent, Z - z = dz. Ainsi, la différentielle totale dune fonction de deux
variables au point M (x, y), qui correspond aux accroissements Ax et Ay des
variables indépendantes x et y, est égale a l'accroissement correspondant de la
cote (z) du plan tangent a la surface représentant le graphique de cette fonction.

Définition 3. On appelle normale a la surface (1) en un point P (x, y, z) la
droite perpendiculaire au plan tangent a la surface en ce point (fig. 207).
Formons 1'équation cle la normale. Celle-ci étant orientée suivant le vecteur NV,
son équation est
X-x Y-y Z-z

oF ~ OF  OF

ox Oy oz
Si 1'équation de la surface est z = f (x, ¥) ou z - f{x, y) = 0. 1'équation de la
normale sera

(7

X—-x Y-y Z-z
g g
Ox Oy

Remarque. Supposons que la surface F (x, y, z) = 0 soit la surface de niveau
pour une fonction de trois variables u (x, y, z), autrement dit,

F@,y,2)=u(x,y,z)-C=0.

I1 est évident que le vecteur N, défini par la formule (4), dirigé suivant la
normale a la surface de niveau F' =u (x, y, z) - C=0, sera

N = 6_14 i+ a_u j+ g k,
ox Oy oz
c'est-a-dire
N=grad u
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Par cela méme nous avons démontré que le gradient de la fonction u (x, y, z)
est dirigé suivant la normale a la surface de nivéau passant par le point donné.

Exemple. Former 1'équation du plan tangent et I'équation de la normale a la
sphére x* +)* + z2= 14 au point P (1, 2, 3).

Solution.
F,y,2=x+y"+2 -14=0
OF O, O,
Ox oy oz
pour x =1, y =2, z=3 nous avons
oF_, oF_, oF .
ox Oy oz :

Par conséquent, I'équation du plan tangent est
2x-1)+4(@p-2)+6(z-3)=0
ou
x+2y+3z-14=0.
L'équation de la normale est

x-1 y-2 z-3
2 4 6
ou 7.
x—-1 y-2 z-3
1 2 3
Exercices 8
Calculer la dérivée des vecteurs: ’
1. r=ictgt+jarctgt. Rép.r'= — > i+ 3
sin“ ¢t 1+t
2. r=ic'+j2t+kLogt Rép.r'=-ic' +2j+ k
t
3. r:tzi-—iJrE.Rép.r':2ti+i—%. 9.
2
4. Trouver le vecteur de la tangente, I'équation de la tangente et 1'équation du
plan normal a la courbe r = #i + /4 + £’k au point (3, 9, 27). Rép. r' =i + 6j+
27k ; 1a tangente est x=3 = y;9 =z ;727 ; le plan normal: x + 6y + 27z =
786. 10.
5. Trouver le vecteur de la tangente, 1'équation de la tangente et I'équation du "

plan normal & la courbe : r =i cos® %+% jsint+ ksin é .Rép.r'= —%
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. 1, 1 t ' .
isint+ 3 j cos t +E k cos 3 ; I'équation de la tangente est

2t

X —cos” — Y—lsint Z—sini
2 2

; 1'équation du plan normal est X sin

—sint cost

t . t |
t--Y cos t — Z cos E =+Xxsint-ycost—zcos 5 , ol x, y, z sont les
coordonnées du point de la courbe par ou passe le plan normal (c'est-a-dire
2 t 1 . . t
X=cos"— ,y= — sint, z=sin — ).
2 2 2

Trouver 1'équation de la tangente a la courbe x =¢ - sin ¢, y =1 —cos ¢, z =4
t

sin 5 et les cosinus directeurs de cette tangente. Rép.
X-X, Y-v, zZ-Z .ot 1 .
0 0 O cos a=sin®->;cosp=—sin fy; cos y =
.t to to 2 2
Sin — cos— ctg—
2 2 2
t
cos—~
2

Trouver l'équation du plan normal a la courbe z =x* — )%, y = x a l'origine
des coordonnées. Indication. Exprimer la courbe a l'aide d'équations
paramétriques. Rép. x +y = 0.

. T , . ..
Trouver o, n, b au point ¢t = 3 pour la courbe r =i (cos ¢ + sin® £) +j sin

1 —Si-4j-k
t(l-cos t) — k cos t. Rép. co=—=(-i+j+k )y n= ————;
NE) V42
_i-2j-3k

N

Trouver I'équation de la normale principale et de la binormale a la courbe

b

t I t?
x:I; y:?; 2:7 au point (X, Yo Zo). Rép.
X=X _Y~=Yo _ _Z7%20  X7Xo _Y~Vo _Z7%
2, 1-tf  —ud-t, 1 -2t 12

Trouver I'équation du plan osculateur a la courbe y* = x ; x* = z au point M
(1,1, 1). Rép. 6x -8y -z+3=0.

Trouver le rayon de courbure de la courbe donnée par les équations x>  +
V+z22—4=0,x+y—z=0.Rép. R=2.
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

12. Trouver le rayon de torsion de la courbe: r =i cos ¢ + j sin ¢t + k sh
tRép. T=-cht.

Trouver le rayon de courbure et le rayon de torsion de la courbe r = 74 + 2¢
J.Rép.R=3¢(1+94)$/2, T=oo.

Démontrer que la courbe r =(a,2 + byt + ¢)) i + (axf® + byt + ) j + (a3t +
bst + ¢3) k; est une courbe plane. Rép. r'’’= 0, c'est pourquoi la torsion est
nulle.

Trouver la courbure et la torsion de la courbe x = €', y =e”, z = N2 .Rép.
2 . 2
La courbure est égale a — la torsion est V2 >
(x+y) (x+y)

Trouver la courbure et la torsion de la courbe x =¢”sint; y=e“ cos t; z=¢

2 . 1
' Rép. La courbure est égale a 5 et, la torsion a - -3 e'.

2 2 2
Trouver I'équation du plan tangent a I'hyperboloide x_Z - Z_Z - Z_Z I
a C
) B xx »yy 4
point (xy, yi, z1). Rép. _21 __21__21 =1.
a b c

Trouver l'équation de la normale  la surface x* — 4y2 +22° = 6 au point (2,
2,3).Rép.y+4x—-10;3x—z=3.

Trouver l'équation du plan tangent a la surface z = 27 + 4y2 au point M(2,
1, 12). Rép. 8x + 8y —z=12.

Mener un plan tangent a la surface x* + 2)° + 2> = 1 de sorte qu'il soit

paralléle au planx—y +2z=0.Rép. x—y + 2z = i\/lzj
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Chapitre X INTEGRALE INDEFINIE

§ 1. Primitive et intégrale indéfinie

Nous avons étudié, au chapitre III, le probléme suivant : étant donnée une
fonction F' (x), trouver sa dérivée, c'est-a-dire la fonction f'(x) = F' (x).

Dans ce chapitre, nous considérerons le probléme inverse : étant donnée une
fonction f'(x), trouver une fonction F (x) telle que sa dérivée soit égale a f'(x),
c'est-a-dire

F'(x) =f ().

Définition 1. On dit que la fonction F (x) est une primitive de la fonction f°
(x) sur le segment [a, b] si en tout point de ce segment on a 1'égalité F’ (x) = f

).

Exemple. Trouver une primitive de la fonction f'(x) = X
On vérifie immédiatement, d'apres la définition, que la primitive cherchée est

3 3Y
x)= X En effet, R
3 3

On remarque aisément que si la fonction f (x) admet une primitive, cette
derniére n'est pas unique. Ainsi, dans l'exemple precedent, nous aurions pu
3 3
o . . X X
prendre pour primitives les fonctions suivantes : F (x) = 5 +1;F(x)= 3
P
7 ou plus généralement F (x) = EY + C (ou C est une constante arbitraire). En

3
effet, [xT+CJ =x?

D'autre part, on peut démontrer qu'une primitive quelconque de la fonction x
3
. . X . s .
est nécessairement de la forme EY + C. Cela résulte du théoréme suivant.

Théoréeme. Si Fy (x) et F, (x) sont deux primitives de la fonction f(x) sur le
segment [a,b], leur différence est une constante.
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Démonstration. Nous avons, en vertu de la définition de la primitive

Hm=ﬂa}0)

Fy(x) = f(x).
pour tout x du segment [a, b].
Posons

Fi(x)=F>(x)=¢ (x) 2)
Nous pouvons donc écrire en vertu de 'égalité (1)
Frx)-F@)=/x)-f(x)=0

Ou ¢ () =[Fi(x)-F>(0]'=0,
pour tous les x appartenant au segment [, b]. Mais il vient de 1'égalité ¢' (x) =0
que ¢

(x) est une constante.

En effet, appliquons le théoréme de Lagrange (voir § 2, ch. IV) a la fonction ¢
(x) qui est continue et dérivable sur le segment [a, b].

En vertu du théoréme de Lagrange, pour tout x arbitraire du segment [a, b], on a

P ) -9 (@)=x-a) ¢ ),
oua<g<x.
Mais puisque ¢' () = 0, alors
P -0@=0

0@=9p@. @)
Ainsi, la fonction ¢ (x) conserve, en tout point du segment [a, b], la valeur ¢
(a). Elle est donc constante sur le segment [a, b]. Désignons la constante ¢ (a)
par C. II vient alors des égalités (2) et (3)
F] (X)*Fz (X) =C.

I1 résulte de ce théoréme que si nous connaissons une primitive
quelconque F (x) de la fonction f (x), toute autre primitive de cette
fonction sera de la forme F (x) + C, ou C est une constante.

ou

Définition2. On appelle intégrale indéfinie de la fonction f'(x) et on note
J f(x) dx toute expression de la forme F (x) + C, ou F (x) est une primitive de f
(x). Ainsi, par définition,
[ renx=rFe+c,
si
F(x) =f(x).

De plus, f'(x) est appelée fonction sous le signe somme ou fonction a intégrer; f
(x) dx
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expression sous le signe somme et le signe J signe d'intégration ou signe «

somme ».

Ainsi, l'intégrale indéfinie représente une famille de fonctions y =
Fx)+C.

Géométriquement, on peut considérer 'intégrale indéfinie comme un ensemble
(une famille) de courbes telles que 1'on passe de 1'une a I'autre en effectuant une
translation dans le sens positif ou négatif de I'axe Oy.

Une question se pose naturellement: toute fonction f (x) posséde-t-elle une
primitive (et, par onséquent, une intégrale indéfinie)? La réponse est négative,
mais toutefois remarquons, sans le démontrer, que foute fonction f (x) continue
sur le segment [a, b] posséde une primitive (et, par conséquent, une intégrale
indéfinie).

Le présent chapitre est consacré a 'exposé des différentes méthodes permettant
de déterminer la primitive (et, par conséquent, l'intégrale indéfinie) pour
certaines classes de fonctions élémentaires.

Le processus qui permet de trouver la primitive d'une fonction f (x) est appelé
intégration de la fonction f (x).

Faisons la remarque suivante: a l'encontre de la dérivée qui pour une fonction
¢lémentaire est toujours une fonction élémentaire, la primitive d'une fonction
¢lémentaire peut ne pas s'exprimer a l'aide d'un nombre fini de fonctions
¢lémentaires. Nous reviendrons d ailleurs a cette question a la fin de ce chapitre.
11 vient de la définition 2 que

1. La dérivée d'une intégrale indéfinie est égale a la fonction a intégrer, c'est-a-
dire si F'(x) = f'(x), alors

(j ) = (F )+ 0 = /().

Cette égalité exprime que la dérivée d'une primitive quelconque est égale a la
fonction & intégrer.

2. La différentielle d'une intégrale indéfinie est égale a l'expression sous le
signe somme

d( f(x)dx)z f()dx . (5)

Cela découle de la formule (4).
3. L'intégrale indéfinie de la différentielle d'une certaine fonction est égale a la
somme de cette fonction et d'une constante arbitraire

JdF(x) —F(x)+C

I1 est facile de vérifier cette égalité par dérivation (la différentielle de chaque
membre de 1'égalité est égale a dF (x)).
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§ 2. Table d'intégrales

Avant d'entreprendre 1'exposé des différentes méthodes d'intégration, nous
donnerons une liste (les primitives de certaines fonctions élémentaires.

Cette table petit étre obtenue directement a partir de la définition 2, § 1, ch. X et
de la table des dérivées (§ 15, ch. III). (Il est facile de justifier tous les détails du
tableau par dérivation; c'est-a-dire on peut vérifier que la dérivée du second
membre est égale a la fonction a intégrer.)

o+l
0 +C (o —1). (Ici et dans les formules suivantes C désigne

1. J.xadxz s
o+

une constante arbitraire.)
d.
2. J.—leog|x|+C.
x
3. Isinxdx:—cosx+ C.

4. Icosx dx=sinx+ C.

5. J' d); =tgx+C.
COosS™ X

6. J. dx =—ctgx+C.

sin” x
7. jtgxdx =—Log|cosx |+ C.
8. J.ctgxdx =Log|sinx|+C.
9. J.exdx:ex +C.

X

+C

10. J'ade: a
loga

11. J. dxz =arctgx+ C.
I+x

12. J.Lzzlarctg1+C.

a2+x a a
13. j%:ilog arx e,
a’ —x 2a a—x

14

. J.£ =arcsinx + C.
\/1—x2
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.X
=arcsin—+C

15 JL
RN ER a
dx
16. j— x+Vx2 +a’
\/xziaz

R emarque Dans la table des dérivées (§ 15, ch. III) les formules
correspondant aux formules 7, 8, 13, 13, 15 et 16 manquent. Il est toutefois
facile de les justifier par dérivation.

Dans le cas de la formule 7, nous avons

=Log +C

(-Log|cosx|) = ——
cos x

=tgx,

par conséquent, jtg xdx =—Log|cosx|+C.

Dans le cas de la formule 8,

(Log|sinx |) = coSx _ ctg x,
S

17. par conséquent, Itg xdx =—Log|cosx|+C.
Dans le cas de la formule 12,

at+x

_xj :E[k)g|a+x|—10g|a_x” :Z{a+x+a—x}: 2-x?

1
—1lo
[Za g
par conséquent,

dx 1
J. =—-7Iog

az—xz 2a

a+x
+C

a-x
Remarquons que cette derniére formule découle également des résultats
généraux du § 9, ch. X.

Dans le cas de la formule 14,

x+\/x2ia2j = ! £1+ i Jz ! .
x+\/x2ia2 \/xzia2 \/xzia2

dx [.2 2
J.ﬁ X+Vx“ ta

Cette formule découle également des résultats généraux du § 10.

(Log

par conséquent,

=Log +C.

On pourrait justifier d'une maniére analogue les formules 13 et 15. Remarquons,
toutefois, qu'elles sont une conséquence immédiate des formules 13 et 14 que
nous établirons plus loin (voir § 4, exemples 3 et 4).
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§ 3. Quelques propriétés de l'intégrale indéfinie

Théoréme 1. Lintégrale indéfinie de la somme algébrique de deux ou
plusieurs fonctions est égale a la somme algébrique de leurs intégrales

[[n G+ fakr = [ fiodee [ £ 00dv . (1)

Dérivons les deux membres de cette égalité. En vertu de 1'égalité (4) du
paragraphe précédent, nous pouvons écrire

[tk = fico+ 1o,
(j G0+ (o) = (j fiods) + (j L0 = [+ 10

Ainsi, la dérivée du premier membre (le I'égalité (1) est égale a la dérivée dit
second membre, c'est-a-dire la dérivée d'une primitive quelconque du second
membre est égale a la dérivée d'une fonction arbitraire figurant a droite. I1 en
résulte. en vertu du théoréme du § 1. ch. X, que toute fonction du premier
membre de 1'égalité

(1) ne differe (le toute fonction du second membre que par une constante. C'est
dans ce sens que 1'égalité (1) doit étre comprise.

Théoreme?2. On peut sortir un facteur constant de sous le signe somme,
c'est-a-dire si a = const, alors

Saf(x)dx=asf(x)dx. (2)

On justifie cette égalité en dérivant les deux membres:

J'af(x)dx - aJ' F(x)dx.
(aJ. f(x)dx)' - a(J' f(x)dx), —af (x).

Les dérivées de ces deux membres sont égales; par conséquent, la différence
des fonctions figurant a gauche et a droite est constante. L'égalité (2) doit étre
comprise dans ce sens.

Au cours du calcul des intégrales indéfinies, il est parfois utile de se rappeler les
régles suivantes

L. Si

j F(x)dx = F(x)+C
alors

J.f(ax)dx L ray+c.o)

a
En effet, en dérivant les deux membres de 1'égalité (3), nous avons:
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(j f(ax)dx) = f(ax)

(l F (ax>) = L(F@0) s =L Fax)a = F'(a) = f(@n).
a a a
Les dérivées de/ ces deux membres sont égales, c.q.f.d. II. Si

f f(x)dx = F(x)+C,

alors
j f(x+b)dx=F(x+b)+C. @)
III. Si
J' f(x)dx = F(x)+C,
alors

J.f(ax+b)dx:lF(x+b)+C. (5)
a

On démontre également les égalités (4) et (5) en dérivant les deux membres.

Exemple 1.
J(2x3 —3sinx+5\/;)dx:J.2x3dx—J‘3sinxdx+J.5\/;dx:

1
—+1

x2
—3(—cosx)+51—+C:

—+1

2

x3+1

1
2J.x3dx—3J.sinxdx+5J.x2dx=2 3

+1

1 1
5x4 +3cosx+?0x\/;+C.

Exemple 2.

J‘{}iﬁtﬁntx‘{/;}x:ﬂ‘x_;dx# ZIx_;dx+indx=
x

X

3 2 4
3x - 1x”® . x +C:%3\/x2 +\/§+gx2<‘/§+c.

Exemple 3.

ﬂ:Log|x+3|+C.
x+3

Exemple 4.
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J.cos Txdx = % sin7x+C..

Exemple 5.
J' sin(2x — 6)dx = —% cos(2x —6)+C.

§ 4. Intégration par changement de variable
Soit a calculer l'intégrale

[ oy

bien que nous ne sachions pas calculer directement la primitive de la fonction f
(x), nous savons qu'elle existe.
Effectuons dans cette intégrale le changement de variable

x=¢ (), (1)
ou ¢ (7) est une fonction continue, ainsi que sa dérivée, et admet une fonction
inverse. Alors dx = ¢' (f) dt; démontrons que dans ce cas 1'égalité

[ reae=| flo@l0dr @

est satisfaite.

On sous-entend ici que la variable ¢ sera remplace aprés intégration du second
membre par son impression en fonction de x tirée de (1).

Pour justifier 1'égalité (2) en ce sens, il suffit de montrer que les deux quantités
considérées dont chacune n'est définie qu'a une constante arbitraire pres ont la
méme dérivée par rapport a x. La dérivée du premier membre est

([ reas) = reo..
Nous dérivons le second membre par rapport a x en tenant compte que ¢ est une
. . . d.
fonction de x. Il vient de 1'égalité (1) que 7x = @' (¢) et, en vertu de la régle de
t

dérivation des fonctions inverses,
a1
o)
Nous avons, par conséquent

(j f[cp(t)]ﬁv’(t)dt)’x = (j f[@(r)]m'(r)dr)'z % = f{cp(t)cp’(t) ﬁ} = flo)]= ().

Les dérivées par rapport a x des deux membres de 1'égalité (2) sont donc égales,
c.q.f.d
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La fonction x = ¢ (¢) doit étre choisie de maniére que 1'on sache calculer
l'intégrale indéfinie figurant a droite de 1'égalité (2).

Remarque. Il est parfois préférable de choisir le changement de variable
sous la forme ¢ = y (x) au lieu de x = @ (¢). Montrons-le sur un exemple.
Proposons-nous de calculer une intégrale de la forme

' (x)dx
y(x)
IT est ici commode de poser
y(x) =t
alors
V' (x) dx=dt
V[ Log 4]+ C=Log |y )|+ C
W(x) t

Donnons, comme application de ce qui précéde, quelques exemples
d'intégration par changement de variable.

Exemple 1. ‘[\/sin x cosxdx =? Effectuons le changement de variable ¢ =

sin x ; alors df = cos x dx et, par conséquent,
3

3
2
J.\/smxcosxdx J‘\/_dtzzt—wLC:%sm x+C.

d
XX =9 Posons ¢ = 1 + x% alors dr =2x dx

Exemple 2. J.
I+x
etJ'L"x:l AL ogirc=Liogard) i
1+x2 24 ¢ 2 2

Exemple 3. I :—I al P .. Posons £ = = ;alors dx = a dt
a’ +x? [ a
a
Exemple 4. J.\/i r Posonst— ; alors dx = a dt,
J‘ dx .[ adt J‘ . . X
—_=— = =arcsin?+ C = arcsin—+C.
Va* —x? 47 1-¢2 2 a

(nous supposons ici que a > 0).
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On démontre dans les exemples 3 et 4 les formules 11' et 13' de la table
d'intégrales (voir plus haut, § 2).

Exemple 5. J‘(logxfﬂ:? Posons ¢ = Log x ; alors dt = ax ;
X X

3 dx 3 ¢ 1 4
J'(logx) 7:]: di =+ C = (logx)* +C

Exemple 6. J e =9 Posons t=x" alors df = 2x dkx,
1+x*
1 1
J.ix‘t:—j :—arctgx +C=—arctgx’+C.
I+x 1+¢2 2

La méthode d'intégration par changement de variable est 1'une des méthodes les
plus importantes de calcul des intégrales indéfinies. Méme quand nous
employons une autre méthode, il arrive trés souvent que 1'on doit effectuer un
changement de variable pendant les calculs intermédiaires. Le succes de
l'intégration dépend fréquemment de notre habileté a choisir le changement de
variable appropri¢é qui simplifiera les calculs. C'est pourquoi 1'étude des
méthodes d'intégration se raméne a la détermination du changement de variable
a effectuer pour intégrer une fonction donnée.

Le présent chapitre est consacré en grande partie a la résolution de cette tache.

§ 5. Intégration de certaines expressions contenant le
trinéme ax* + bx + ¢

I. Considérons l'intégrale

7= J‘ dx
1= T ———
ax? +bx+c
Transformons tout d'abord le dénominateur en le mettant sous la forme d'une
somme ou d'une différence de carrés

2 2
ax* +bx+c=a xz+2x+£ =a x2+2ix+ b +<- b =
a a 2a 2a a \2a
2 2 2
a x+i + e b =a x+i +k? |,
2a a 44° 2a

ou on a posé
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On prendra le signe plus ou le signe moins suivant que le signe du premier
membre de la relation précédente est positif ou négatif, c'est-a-dire suivant que
les racines du trindme ax® + bx + ¢ sont complexes ou réelles.
L'intégrale [; peut donc étre mise sous la forme

P .

2 _J. 2 )
ax“ +bx+c a
{(m) k}
2a

Effectuons un changement de variable en posant

x+i=t, dx =dt.
2a

Nous avons alors

B I i+ k2 '
C'est justement les intégrales 11' et 12 de la table.
Exemple 1. Soit a calculer I'intégrale

‘[ dx
2x% +8x+20
Solution.
1 dx 1 dx 1 dx

/= J' 1
22485420 29 x244x410 29 x2 1dx+4+10-4 2 (x+2)? +6

Faisons le changement de variable x + 2 = ¢, dx = dt. Aprés substitution dans 7,
nous retrouvons une intégrale dela table d’intégrales

=— arctg—+C
J.t +6 \/_

Remplagons ¢ par son expression en fonctlon de x, nous avons en définitive:

I—Larctgﬂ+C
246 V6

II. Considérons une intégrale d'un type plus général

Ax+B
I, = J'2x—+ dx
ax” +bx+c
Mettons la fonction a intégrer sous la forme suivante
Ab
et B (Zax+b)+(B—2j
+
I =j - dx j . g
ax” +bx+c ax” +bx+c

Cette intégrale peut étre mise sous la forme d'une somme de deux intégrales et,
en sortant les facteurs constants de sous le signe somme, nous avons:
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Izzij- ax+b EB_A_b)J' dx '
2a 9 gx? +bx+c 2a ) ax* +bx+c
La seconde intégrale est justement I1 que nous savons calculer. Effectuons un
changement de variable dans la premicre intégrale en posant
ax® + bx +c=t,(2ax + b) dx = dt
Par conséquent,
J.gax—-i_bdx:.‘-ﬂzLothC:Log\ax2+bx+c|+C.
ax” +bx+c t
Nous avons donc en définitive

I, :i Log|ax*+bx+c|+ B—ﬁ .
2a 2a

Exemp 1 e 2. Soit a calculer l'intégrale
I J’ x+3
x?—2x— 5
Utilisons le procédé que nous venons d'indiquer:

—(2x 2)+(3+ 2)

I J‘ x+3 J‘ . 2 P (3x—2)dx+4j‘ dx
x2-2x- 5 x°=2x-5 2J x*-2x-5

Vo-(x-D) +C

1 2 1
—Log|x” -2x-5|+2—=Log
2 | | NOo+(x—=1)

V6

III. Considérons l'intégrale
dx

J.\/ax2 +bx+c .

A Tlaide du changement de variable indiqué au point / de ce paragraphe, on
raméne cette intégrale suivant le signe de a soit a une intégrale du type

J~ dt
Vit +k?
dans le cas ot a > 0, soit & une intégrale du type
_[ dt
Vi —k?
dans le cas ou a < 0 ; ces deux intégrales figurent dans la table d'intégrales (voir
les formules 15 et 16).

IV.L'intégrale

x2-2x-5 -
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j Ax+B

—dx
Vax? +bx+c

peut étre calculée a 1'aide de transformations analogues a celles considérées au
point II

A(2ax+b)+(B—Ab)
d

j Ax+B dy = 2a 2a

Vax? +bx+c Vax? +bx+c
ij 2ax+b dx+(B_A_ij‘ dx
2a \/ax2+bx+c 2a Vax2+bx+c

Effectuons dans la premiére intégrale un changement de variable, en posant
ax*+bx+c=t, (2ax + b) dx = dt,

nous avons:
[0 o [ o= v
Jax? vbxre oAt

La seconde intégrale a déja été calculée au point III.

Exemple 3.
j S003 ;(2x+4)+(3—10)dx:
Vx? +4x+10 Vx? +4x+10
ijidquL:
29 Jx? +4x+10 Jx+2)% +6
SVx2 +4x+10 =7 Log|x+2++/(x+2)2 +6[+C =

5vx? +4x+10 -7 Log

x+2 4+ x? +4x+lO‘+C=

§ 6. Intégration par parties

Si u et v désignent deux fonctions dérivables de x, on sait que la différentielle
du produit uv est :

dwv)=udv+vdu.
En intégrant, on trouve

uy = judv+Jvdu
ou

Iudv:uv—Jvdu (D)
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C'est ce que l'on appelle la formule d'intégration par parties. On utilise
généralement cette formule pour l'intégration des expressions pouvant étre
mises sous forme de produit de deux facteurs u et dv, tels que la recherche de la

fonction v a partir de sa différentielle dv et le calcul de l'intégrale J.vdu

constituent un probléme plus simple que le calcul direct de 1'intégrale Iudv.

L'habileté requise pour effectuer un choix judicieux des deux facteurs u et dv
nécessite une certaine expérience que l'on acquiert par la résolution des
exercices.

Nous indiquerons sur des exemples comment il faut procéder en pareil cas.

Exemp1el. Soita calculer Ixsinxdx .Posons u=x,dv=sinxdx;

alors
du=dx,v=-cosx.
Par conséquent,

J.xsinxdx:—xcosx+J.cosxdx:—cosx+sinx+C.

R emarque. Quand nous déterminons v a partir de sa différentielle dv, nous
pouvons prendre une constante arbitraire, puisqu'elle ne figure pas dans le
résultat final (ce qui est facile de vérifier en remplacant dans 1'égalité (1) v par v
+ C). C'est pourquoi il est préférable de choisir cette constante égale a zéro.

La méthode d'intégration par parties s'emploie fréquemment. Par exemple, on
peut calculer a I'aide de cette méthode les intégrales de la forme

Jxk sin axdx, ka cos axdx,
J.xke”xdx, Jkaog xdx ,

ainsi que d'autres intégrales dans lesquelles entrent les fonctions
trigonométriques inverses.

Exemple 2. Soit a calculerJ. arc tg x dx . Posons u = arc tg x, dv=dx ;

alors du =

T, VEX Par conséquent,
1+x

1
Jarctgxdx:xarctgx- J xdx2 =x arc tg x- 3 Log [1+x* |+ C.

I+x
Exemple 3. Soit a calculer J.xzexdx. Posons u = x%, dv =¢" dx ; alors du =
2x dx,v=-¢",
J.x2exdx:xzex —ZJxexdx.
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Appliquons de nouveau a cette derniére intégrale la méthode d'intégration
par parties, en posant
U= x, du; = dx,
dvi=e"dx,v,=¢".
Alors

Ixexdx=xex —Iexdx:xex —-e*+C.

Nous avons en définitive

Ixzexdx:xzex —2(xe* —e")+C=x%e" —2xe* —2e* +C=e"(x* —2x+2)+C

Exemple 4. Soit a calculer . J.(xz +7x—5)cos 2xdx . Posons u = x>+ 7x- 5,

dv =cos 2x dx ; alors du= 2x + 7) dx, v = Sln22x ’

J'(x2 +7x—5)cos 2xdx = (x2 + Tx—5) Sinzzx - J' (2x+7) Sinzzx dx.
Appliquons la méthode d'intégration par parties a cette derniére intégrale en
posant u; = 2x2+ l , dvy=sin 2x dx ; alors du; = dx, v; =— cos22x R
D'ou en définitive:

I(xz +7x—5)cos2xdx = (x2 +7x—5)¥+(2x+7) cos 2x —¥+C

Exemple 5. I:I a® —x*dx=?

Multiplions et divisons la fonction a intégrer par a’-x*:

]:J.\/az —x?dx

2dx _
2_ 2

a’-x* 5 dx X
=|———=drx=a -
Va? —x? \/az—xz \/a
2 .X xdx
a arcsin —— | x ———.
a laz_xz

Appliquons a cette intégrale la méthode d'intégration par parties, en posant

de 2 2
u=x,du=dx, dv=——-—, v=—a —-x";

a —X
alors

x2dx B xdx 2 2 2 2
J\/az_xz —jx\/az - ——x\/a -Xx +J.\/a —x“dx

- X
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En substituant ce résultat dans l'expression que nous avons obtenue plus
haut pour l'intégrale recherchée, nous trouvons

[ X
J. a’—x%dx= azarcsm—+x\/a2 -x2 —I\/az —x2dx+C
a
En effectuant certaines transformations élémentaires évidentes, nous avons en

définitive
2
a .X X
J. az—xzdx:Tarcsm—+EVa2—x2 +C

a

Exemple 6. Calculer les intégrales
I, = J.e‘”C cosbxdx et I, = je‘”‘ sin bxdx
En appliquant la méthode d'intégration par parties a la premicre intégrale, on a:

|
u=e" du=ae” dx, dv=-cosbxdx,v= n sin bx,

J.e‘”‘ cos bxdx = %e‘” sin bx—%J.e“X sin bxdx.

Appliquons de nouveau la méthode d'intégration par parties a cette derniére
intégrale

u=e", du=ae” dx, dv=sinbx dx,v= -% cos bx,

. 1 a
Ie”x sin bxdx = — 5 e™ cosbx + n I e™ cos bxdx.
Substituons I'expression obtenue dans 1'égalité précédente, nous avons:
1 . a a’
J.e”“" cos bxdx =—e™ sinbx+—e™ cos bx——Je“" cos bxdx.
b b? b?

Nous déduisons /; de cette égalité:
2

2
1+ je“’“ cos bxdx = e™ lsinl)xwLicosbx so+ 144 ,
b2 b b2 b*
d'ou
e™ (bsin bx + a cos bx)

a’+b?

Ilzfe”xcosbxdx: +C.

On trouve de méme
e®™ (asin bx—bcos bx)

a’ +b?

I :je“" sin bxdx = +C.
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§ 7. Fractions rationnelles. Fractions rationnelles
élémentaires et leur intégration.

Comme nous allons le voir, ce ne sont pas toutes les fonctions élémentaires qui
s'intégrent a l'aide de fonctions élémentaires. C'est pourquoi il est trés
important de définir les classes de fonctions dont les intégrales peuvent étre
exprimées a l'aide de fonctions élémentaires. Parmi ces classes, la plus simple
est celle des fonctions rationnelles. Toute fonction rationnelle peut étre mise
sous forme de fraction rationnelle, c'est-a-dire sous forme de quotient de deux
polyndmes

O(x) Byx"+Bx" "' +...+B,

S Apx" + Ax" 1 4,
Nous pouvons supposer, sans restreindre la généralité, que ces polyndmes n'ont
pas de racines communes. Si le degré du numérateur est inférieur a celui du
dénominateur, on dit alors que la fraction est réguliere, dans le cas contraire on
dit qu'elle est irréguliere. Si la fraction est irréguliére, en divisant le numérateur
par le dénominateur (suivant la régle de division des polyndémes), on peut
représenter la fraction initiale comme la somme d'un polyndme et d'une fraction
réguliére

00 _ 174 £
Jf(x) J(x)
\ . F(x P
ou M (x) est un polyndme et , une fraction régulicre.

X

Exemple 1. Soit
4
x* =3 . . PRI
P une fraction rationnelle irréguliére.
x7+2x+1

Divisons le numérateur par le dénominateur (suivant la régle de division des
polyndmes), nous avons
4

—zx 3 =x? —2x+3——24x 6 .

x°+2x+1 X +2x+1
L'intégration des polyndmes ne présentant aucune difficulté, notre tache
consiste donc a intégrer les fractions rationnelles réguliéres.
Définition. Les fractions rationnelles régulicres du type

L 4
x-a
A . .
II. —— (k est un nombre entier positif > 2).
(x—a)
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Ax+B . .
1. 2x—(les racines du dénominateur sont complexes, c'est-a-
X"+ px+gq
2
P
dire ——¢g <0),
Rk )
Ax+B . . .
V. % (k est un entier positif > 2 ;les racines du
(x"+px+q)

dénominateur minateur sont complexes),
sont appelées respectivement ¢léments simples des types I, II, IIT et IV.
Nous démontrerons au paragraphe 8 que toute fraction rationnelle peut étre
mise sous forme de la somme d'éléments simples. Pour cette raison, nous
considérerons d'abord les intégrales des éléments simples.

L'intégration des éléments simples des types I, II et III ne présente pas de
grandes difficultés, c'est pourquoi nous les intégrons sans donner d'explications
détaillées:

L j A = ALlog|x—al|+C
x—a
A kL 4
II. J. dx = Aj(x a) Fdx = A%+C:—k1+c
(x—a)* —k+1 (1-k)(x-a)*
Ax+B j(zﬁp){B_?)
111 j . 5 - . dom
X7+ px+gq X7+ px+gq
2 A
_J‘ xX+p dx _{ _pjj' dx _
x2 +px+gq 2 ) X%+ px+gq
A A
—log|x2+px+q|+[B——p]xJ dx =
2 2 2 2
2 4
! 2 .
—Log|x +px+q| L xtp +C(V01r§5).

\/4a p \/4a p

L'intégration des éléments simples du type IV est liée a des calculs plus
compliqués. Soit a calculer une intégrale

v J' Ax+ B dr
(x +px+q)
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Effectuons les transformations s J_ dt 1 J, dt . 1 1 ; J, dt
A A = —_—mm —_— — =
s B 2(2x+p)+(B—2pj (> +m?)* @ +mH o 2k=D | (2 +mH @ emHH!
X

f—( Ty et o) dx = i) dx = t L, 2k-3 J- dt

x“+px+gq X +px+gq .

- ) " 2m? (k=1)(> +m>)* 2m? (k1) (12 +m*)*!
s
(x* + pr+q)* (x* + px+q)* L'intégrale qui figure dans le second membre est du méme type que I; a cette
La premicre intégrale peut étre calculée par un changement de variable en différence que le degré du dénominateur de la fonction a intégrer est inférieur
posant x* + px + g = t; (2x + p) dx = dt: d'une unité (k — 1) ; nous avons donc exprimé /; en fonction de /i
En appliquant successivement ce procédé, on arrive a l'intégrale connue:
—k+1 1

I 2x+p I_:J _! +C= ! +C. 11=J zdt 2=—arctgL+C

(x2+ px+q)¥ -k A-k)(x? + px+¢) ! +m-m m

En remplagant ensuite ¢ et m par leurs expressions correspondantes en fonction

Appelons [ la seconde intégrale et mettons-la sous la forme
PP . & de x, on obtient 1'expression de 'intégrale IV en fonction de x, 4, B, p, q.

:j Ax+B dxzj dx :J‘ dt ’ Exemple 2.
(% +px+q)" 2 T I 2 e m?Hk 1
(Hp) +g-P- o1 5(2x+2)+(—1—1)
2 4 j 2 7 dx :J. 2 ; dx=
- . (x=+2x+3) (x=+2x+3)
ou I'on a posé
» » 2 J‘ 2x+2 i 2J‘ dx
— — _ 2 - 5 =
X+ S=tde=d,q="-=m (x +2x+3)° (x? +2x+3)?
(par hypothése, les racines du dénominateur sont complexes et, par conséquent, 1 5 J' dx
_p_2>0) 2(x +2x+3) (x% +2x+3)?
d 4 ) Posons dans cette derniére intégrale x + 1 =¢
Procédons ensuite de la manicre suivante dx dx dt (> +2)—12
2 2y_,2 2 '[ - _[ .[ -
ZI%Z%I%GZIZLI . dfz kl_Lz ! dfz _ (x2+2x+3)2 ren? e F @2 T2 2y
(t"+m”) m " +m7) t+m™)"" m” (" +m”) ) L1 | 24
Transformons cette derniére intégrale — J 2 5 ! > dt = 5 T arc tg % —— .[ %
= == =- onsidérons maintenant cette derniére intégrale:
@ +mH* @ emnH 20 @ w2010 (@2 e m?H! £

J' dt J'td(t +2) 1 J.td[ 1 )_
2 2 -
En intégrant par parties, nous trouvons (*+2)? (t +2)? 2 1 +2

t2dt 1 1 dt L +1 ! + ! arctgL
J. 2 2k:_2(k_1)t 2 2k—1__[ 2, 2Nk | 22242 292420 20%+2) 242 V2

(t"+m”) (" +m”) " +m”*)

Substituant cette expression dans 1'égalité (1), nous avons: . .. . L .. .
P & O (il est inutile d'ajouter une constante arbitraire ; nous 1'écrirons dans I'expression

définitive). Par conséquent,
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J‘ dx 1 arctgx+1—l x+1 1 arctgx+1
(x> +2x+3)> 242 V2

- + +C
V22| 2 +2x+3) 242

Nous avons en définitive:

J' x—1 x+2 \/E x+1

————dx=———F————-arctg—+C
(x? +2x+3)> 2(x%+2x+3) 4 2

§8. Décomposition des fractions rationnelles en
éléments simples

Démontrons que toute fraction rationnelle régulicére peut étre mise, et cela d'une
seule maniére, sous la forme d'une somme d'éléments simples. Soit

F(x)

S ()
une fraction rationnelle réguliére.
Nous supposerons que les coefficients des polyndmes qui la composent sont
réels et qu'en outre la fraction est irréductible (c'est-adire que le numérateur et le
dénominateur n'ont pas de racines communes).

Théoreéme 1. Soit x = a une racine multiple d'ordre k du dénominateur,
clest-a-dire f (x) = (x — a) f; (x), ot f; (a) # 0 (voir § 6, ch. VII) ; la fraction
F(x)

réguliere peut alors se décomposer en une somme de deux fractions

régulieres de la maniere suivante:
F@)__ 4, R®
) x-a)* - fi(x)
ou le coefficient A est différent de zéro et Fy (x) est un polynéme de degré
inférieur a celui du dénominateur (x — a)*™'f; (x).

(M

Démonstration. Ecrivons l'identité
Fix) 4 N F(x)-4 f1(x)
[ -t - [0

2

(celle-ci a lieu quel que soit A) et déterminons A de sorte que le polyndéme F (x)
— Af1 (x) soit divisible par x — a. En vertu du théoréme de Bézout, il faut et il
suffit que I'égalité.

F(a)-Afi (@=0
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soit vérifiée. Comme f; (@) # 0, F (a) # 0, on peut déterminer 4 d'une
maniére univoque a partir de cette égalité avec

4=
Si(@)
Pour un tel 4 nous avons
Fx) -4/ ()=(x-a)Fi (x),
oll Fy (x) est un polynéme de degré inférieur a celui du polynéme (x —a)* f; (x).
Simplifions la fraction dans la formule (2) en divisant le numérateur et le
dénominateur par (x — @). Nous trouvons alors 1'égalité cherchée (1).

Corollaire. On peut appliquer un raisonnement analogue a la fraction
rationnelle régulicre
£ (x)

(x=a)*" f,(x)
qui entre dans la composition de I'égalité (1). Ainsi, si le dénominateur de la
fraction a une racine multiple x = a d'ordre £, on peut écrire
F(x) A 4, Apy . Fi (x)

™ ea)f e rd A

Fi (x)
Si(x)

que nous venons de démontrer a cette nouvelle fraction si f; (x) a d'autres
racines réelles.
Etudions maintenant le cas ou le dénominateur a des racines complexes.

ou est une fraction réguliére irréductible. On peut appliquer le théoréme

Rappelons tout d'abord que les racines complexes d'un polyndme a coefficients
réels sont conjuguées deux a deux (voir § 8, ch. VII).

Dans la décomposition du polyndme en facteurs réels, a chaque couple de
racines conjuguées correspond une expression de la forme X+ px+gq;siles
racines complexes conjuguées sont multiples d'ordre p, l'expression
correspondante sera (x* + px + ¢)".

Théoréme 2. 8i f(x) = (> + px + ¢)* ¢ (x), ot le polynéme ¢, (x) n'est pas
()

divisible par x* + px + q, la fraction rationnelle réguliere peut étre

représentée par la somme de deux fractions réguliéres de la maniére suivante
F Mx+ N D
0 __ MeN e
J) T Hprrgt (3 prrg)'T o (3)
ot @,(x) est un polyndme de degré inférieur a celui du polynéme (x* + px + q)*!
®1 (x).
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Démonstration. Ecrivons l'identité
F(x) _ F(x) _ Mx+N +F(X)—(Mx+N)(P1(X)
J) (P prrg)o(x) (F+px+g)t (7 +pr+g) e (%)
4)

qui a lieu quels que soient M et N. Déterminons M et N de sorte que le
polyndéme F (x) — (Mx + N) ¢, (x) soit divisible par x* + px + ¢. Pour cela il faut
et il suffit que 1’équation

F(x)=(Mx+N) ¢ (x)=0
ait les mémes racines a + i} que le polyndme x* + px + ¢. Par conséquent,

F(a+iB)—[M(a+iB)+N o (o+if)=0

ou
M(a+l’[})+N=F(a—+lP) .
@, (a+if)
. Floa+i . .
Mais m—@ est un nombre complexe, bien déterminé, que I'on peut mettre
9, (a+ip)

sous la forme K + iL, ou K et L sont des nombres réels. Ainsi,
Mo +i)+N=K+iL;

d'ou
Mo +N=K, MB=L
ou
M:é, N:M
p p

Si I'on choisit les coefficients M et N de cette maniére, le polyndme F (x) (Mx +
N) @ (x) aura pour racine o + i} et, par conséquent, la racine conjuguée o — if3.

Ainsi, ce polynéme se divise exactement par x — (o0 + i) et x — (o — if), et, par
conséquent, par leur produit, c'est-a-dire par x~ + px + ¢. En désignant le
quotient de cette division par ®@; (x), nous trouvons

F(x) = (Mx + N) 1 (x) = (& + px + ) D (x).

En simplifiant par x2 + px + ¢ la derniére fraction de l'égalité (4), nous en
déduisons 1'égalité (3), et il est clair que @, (x) est un polyndme de degré
inférieur a celui du dénominateur, c.q.f.d.
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F(x)
S (x)
détermine tous les éléments simples correspondant aux racines du dénominateur
f(x). Nous pouvons donc énoncer la proposition suivante.

En appliquant les théorémes 1 et 2 a la fraction régulicre

on

Si
f)=@x-a)...x-bP P +px+q)... (> +Ix+s),
(x)
(x)
Foo__ 4 A A
S x-a)* (x-a)*! x—a

la fraction

peut étre décomposée de la maniére suivante:

B B, By
+ + . +
(x=b)F  (x-b)F x=b
Mx+ N N M x+ N, N 5)
(2 +px+qg)*  (x*+ px+g)*!
+M#71)C+N#71+ n PX+Q
2 2 v
X"+ px+q (x"+Ix+s)
Px+ P_x+
1 Ql T+ v—1% Qvfl

(x2 +px+q)v71 T2 +px+gq

On peut déterminer les coefficients 4, A4y, . . ., B, By, . . . en tenant compte des
considérations suivantes. L'égalité (5) est une identité, par conséquent, si nous
réduisons ces fractions au méme dénominateur, nous aurons aux numérateurs a
droite et a gauche des polyndmes identiquement égaux. En égalant les
coefficients des mémes puissances de X, nous trouvons un systéme d'équations
pour déterminer les coefficients inconnus 4, 4, .. ., B, By, . . .

Cette méthode de recherche des coefficients est appelée méthode des
coefficients indéterminés.

Nous pouvons également déterminer ces coefficients en tenant compte de la
remarque suivante : les polyndmes que 1'on obtient a droite et a gauche de
I'égalité aprés réduction des fractions au méme dénominateur doivent étre
identiquement égaux, par conséquent, les valeurs de ces polyndmes sont égales
quelle que soit la valeur de x. En donnant a x certaines valeurs concrétes, nous
obtenons les équations nécessaires pour déterminer les coefficients.

Ainsi, nous avons démontré que toute fraction rationnelle réguliére peut étre
mise sous la forme d'une somme d'éléments simples.
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2
Exemple. Soit a décomposer la fraction x—+2 en ¢éléments
(x+1)° (x-2)
simples. En vertu de la formule (5) nous avons
x2+2 A 4, 4 B
= + + + .
x+D3(x=2) (x+D® (x+D)> (x+D) x-2
Mettons les fractions au dénominateur commun et égalons les numérateurs.
Nous trouvons x> +2=A4 (x —2) + A4, (x + 1) (x = 2) + A, (x + 1) (x=2) + B (x +
1)3 (6)
ou
X+ 2=(+BxX’+ (A +3B)x*+ (4 — A, — 34, + 3B) x+ (24— 24, - 24, +
B).
En égalant les coefficients de 2, x% x!, x°, nous trouvons un systéme d'équations
pour déterminer les coefficients
0=A,+B,
1= A1 + 3B,
0=A4-4, 34,+3B,
2=-24-24,-24,+B.
La résolution de ce systéme donne

! s A= 2 s B= 2 .

3 9 9

On aurait pu également déterminer certains coefficients a partir des équations
que I'on obtient de I'égalité (6) qui est une identité en x, en donnant a la variable
x certaines valeurs particuliéres.

Ainsi, posons x = —1, nous trouvons 3 = -34 ou 4 = —1 ; posons x = 2, nous

A=-1 ;Alz

2 . . \ . .
trouvons 6 =278 ; B = R Si nous ajoutons a ces deux équations deux autres

obtenues en égalant les coefficients de mémes puissances de x, nous aurons
quatre équations a quatre inconnues pour déterminer les coefficients. Nous
avons en définitive la décomposition

x*+2 1 1 2 2
G+ (=2)  (x+1)? 3x+D)? 9x+D) 9(x-2)

§ 9. Intégration des fractions rationnelles

o)

X

Soit a calculer l'intégrale de la fraction rationnelle , c'est-a-dire l'intégrale
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0(x)

f(x)

Si la fraction donnée estirréguliere, nous la mettons sous la forme d'une
F(x)

somme d'un polyndme M (x) et d'une fraction rationnelle réguliére m
X

dx .

F(x)

X

(voir § 7). Nous mettons ensuite la fraction sous la forme d'une somme
d'éléments simples (voir (5), § 8). Ainsi, l'intégration d'une fraction
rationnelle arbitraire se raméne a l'intégration d'un polyndme et de plusieurs
¢léments simples.

Nous avons vu au § 8 que ces éléments simples étaient définis par les racines du
dénominateur f(x). Les différents cas sont possibles.

I* cas. Les racines du dénominateur sont réelles et différentes,

c'est-a-dire

fX)=(x—-a)x->5)...(x—4d).

. F . .
Dans ce cas, la fraction (x) se décompose en éléments simples du premier
x
type :
F(x) A B D
= + +...+ ,
f(x) x-a x-b x—d
et alors
J‘F(x)dx:J. A dx+J. B dx+...+I dx =
f(x) xX—a x—=b x—d

=ALlog|x—a[t+BLog|x—b|+..+DLog|x—-d|+C
II°" cas. Les racines du dénominateur sont toutes réelles, mais certaines sont
multiples:

f)=x-a) (x=b) ... (x—d)

x) s 1 . s .
7 peut étre décomposée en €léments x simples des
X

Dans ce cas, la fraction

types I et IL.
Exemple 1 (voir exemple au § 8, ch. X).

2
J x3+2 dx:—j dx3+lJ‘ dxz_g_[ dx +3J‘ dx _
(x+1)"(x-2) (x+1° 39 @x+D° 9Jx+1 9Jx-2

—————3L0g|x+1|+§Log|x—2|+C=
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_—2x—1 +£Log
6(x+1)%> 9
I°™ cas. Le dénominateur a des racines complexes simples (c'est-a-dire
différentes)

x=2

x+1

‘+C.

fO)=(+px+q)...(F+x+s)(x—a)...(x—d)>

. F(x
Dans ce cas, la fraction (x)

se décompose en ¢éléments simples x des types 1,

11, II1.
Exemple 2. Soit a calculer I'intégrale

J‘ xdx
G +D)x-1)
Décomposons la fraction qui figure sous le signe d'intégration en éléments
simples (voir (5), § 8, ch. X)
X _Ax+B C

2 +D(x—1) x2+1 x-1

Par conséquent,
x=(Ax+B)(x— 1)+ C*+1).

Posons x = 1, nous trouvons: 1 =2C, C = % ;

posons x = 0, nous trouvons : 0=-B + C, B=—

1
En égalant les coefficients de x*, nous avons 0 = A + C, d'ou 4 = 5

Ainsi,

d d
'[(x +x1))(cx 1):__J.x AN x_flz
__J‘ xdx J‘ dx 1 ﬂ

x+1 x241 29 x-1

1 5 1 1
——Log|x*+1|+ — arctgx+ —Log|x—-1|+C
p gl \ 5 gx+ - g | |

IV'™ cas. Le dénominateur comporte également des racines complexes
multiples:

f)=+pxtq)t.. . P+k+s) x—a)...(x—d)’
Dans ce cas, les éléments simples du type IV entrent aussi dans la
F(x)

décomposition de la fraction )
X

Exemple 3. Soit a calculer I'intégrale
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J'x4 +4x3 +11x? +12x+8
(x? +2x+3)% (x+1)

Solution.Décomposons la fraction en éléments simples

x4t 417 412048 Av+B  Cx+D | E
(2 H2x+3)2(x+1) (P +2x+3)F xP+2x+3 x-17
d'ou

KA+ 1P+ 12x + 8=
(Ax+B) (x+ 1)+ (Cx+ D) (P +2x +3) (x + 1) + E(x* + 2x + 3)°
En combinant les deux méthodes données pour la détermination des
coefficients, nous trouvons
A=1,B=-1,C=0,D=0,E=1.
On a ainsi

xt +4x3 +11x% +12x +8 x—1 dx
j dx:J. dx+

et [
(x? +2x+3)% (x+1) (x? +2x+3)? x+1
x+2 \/5

————arctgx—H+Log| x+l|+C
2x? +2x+3) 4 V2

Nous avons calculé dans I'exemple 2, § 7, ch. X la premiére intégrale du second
membre. La deuxiéme intégrale peut étre calculée immédiatement.
Il ressort de 1'é¢tude effectuée que l'intégrale d'une fonction rationnelle
quelconque peut étre exprimée par des fonctions élémentaires en nombre fini
1) par des logarithmes si les éléments simples sont du type I ;
2) par des fonctions rationnelles si les éléments simples sont clu type 11 ;
3) par des logarithmes et des arcs tangents si les éléments simples sont du type
11T
4) par des fonctions rationnelles et des arcs tangents si les éléments simples sont
du type IV.

§ 10. Intégration des fonctions irrationnelles

Il n'est pas toujours possible d'exprimer l'intégrale d'nne fonction irrationnelle
quelconque a l'aide de fonctions élémentaires. Nous allons étudier, dans ce
paragraphe et dans les paragraphes suivants, les fonctions irrationnelles dont les
intégrales peuvent étre ramenées par des changements de variable appropriés a
celles cle fonctions rationnelles que nous savons intégrer.
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m r
I. Considérons l'intégrale J.R(x,x” ,...,X%)dx, ou R est une fonction
rationnelle de ses arguments ).
. , . . m r
Soit k& le dénominateur commun des fractions —,...,— . Effectuons la

n

2}

substitution

x=1", dx=k" dt.
Chaque puissance fractionnaire de x peut alors étre exprimée par une
puissance entiere de ¢, et, par conséquent, la fonction a intégrer se
transforme enune fonction rationnelle det

Exemple 1. Soit a calculer I'intégrale
1

J‘ x; dx

x4 +1

. , . . 1 3
Solution. Le dénominateur commun des fractions 5 et Z est4.

Posons, par conséquent, x = £, dx =47 dr ; alors
1

e r I | (e

x4 41
2 3 3 3
4jt2dt—4j' ! dt:4t——iLog| £ |+c:i 4 _Log|t* +1||+C
41 33 3
I1. Considérons maintenant les intégrales du type
En effectuant le changement de variable
" Le symbole R(x, xn yeres x;) indique que l'on effectue uniquement des

m/n

opérations rationne 11es sur les quantités x, x X, Les symboles

R x,[mﬁb) LR(x,Yax* +bx+c)R (sin x, cos x), etc., que nous

cx+d

emploierons par la suite, doivent étre interprétés de la méme fagon. Par
exemple, R (sin x, cos x) indique que l'on effectue des opérations rationnelles
sur sin x et cos x.
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ax+b_kex+dt'
on rameéne cette intégrale a celle d'une fonction rationnelle ou k désigne le

, . . m r
dénominateur commun des fractions —,...,—.
n s

Exemple 2. Soit a calculer l'intégrale

J.\/mdx

Solution.Posonsx+4=¢,x=¢F—4,dx=2tds; alors

2
j“x+4dxzzj ; dzzzj[n 24 )dt:
x 24 24

Nx+4-2
Vx+4+2

2t+2L0g +C.

") +C=2yJx+4+2Log

§ 11. Intégrales du type JR(x,\/axz +hx+c)dx

Considérons l'intégrale
J.R(x, Vax? +bx+c)dx, (1)

oua#0.

Cette intégrale peut étre ramenée a celle d'une fonction rationnelle par les
substitutions de variables d'Euler.

1. Premiére substitution d'Euler. Si a > 0, on pose

Vax? +bx+c =+va x+1

Prenons, pour fixer les idées, le signe plus devant Ya. Alors
ax*+bx+c=ax2+2Vaxt+7,
d'ou x est défini comme une fonction rationnelle de ¢

t2—c

c—2\/;t

(dx est aussi une fonction rationnelle de #), par conséquent

Vax? +bx+c—\/5x+t—\/_ £ —c
b— 2t\/_

c'est-a-dire que v ax? +bx+c est ramenée & une fonction rationnelle de .

X =

Puisque vax> +bx+c, x et dx s'expriment par des fonctions rationnelles de ¢,
l'intégrale (1) est donc ramenée a celle d'une fonction rationnelle de z.
Exemple 1. Soit a calculer I'intégrale
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J‘ dx
Vx’+c
Solution. Puisque ici @ = 1 > 0, nous posons v x> +¢ =—x + ¢ ; alors
x2+c:x2-2xt+t2,

d'ou
tT-c
2t
Par conséquent,
2
1" +c
dx = > dt,
2t
) e 1? +c
X" +ec=—x+t=-— +t=—-.
2t 2t
En revenant a l'intégrale initiale, nous avons
t* +c
dx 2 dt /
J. = [-& =I—=L0g|t|+C1=L0g x+Vx? +e +C,.
X2 ? +c t
2t

(voir la formule 14 de la table d'intégrales).

2. Deuxieme substitution d'Euler. Si ¢ > 0, nous posons

vax? +bx+c :xti\/z

ax2 + bx +c=x"F + 2xt \/; +c

(nous avons pris, pour fixer les idées, le signe plus devant la racine), d'ou x est
défini comme une fonction rationnelle de ¢:

_2Jei-b

a—t?

alors

Puisque dx et +vax®+bx+c sexpriment également par des fonctions
rationnelles de ¢, alors en substituant les valeurs de x, ax? +bx+c et dedxen
fonction de 7 dans 1'intégrale J.R(x, Vax? +bx+c)dx on raméne cette derniére

a l'intégrale d'une fonction rationnelle de ¢.

Exemple 2. Soit a calculer I'intégrale
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A=V1+x+x2)>2
—_—
2 l+x+x2
Solution.Posons V1+x+x2 =xt+1 ; alors

— 2_
1+x+x7=x"+2xt+ 1, x=2t 21; dxz—zt 2;-;2‘
1-t¢ 1-¢7)
V1+x+x? :xt+1:#;
1-t¢

2% —¢

1-£2
Substituant les expressions ainsi obtenues dans l'intégrale que nous désirons
calculer, nous trouvons

J(l—\/1+x+x )2 (2740 (A-1P) (A -17)(2 -2t +2) di—
\/1+x+x (1—t2>2(2r—1)2(r2—t+1)(1—t2)2

I-Vl+x+x? =

3 :—21+Log +C
1-¢
C2(Wl+x+x’ - + Log | \/1+x+x
x | 1+x+x? +1
2_
—M+Log 2x+2V1+x+x% +1|+C.
X

3. Troisieme substitution d'Euler. Soient o et B les racines réelles du trindme

ax’ + bx + ¢. Posons
Vax? +bx+c =x—-pP)t
Comme ax* + bx + ¢ =a (x — &) (x — P), il vient
ya(x—o)(x =) = (x—aj,
a(x—a)x-PB)=@x-a)s’
a(x—a)=(x-a)t
x s'exprime alors par une fonction rationnelle de ¢:

_aP-at 2
a—t*
Etant donné que dx et +ax?+bx+c = sont également des fonctions

rationnelles de ¢, l'intégrale considérée se raméne, par conséquent, a celle d'une
fonction rationnelle de ¢.
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Remarque 1. Le changement de variable indiqué dans la troisiéme
substitution peut étre appliqué non seulement quand a < 0, mais aussi quand a >
0 si seulement le trindme ax” + bx + ¢ a deux racines réelles.
Exemple 3. Soit a calculer 'intégrale

dx

J.\/ch+3x—4
Solution.Comme x*+ 3x—4 = (x +4) (x — 1), posons
N+ dH(x-D=(x+4)¢
alors G+ x-D=(x+4)7>7A x-1=x+4) ¢

1+4¢° 10t
X=——7g, dx=——od,
1—¢ (1-t7)

2
NCEYE) {11*42 +4}=15t2 .

-t

Revenons a l'intégrale considérée, nous trouvons:

J\/ZL:JIOt(l—tz)dt:J‘ 2
x“+3x-4

(1-1%*)25¢ 1-¢2
. 1+ x—1
Log el + C=Log _ Vx4 +C=
-t x—1
1-—
x+4
Vx+4 +4/x-1
Log |//———F——|+C
Vx+4 —+x-1

Remarque 2. Remarquons que les substitutions de variables d'Euler
indiquées aux cas 1 et 3 suffisent pour que l'intégrale (1) soit ramenée a celle
d'une fonction rationnelle. En effet, considérons le trindme ax® + bx + ¢. Si b —
4ac > 0, les racines du trindme sont reélles, et nous sommes donc en présence
du cas 3. Si b* — dac < 0, nous avons dans ce cas

1
ax* +bx+c= ” [(Qax + b)Y’ + (4ac — b?)]
a
et, par conséquent, le signe du trindbme coincide avec celui de a. Pour que

Vax? +bx+c soit réel, il faut que le trindme soit positif et, partant, que a > 0.
Nous sommes donc en présence du premier cas.
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§ 12. Intégration de certaines classes de fonctions
trigonométriques

Nous n'avons étudié jusqu'ici que les intégrales des fonctions algébriques
(rationnelles ou irrationnelles).

Dans ce paragraphs nous considérerons l'intégration de certaines classes de
fonctions non algébriques, et, en premier lieu, celle des fonctions
trigonométriques. Soit une intégrale de la forme

J.R(sin X, COs x)dx . H

Montrons que cette intégrale peut toujours étre ramenée a une intégrale d'une
fonction rationnelle par le changement de variable

X
tg = =t 2
&7 )

. . . X .
Exprimons sin x et cos x en fonction de tg 5 et, partant, en fonction de #:

. X x . X X x
2sin —cos — 2sin —cos — 2tg —
L 2 2 2 2
sin x = 0 = = = s
. X X X
sin? Fcos? Y 14tg?t 1+
2 2 2
x x X
cos®> = —sin? = cos® ~—sin? = 1-tg? = 1—¢2
cosx = 1 2 _ 2 _ 2 _ .
x x
cos? = +sin’ = l+tg2— 1+1
2 2
En outre,
2dt
x=2arctgt, dx= -
1+¢

Nous pouvons donc exprimer sin x, cos x et dx par des fonctions rationnelles de
t. Une fonction composée de fonctions rationnelles étant une fonction
rationnelle, en substituant les expressions ainsi obtenues dans l'intégrale (1),
nous la ramenons a une intégrale d'une fonction rationnelle:

2
J.R(sinx,cosx)dx=J.R 2t2 ,1 t2 2dt2.
1+¢t7 1+4¢7 |14¢

Exemple 1. Considérons l'intégrale

J’ dx
sinx

En vertu des formules précédentes, nous pouvons écrire
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2dt
dx 1+22 J'dt
_ = — = =Log|t|+C =Log| t +C.
J.sinx 2 g¢] g gz
1+¢2

Le changement de variable considéré résout le probléme de l'intégration de
toute expression de la forme R (cos x, sin x). C'est pourquoi il est parfois appelé
« changement de variable universel pour l'intégration des expressions
trigonométriques ». En réalité ce changement de variable conduit fréquemment
a des fonctions trop compliquées. Pour cette raison, il est parfois préférable de
ne pas utiliser ce changement de variable, mais d'avoir recours a d'autres
méthodes menant plus rapidement au but.

1) Si l'intégrale est de la forme IR(sin x) cos xdx , le changement de variable
sin x = ¢, cos x dx = dt nous conduit & une intégrale de la forme J R(t)dt .

2) Si l'intégrale est de la forme IR(cos x)sin xdx , elle peut étre ramenée a une

intégrale d'une fonction rationnelle par le changement de variable cos x = ¢, sin
xdx=—dt.
3) Si la fonction a intégrer ne dépend que de tg x, en effectuant le changement

de variable tg x = ¢, x = arc tg ¢, dx = nous ramenons son intégrale a

1+¢2

l'intégrale d'une fonction rationnelle
J. R(tg x)dx =

4) Si la fonction a intégrer est de la forme R (sin x, cos x), ou sin x et cos x ne
figurent qu'aux puissances paires, nous emploierons le changement de
variable

tgx=t, (2"
car sin® x et cos® x peuvent étre exprimés par des expressions rationnelles de tg
X:

2 1 1
Cos™ ¥ =——"—=——
1+tg“x 1+t
2 2
. t
smzx:g—);: ! 3
I+tgx 1+¢
dt
dx = 3
1+¢

Aprés avoir effectué ce changement de variable, nous obtenons I'intégrale d'une
fonction rationnelle.
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Exemple 2. Calculer I'intégrale
-3
sin” x
[ g
2+cosx
Solution. Cette intégrale se ramene aisément a une intégrale de la forme

J R(cos x) sin xdx . En effet,

J‘sin3x d Jsinzxsinxdx J‘l—coszx
—dx = =

2+cosx 2+cosx 2+cosx
Effectuons le changement de Variable cos x=z. Alors sin x dx = - dz:

stflcozxd Jz 2 0D J dZ_J(Z_2+zi2jdzz

2

sin xdx .

%—22+3Log(z+2)+C7 cos’ x—2cosx+Log(cosx+2)+C.
Exemple 3. Calculer '[ dx 5 Effectuons le changement de variable tg
2—sin” x

xX=t

j dx :J' dt :J' dt arc tg——
2-sin® x t? 5 2+17 \/_ \/_
S la+e%)

1 tgx
—1arctg| — |+C.
V2 [ V2 ]
5) Considérons maintenant une intégrale du type IR(sin X,co8 x)dx , ou R (sin

x, cos x) = sin™x cos"x dx (ou m et n sont des nombres entiers). Il faut ici

considérer trois cas. a) J. sin” x,cos” x dx, ou I' un au moins des nombres m et

nestimpair. Supposons pour fixer les idées que n est impair. Posons n = 2p
+ 1 et transformons 1'intégrale:
Jsin’” xcos?P* x dx = Jsin’” xc0s?? xcos x dx = J.sin’” x(1-sin? x)? cos x dx
Effectuons le changement de variable

sin x =t, cos x dx = dt.
Substituons ces expressions dans 1'intégrale considérée, nous trouvons:

Isinm xcos” xdx:J‘tm(l—tz)pdt.

C'est l'intégrale d'une fonction rationnelle de 7.
Exemple 4.
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J' cos® x dx J‘ cos’ xcosx j (1-sin x) cos x dx
sin® x sin* x sin® x ’
Posons sin x = ¢, cos x dx = dt, nous avons
1-t°x)dt dt dt 1 1 1 1
'[COS x I( X) J —22——3+—+C:— 3 +— +C
sin” x t 3¢ t 3sin” x SsInXx

b) J.sin " x,cos8” x dx , oi m et n sont cles nombres pairs non négatifs.
Posons m = 2p, n = 2q. Ecrivons les forinules irigonornétriques bien connues
. 1 1 11
sinx=— - = cos 2x, cos’x=— + — cos 2x 3)
2 2 2 2

En substituant ces expressions , dans l'intégrale considérée, on obtient

11 P !
JsinzP cos?? xdx:J ———cos2x | x| =+=cos2x | dx.
2 2 2 2

En effectuant les opérations indiquées, ou obtient un développement suivant les
puissances paires et impaires de cos 2x. Les termes contenant des puissances
impaires peuvent étre inlégrés comme nous l'avons indiqué dans le cas a). En ce
qui concerne les termes contenant des puissances paires, nous appliquons
successivement la formule (3) afin d'abaisser le degré de ces puissances. En
procédant de cette manicre, on arrive finalement a des termes de la forme

J. cos kx dx que I'on intégre facilement.
Exemple 5.
. 1 1
jsm4 xdx = —ZI(I—cos 2x)2dx = ZJ(I—ZCOS 2x+cos? 2x)dx =
2

’ x_Sin2x+lj(1+COS4x)dx L Ex—sin2x+sm4x +C.
4 2 4|2 g

¢) Si les deux esposants sont pairs et si I'un d'eux au moins est négatif, la
méthode indiquée dans le cas b) est sans effet. Il faut alors poser tg x = ¢ (ou

cotgx =1).

Exemple 6.
J‘sm2 X J'sm x(sin? )2+cos x)* dx:Itgzx(l+tg2x)2dx-
cos’ x cos” x

dt
Posons tgx =1 ; alors x =arc tg ¢, dx = — » etnous avons:
1+¢
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3 5
tg x+tg X
3 3

3 5

sin’ x 0 f, A+ _[Pa+Hyar=vZsc-
| ol I =] T

COS X

+C.

6) Considérons enfin les intégrales suivantes:

Jcos mx, cos nx dx , J.sin mx, cos x dx , Jsin mx,sin nx dx . On peut les calculer
ey * .
en utilisant les formules ) suivantes (m # n)

cos mx cos nx = — [cos (m + n)x + cos (m — n)x],

sin mx cos nx = — [sin (m + n)x + cos (m — n)x],

il SR Y [

sin mx sin nx = 5 [ cos (m + n)x + cos (m — n)x].
En substituant et en intégrant, on trouve
1
jcos mx, oS nx dx = 5 J [cos(m +n)x+cos(m— n)x]dx =

sin(m+n)x sin(m—n)x
2(m+n) 2(m—n)

Les deux autres intégrales se calculent d'une maniére analogue.
Exemple 7.

sin 8x . sin 2x
16 4

+C.

. . 1
J. sin 5x sin 3xdx = 5 J [— cos 8x +cos 2x]dx =—

§ 13. Intégration de certaines fonctions irrationnelles a
l'aide de transformations trigonométriques
Revenons a l'intégrale considérée au § 11, ch. X

JR(x, Vax? +bx+c)dx, (1)

* On peut étabiir aisément ces formules comme suit : cos (m + 1) x = cos mx cos
nx — sin mx sin nx, cos (m — n) x = cos mx cos nx + sin mx sin nx. En ajoutant
membre & membre et en divisant par deux, on obtient la premiére des trois
formules. De méme, en retranchant membre a membre puis en divisant par
deux, on obtient la troisiéme formule. La deuxiéme formule peut étre établie de
la méme maniére en écrivant les développements de sin (m + ) x et de sin (m —
n) x puis en sommant les expressions correspondantes.
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2

onaz0etc— 2 # 0 (dans le cas ou a = 0 l'intégrale est de la forme II §
a

2
10, quand ¢ — Z— = 0 l'expression ax’ + bx + c=a (x + ¢ — 2i)2 , et nous
a a

avons affaire a une fonction rationnelle, si a > 0; si a < 0 la fonction

Vax? +bx+c n'est pas définie pour aucune valeur de x). Nous allons montrer
comment cette intégrale peut étre ramenée a une intégrale de la forme

J'E(sin 2,c082)dz (2)

étudiée au paragraphe précédent.
Transformons le trindme figurant sous le signe de la racine

2 2
a’’+bx+c=a x+i + c—b—
2a 4a

x+i:t dx=dt.
2a

b2
Vax? +bx+c=_lat* +|c—— .
4a

Etudions séparément les divers cas possibles .
2 2

. b b
1. Soit a > 0, 0-4— >(0. Posons a = m?, c-4— = 5. Nous aurons alors dans ce
a a

Posons

Alors

cas:

\/ax2 +bx+c=\/m2t2 +n?
2

2. Soita >0, c-b— <0. Alors
4a

b2
a=m’,c-—=n",
4a
Par conséquent,

\/ax2 +bx+c=\/m2t2 -n?.
2

3. Soita <0, c-b— > 0. Alors
4a

2

2

a=m2,c-— =n".
4a
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Par conséquent,

\/axz +bx+c =\/n2 —m?t? .
2

. b [ .
4. Soita <0, c-4— < 0. Dans ce cas, Vax> +bx+c est une quantité complexe
a

quel que soit x.
L'intégrale (1) peut donc étre ramenée a une intégrale de I'un des types suivants

L IR(t,\/mztz +n?)dt | G.1)
1L jR(t,\/mztz —n?)dr dt. (32)
1L IR(I,\/nZ —m2%)dr . (33)

I1 est évident que l'intégrale (3.1) se ramene a une intégrale de la forme (2) si
l'on effectue le changement de variable
n
=- —tgz.
m
L'intégrale (3.2) se raméne a une intégrale de la forme (2) si I'on pose
n
t=— —secz.
m
L'intégrale (3.3) se raméne a une intégrale de la forme (2) si I'on pose

n .
t= — —smx
m

Exemple. Calculer l'intégrale

J‘ dx

/(az —x?)?
Solution. Cette intégrale est du type III. Posons x = a sin z ; alors dx = a cos
z dz,

J J acos zdz J‘acoszdz o
=5 =
\/(a -x%)? \/(a —a’*sin? 2)° a cos z
1 sinz 1 sin z 1 X
—J :—th+C— 2 +C:—2—+C=—2
cos® z a® cosz a” \1-sin? z a \a*-x?

* . A s 14

Vl-sin? z = | cos z |, nous nous arréterons, pour fixer les idées, sur un seul
cas :
| cos z | =cos z.
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§ 14. Fonctions dont les intégrales ne peuvent étre
exprimées par des fonctions élémentaires

Nous avons indiqué au § 1, ch. X (sans donner de démonstration) que toute

fonction f (x) continue dans un intervalle (a, b) a dans cet intervalle une

primitive, c'est-a-dire qu'il existe une fonction F (x) telle que F' (x) = f (x).

Cependant, toute primitive, méme sielle existe, ne s'exprime pas par

des comibinaisons en nombre fini de fonctions

élémentaires.

Telles sont, par exemple, les primitives exprimées par les intégrales

je_xzdx, Ism—xdx, Iﬂdx, J 1-k2 sin? xdx, I dx
x x Log x

ainsi que bien d'autres encore.

Dans tous ces cas, la primitive qui ne peut étre exprimée par des combinaisons
en nombre fini de fonctions élémentaires représente évidemment une fonction
d'une nature nouvelle.

[
I
70
0
ol T T !
Fig. 208 Fig. 209

Par exemple, celle des primitives

2 J‘ -
— e
Jr
qui s'annule pour x = 0, est appelée fonction de Laplace et est désignée par la
notation @ (x). Ainsi,

¥ e+ C

2 2
Ox)=—|e" de+C
=/

si

®0)=0
Cette fonction est trés bien étudiée. Il existe des tables détaillées donnant les
valeurs de cette fonction pour diverses valeurs de x. Nous verrons au § 21, ch.

2
XVI comment cela peut étre réalisé. Les graphiqnes de la fonction e et de la

fonction de Laplace y = @ (x) sont représentés sur les figures 208 et 209. De
méme, celle des primitives
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J'\/l—kz sin2 xdv+ Cy (k< 1),

qui s'annule pour x = 0, est appelée « intégrale elliptique » et est désignée par la
notation £ (x),

E () :J' 1-k2 sin? xdx+ G,
Si
E0)=0.
I1 existe également des tables détaillées donnant la valeur de cette fonction pour
diverses valeurs de x.

Exercices

1. Calculer les intégrales

6
1. J.xsdx.Rép. %+c.

x? 2x\/;

2. j(x+\/;)dx.Rép.—+
2 3
3. J.[%—x4dex.Rép. 6\/;—%x2\/;+C.
2
4 J.de.Rép.ng\/;nLC.
Jx 5

5. j(l i+2)dx.Rép. L8 e

+C.

—+

x? x\/; X \/;
6. Iﬁ.kép. 2 e,

4x 3

2 5
7. J'x2+L v Rép. *—+2 3 13x +C.
x 5 4

Intégration par changement de variable
8. J.esxdeép. %esx+C.

9. IcosSxdeép. %+C.

COS ax

10. jsinaxdx Rép. — +C.

a
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L 2
11. J' 8% v Rép.— Log x+C 28. j X dx Rep \/x3+1+C.
X
12.j dx .Rép.—COtg3x+C. cosxdx 1
sin’ 3x 3 2. | +C.
dx tg 7x sin” x sinx
13. I Rép. 2% . sinxdx 1
oe? 72 P 30.j T Rép. ———+C.
i cos” x 2cos” x
14.J' Rép.— Log|3x—7|+C. ¢ tg?
3x-7 p3 el | 31, j 8 _axrep. 14 c
I . COS™ X
15. j:Rep.—Log\l—ch . Icotgxdx . o’
[ 5 :
16.j E pep.— Llog|s—2x|+C s 2
>-2x 21 33, J' Rép. 2.ftgx—1+C
17. jtgzxdeép.—5Log\cos2x|+c cos” xytg ¥ 1
2
| . 34, fdeRép,Log_Mw
18. J.cotg(Sx—7)deép.gL0g|sm(5x—7)\+C. x+1 2

19.

| dy 35. IMRép.\/2sinx+l+C.

, 1
Rep.7§L0g|cos3y\+C v2sinx+1
36. j LU W ——
(14 cos2x) 2(1+cos2x)

37. J'M Rép. 2y 1+sin® x +C
\/1+sin2 X

cotg3y

20. Icotg%dx .Rép. 3Log +C

. X
sin —
3

1
21. J-tg(p-sec2 ¢ do Rép. Etgch+ C

1ltgxwL
22. J[tg4S cothJdSRep Log|sine' |+ C 38. J. Rép. —\/(tgx+1) +C
cos® x
. S . 1 Y 39 J‘ cos 2x dx R& _L 1
— - - _ Z 1+ . — R¢p. S
23. Rép. I[tg 4S —cotg 4Jd5 Rép. p Log|cos4S|-4 Log|sin 2 C (2+3sin 2x)° 12 (2+ 3sin 2x)°
.3 sin 3xdx
4. J‘ 2 Ré .SIH ad 40. J. ep. +C
sin“ x cos x dx Rép +C %/cos“ - 3cos 3x
4 2 3
. L d L
25. [cos® xsin xdvRép.—<=4C. a1 [ZEEZRep, Llic
x

2
26. I\/xz +1xdx Rép.lw/(xz +1)% +C. 0 jarcsmxdx arcsin’ x .

[ 2
1-x
xdx
27. J. Rép. — \/2x +3+C. arctgxdx _, arctgzx
J2x? 43 43, J' S Rép. TR C

1+
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3

aI'CCOS X Ré arccos™ x
44, j p.—— > 2 4C

2
45, J"arccotzgxdeép'_arccotg x+C
I+x

46. jﬂRep—Log(x +1)+C
47. J.zx;ldx Rép. 1+ Log(? + 2x +3)+ C
x°+2x+3 2

48. JMRép. L og@sinx+3)+C
2sin x+3 2

49. J dx Rép.Log|Logx |+ C
xLogx

2 5
50. J.2x(x2 +1)* dx Rép. %w

3
51. Itg4xdeép.t‘ng—tgx+x+C

52. J+ Rép.Log|arctgx |+ C
(1+x*)arctg x

53. szRép.lLog\stgxﬂHC
cos” x(3tg x+1) 3

4

g Tic

4

3
t.
54, J £X_avRép.
COS™ X

55. Rép.Log | arcsinx |+ C

J‘ dx
V1-x?2 arcsin x

56. Jﬂdxm@p. L og|2+3sin2x |+ C
2+3sin2x 6
57. J.cos (Logx)@ Rép.sin (Log x) + C
X
1
58. Icos (a+bx)drRép. - sin (a-+ bx)+ C

59. Jezxdx Rép. %ez" +C.

60.

6l.

62.

63.

64.

65.

66.

67.

J

68.

69.

70.

71.

72.

73.

74.
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X

X
je3deép.3e3 +C

J. ™ cos x dx Rép.e’ "+ C

2
)C

+C

J. a” xdxRép.
2Loga

X X

J-egdx Rép. aed +C

1
J'(e“fdx Rép. — ™ +C
4

3,‘( eX

j3xexdeép.—+
Log3+1

J.e_3xdx Rép. —%673)5 +C

5x
.[(es'* +a% )dx Rép%(ei* + 2 J+c

loga

5x
J'exz*“*” (x+2)dx Rép. %(e“‘ + 2y Cj .

loga

loga—logh

jesen” e

dx Rép.

1 .
j X e, LLog(3+46)+C
344" 4

2\f
d 1
I T Rép. - Log 2 +¢*)+ C
2+e 2

J. dx Rép.Larctg(\/g)+C

1+2x2 NG

1 .
Rép. —arc sm(\/§)+C

V3

Rép. 1 arc sin:iTx +C

J‘ dx
V1-3x2

J' dx
V16 -9x2
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75]\/_

76.I B pep. Larctg X+ C
4452 2 2

Rép.arc sm— +C

77.I dx Rép.%arctg% +C

9x? +4
78.J dx Rép.LLog 2+3x
4_9x2 12 2-3x

Rép. Log | bx + Vx2+9 |+ C
bx+4b%x% —a?
ax+vb? +a’x?

ax—c

79.J' dx
Vx2+9
80. j—dx
/bz 2_,2
IV 2ra%x?
82. J.LRep %Log

a2x2 —6’2

Rép. %Log +C

81. +C

Rép. — Log

+C

ax+c

3
Rép. Logx +\/§ +C

5-x 65 X3 =5

84. J xdx Rép. —arcsmx +C

\llx
2

85.‘[ e Rép.%arctgx—z+c.
a

83.

J‘xdx 1

x4 +at 2a

X
86. Ji Rép.arc sine" + C
_ 2x

87. I RepLarc51n1/5x+C
V3-5x2 3

88. J‘—zcos xd)zc Rép.larc tg[smijrC
a® +sin” x a a
89. & Rép.arc sin (Log x) + C

J.xwll—log2 X

90. J' arccos x —x

Vi-x?
91 J‘x—arczgx
I+x

NS
9. jﬂdeép%,/(nlogxf +C
X
\/1+\/; . 4 3
93. J' deep.—w/(1+\/;) +C
Rép. 4\[1+ x+C

1
dx Rép. —E(arc cosx)2 +yl-x* +C

dx Rép.%Log (1+x%- %(arc tgx)’+ C

94.

jfm

*d
95. J. © ; Rép.arctg e’ + C
l+e**

96. j\/1+30052 X sin xdx Rép.—%wl(l+3cos2 x)3 +C

cos xdx Rép. 3sinx +C

97. J'
VSln X

08, [S2XE  pp —2\l4cos® x+C

V1+cos? x

99, J‘cos xd Rép. 1
sin” x sin x 3s1n X

100. J' Vg T i Rép.> %/tg x+C

COS X

dx 1 2
101. I—Rép.—arc tg J:tgx +C
2sin? x+3cos? x \/g 3

Ax+B

Intégrales du type J.z—dx :
ax” +bx+c

+C

102.I2LRép.larctgx—+l+C
X° +2x+5 2 2

1
103. J.— ép. ——arc tg
3x? —2x+4 V11

J_
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dx 2x+3- \/_ 6x+7
104'J—Rép' — Log| ———2"%= 118. J. Rép. arcsm—+C
x? +3x+1 NG V5- 7x 3x? V109
x-5 —Log| 6x+5+412x3x+5) |+ C
105. I—Re Lo +C j ,— Rép. Og‘ x
X7 —6x+5 P g -1 x(3x=5) ‘/_
2x+3
Z ’ .
106. j —— Réparctg(2z—1)+C 120-I—Rep- arcsin———+C
227 —2z++ \/2—3x—x2 \/ﬁ
107.I#Rép.Larctgﬂ+C 121J' Rep Log 10x—1+420(5x2 —x—1) |+ C
3x2—2x+2 Vs 245 Jox? —x—
(6x—Tdx _,
108. Z—Rep.L0g|3x277x+11|+C 122.J.deRép.2\/ax2+bx+c +C
a7 —Tx+1l Vax? +bx+c
Gx-2)dx . 3 g 10x-3
109. | ——=—Rép. —Log (5x* -3x+2)——— +C (x+3)dx
2—3x+2 10 J_ ST 123.]\/7
IIOJ. dx R¢ 3Lo (xz—x+1)+Larct 2x- +C 1 v 5
x?—x+1 P 2 s NG £ NE) \/4x +4x+3+4L0g 2x+1+v4x? +4x+3 |+C
Tx+1 2 1
111j drRép. T Log (Bx—D)+ Log (2 +1)+C xDdy e ]
oot O Rép Loz Gx=l) g (2x+1) 124J' 1i )66 e 665434 C
1 1 10x-1 V=113 +66x+3
112. j—deep —Log(Sx —-X+2)————=arctg—— 3)d _
5x2 —x+2 5 \/_ \/_ 125.'[ (x+3)dx Rép. —l\/3+4x 4% +7arcsm2x 1+C
V3+4x—4x? 4 2
113, J‘6x —5x7 +4x? dx Rép ;
2x% —x+1 ' 126.j\/ﬂd x Rép. —\)2x —x+TL0g(4x 1+\[8(2x -x))+C
3 X2 2 4x-1 x(2x !
x —7+ZL0g‘2x —x+1‘ 2\/— arcthJrC Intégration par parties :
0 - Mg+l 127. Ixexdx Rép.c(x—1)+ C
114.I > - — Rep.Tarctg \/_ +C
2c0s” x+sinxcos x+sin” x 7 7 lZS.IxLogxdeép.lxz Logx—l LC
, Ax+B 2 2
Intégrales du type J
Vax? +bx+c 129.J.xsinxdeép‘sinx—xcosx+C
1 8x+3
1s. [ —=——=Rep.~ 5 aresin—=="1+C 130.IL0 xdx Rép.x (Logx— 1)+ C
V2-3x—4x? \/ﬂ g p-x (Log )
. . . [ 2
116'J. dx Rép.Log x+%+ /x2+x+1 +C 131.jarcsmxdeep.xarcsmx+ I-x"+C
/ 2
I+x+x 132.IL0g(1—x)deép.fx7(lfx)Log(lfx)+C
as . \/72
ll7.j—Rep.L0g S+a+v2aS+8% |+C
V2aS +S?
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n+l
133.Jx” Log x dx Rép.*—| Log x——— |+ ¢
n+l1 n+1
1
134.Ixarctgxdeép.5[(x2+ larctgx—x]+C

135.Jxarcsinxdeép.%[(2x2+ 1) arc sinx+xy1+x2 [+ C

136. jLog(x2 +1)dx Rép. x Log (¥ + 1) — 2x + 2arc tg x + C

137. Iarc tg\/; dx Rép. 24x aresinvx +4/x +C
arcsm\/_
138. I dx Rép. 24x arcsin vx +24/1-x +C

139.J.arcsin1/ al dx Rép. x arcsin L—\/zwLarctg\/;JrC
x+1 x+1

2
140. jxcosz xdeép.xT+%xsin 2x+%cos2x+C

141.Imdeép.x—\/l—x2 arcsinx +C
V1-x?

142. Jxarctgx ép.—x +larctgx—lar0tgx+C
(x? +1)? 41+x%) 4 2 1+x?

143.J.xarctg\/x2 —1ldx Rép.%)ﬂarctg\/x2 —1—%\/x2 -1+C

. 2
144. I arcs;n Y dx Rép.Log Izvi=x | 1 arcsinx + C
X

X X
x+l+x? [=V1+x% +C
1-x

146. Jarcsin X x Rép. aresin x +l Lo

Ja-x2)3 Vi-x? 2

145. J.Log (x+1+x? )dx Rép. x Log

+C

1+x

Dans les exemples suivants introduire des variables trigonométriques :

dx Rép. ———— arcsin ‘i
x

14SI V4 —x%dxRép. Zarcsm———x\/4 x? + x Na-x? +C

147, j” Va® —x*

dx , V1+x?
149.I—Rep.—
150. j deep Vx?—a? —aarccos L4 C

X

x X 1
151. J.— Rép. — —=+C
2
w/(a2+x2)3 a” \a? +x*
Intégration des fractions rationnelles :

(x-2)°

x—1

+C

52. J'de Rép.Log
(x-D(x-2)

6
j X dx Rép.lLog —(x+ 3)
(x+1)(x+3)(x+5) 8 7 (x+5)°(x+1)
xz(x—Z)5
(x+2)°

+C

x° +x x* x?
154. j—deep T+7+4X+L0g

x> —4x

+C

4 2
55.J'¢R' D L PO it

: oy 2)+C
(x* =D(x+2) 5 6 " (x+1)? sy teslr

156.j . Rép. ——+Log =24 C
(x=1 (x—2) x-1 x-1

Y
157J' dx Rép. ——+Log & 22) +C
x® —4x? +4x x—2 X

2
158, J‘ 3x+2 Rép. 4x+32 +Log X . L C
x(x+l) 2(x—1) (x+1)

2
159. J‘ x3dx Rép. a 25x+12 +L0g(x+4j ‘C
(x+2) (x+4) x°+6x+8 x+2

160. J'z—xRép.Log +C
x(x” +1) x2+1
3
-2x+5 2 -1
16 IJ. —3x -3 deép‘Logu+ arctg—+C
(x— 1)(x -2x+5) x—1 2 2

2

6 +4 3 x 3 X
162. J.—deep Log—+—arctg———arctg—+C
x* +6x7 +8 Je2i2 2 2 V2 V2
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dx (x+1) 2x-1
163.j Rép.—Log—+ arc tg +C
x4l 6 x?—x+1 \/5 \/g
2
- 4 1
164.[#&& Rép. Log - arctg ‘i
X +x" +4x+4 (x+D)? 2

Log 2arctg—2+C
x*+1 V2 T ex2 41 1-x

2
165. J‘4xdx Ré 1 x +x\/5+l+\/— x\/z

166. jf—dx Rép% [x*+Log (X - 1)]+C

1
167. jx X 1 Rép. %+Log(x2+2)2 _ ! arctgi+C
(x*+2)2 4(x% +2) a2 V2

_ 2 2
168.I (4x 3 82x)dx2 Rép. 3x Zx + Log (xz D —arctgx+C
(x=-D"(x"+1 (x-D(x"+D x°+1

dx
169. j Rép
(x2 —x)(x2 —-x+ 1)2

Logx_l— 10 arctgzx_l— 2x -1
x 33 33 —x+])
Intégration des fonctions irrationnelles :

170. J-\/_+1deep [F—Log(i/xTﬂ)}C
171. j—d Rép. \/_ \/_+c

+C

172] “1 ép —£ 1 2Logx—24Log (¥x +1)+C

i/_ J‘
2+\/;

173.I—deép.
Q/;+i/;+\/;+l
gQ/x_s—%?/x_4+4§/x_3—6§/x_2+62/;—9L0g(Q/;—+1)+

+iLog(6V x? + 1) + 3arc tgﬁ/;+ C

174]‘ /l x_R Log 1- x+\/l+x
1+X)g

s Viex

\ll—x2

X

+C
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l75.jwl_—xﬂRép.2arctg 1_x+L0g o - 1_x+C
l+x I+x++1-x

176. J'—deep 14{1\/_—%1/§+é‘\4/x3 —%7\/;& +§‘\4/x5}+c
177."‘,/2+3xdeép.\/3x2—7x—6+ W roglx-Z4 x-Zx-2|+c
x-3 23 6 3

Intégrales du types IR(x, Vax? +bx+c)dx :

Vx? —x— \/_ 1
178. J. Rép. —L0 +C
xVx? —x+3 3 2\/3
179, [ —2— A pep, Lo Vx|
xV2+x—x? V2 3 2\/E
dx 1
ISO.J.—Rép arcsin -
xVx? +4x-4 x\/_
[ 2
ISI.IX—mdeép.\/x2+2x+Log x+lavx? 42x [+C
x

+C

182.J' B pep. 1

\/(Z)C—xz)3 \/Zx—x2
183.J‘\/2x—x2a’xRép.l[(x—l)\/bc—x2 +arcsin(x—l)]+C
Rép. —+—\/x —1——L0g x+1/x?

184J' \/_

(l+x)\/l+)c+x2 2+ x+Vl+x+x>
(x+1) , 1
186.j dxRép.———— 4 C
(2)c+xz)\/2x+x2 V2x +x?
/ 2 2
187, [LoVIEXEX 0 RepLog| 2P¥ =2V ITxtx” | o

2
X

x\/1+x+x2
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2
188, J_\/x+4x
x2

dx Rép. — + Log

8
x+vVx? +4x

Intégration des fonctions trigonométriques :
. , 1
189. J.sm3 x dx Rép. 3 cos’x—cosx+ C

3 cos” x

. 2
190."‘s1n5 xdeép.—cosx+§cos x—+C
x

191. J‘cos“ xsin® x dx Rép. —% cosix + %cos7x+ C

3
192. J. €05 X v Rép.cosec x —lcosec x+C
sin? x 3

193. jcos2 x dx Rép. %% sin 2x + C

194.jsin4 xdy Rép. > x-S0 2x  sindx
8 4 32
1 . in’ 2 .
195.Ic0s6xdeép.E(5x+4sm2x—sm x+%sm4xJ+C

196. jcos“ xsin® x d Rép. %(3X—Sin dx+ s“:fx}r c

2
t
g2x+Log|cosx|+C

197. jtg3xdeép.

1 1 .
198. Icotgsx dx Rép. —Zcotg4x+500tg2x+ Log|sinx |+ C

2
t .

199. Icotg3x dx Rép. — o8 X _ Log|sinx |+ C
t 3tg’
200.J.sec8xdeép g’ r,ex T tgdxttgx+C

4 4 tg7x thx
201.jtg xsecx dx Rép. +EAC

202. j d)j Rép.tg x + - tghx + C
cos” x 3

203. J. COSY i x Rép. C - cosec x
sin? x

x+2+vx2 +4x

+C

5 1

204.jSln XX pép. —(cos X)+3(cos 3 x)+C
Veos* x
. . , sin4x sin2x
205.J.smxsm3xdeep.—T+T+C
. sinllx sin3x
206. j cos 4x cos 7x dx Rép. +C
22 6
. , cosbx cos2x
207.J.c052xs1n4xdeep. - -———F+C
12 4
208.J.sinlxcos§xdeép. —Cosx+coslx+C
4 4 12 2
X
tg—-2
1
209._|'d—x, Rép.—Log| —2—|+C
4—-5sinx 3 b
2tg ——1
2
dx 1 x
210.I—Ré ~arctg|2tg X |+C
5-3cosx P 2 g g2
211. J'smxdx 2 _xiC
1+sin x X
l+tg—
2
212. J'COSde p.x—tgX+C
I+cosx 2

213. j SIN2Y e Réparc tg (2 sinx— 1)+ C
COS .X+Sln X

214.j—x2Rép.ltg ol X e
(1+cos x) 272 6 2

tgx

dx 1 1
ZIS.I—Rép.—— cotg x+—arctg| — ||+C
sin? x +tgZx 2{ V2 N2

t
216J. sin” x deép.\/Earctg BX ) vic.
1+cos? x \/E
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Chapitre XI INTEGRALE DEFINIE

§ 1. Position du probleme. Sommes intégrales inférieure
et supérieure

Un puissant moyen d'investigation en mathématiques, en physique, en
mécanique, ainsi que dans d'autres disciplines est fourni par 1'intégrale
définie, une des notions fondamentales de l'analyse. Le calcul des aires
délimitées par des courbes, des arcs, des volumes, du travail, de la vitesse, du
chemin, des moments d'inertie, etc., se raméne au calcul d'une intégrale définie.

¥

0 : 0l z7a z, x; x4 Ifh X

Fig. 211

Soit y = f'(x) une fonction continue donnée sur le segment [a, b] (fig. 210 et
211). Soient m et M respectivement sa plus petite et sa plus grande valeur sur ce
segment. Partageons le segment [a, b] en n parties par les points
A= Xy X1, X2y« + 0y X1, Xy = b
avec
Xo<X1<x2<...<X,,

et posons

X=X =AX1;X—X1=AXo, .. , X, —Xp.1 = A X,
Désignons la plus petite et la plus grande valeur de f'(x)

sur le segment [x,, x1] par m; et M,,
sur le segment [x|, x,] par m, et M,

sur le segment [x,.; , x,| par m, et M,,.

Formons les sommes

428

n
Sp,=mAx;+mAx,+. ..+ mnAanZmiAxi
i=1

n
5, = MAxi+ MoA X, +. .+ MAx, =Y MAx,

i=1
La somme s, est appelée somme intégrale inférieure et s, somme intégrale
supérieure.
Lorsque f (x) > 0. la somme intégrale inférieure a pour valeur numérique l'aire
de la figure en escalier « inscrite » ACoN, C\N, C,,N,BA et la somme
intégrale supérieure l'aire de la figure en escalier « circonscrite » AK,CiKj . . .
C,.K,,C,BA.
Indiquons quelques propriétés des sommes intégrales inférieures et supérieures.
a) Etant donné que m; < M, quel que soiti (i =1, 2, .. ., n), on a, en vertu des
formules (1) et (2)

555, ()
(I'égalité correspondant a f'(x) = const).
b) Etant donné que
mzmmy2m,... m,=m,

ou m est la plus petite valeur de f'(x) sur [a, b], on a

b_c,i:mle1+m2Ax2+...+m,,Ax,,2mAx1+mAx2+. -
oot mAx, =m (A A+ - Ax) =m (b - a).
Ainsi,
s> m(b —a).
c) Etant donné que
M EM, MM, ...,M,<M,

ou M est la plus grande valeur de f'(x) sur [a, b], on a

En:M|AX[+M2AX2+...+MnAxn<MAX1+MA)C2+ ...... +MAX,,:
M(AX1+A.X2+ ...... +Axn):M(b—a).

Ainsi,
s,SMb-a). (5
Réunissant les deux inégalités obtenues, on a

mb-a)<s, <s, <M(b-a). (6)

Lorsque f(x) > 0, la double inégalité obtenue admet une interprétation
géométrique simple (fig. 212), étant donné que les produits m (b —a) et M (b —
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Fig. 212

a) représentent respectivement les valeurs numériques des aires du rectangle «
inscrit » AL L,B et du rectangle « circonscrit » AL,L,B.

§ 2. Intégrale définie. Théoréme d'existance de
l'intégrale définie

Continuons l'examen de la question du paragraphe précédent.

Prenons un point sur chaque segment [x,, x1], [x1, X2], - . -, [Xn-1, Xa]
4 y:f(t)
_’/ n-f A
A ’
A 4 Az
1 1)
&) | A }52)
0 T8 5 & _Ez z, Tpy §,, I;=b z
Fig. 213
que nous désignerons respectivement par &y, &, . . ., &, (fig. 213),
Xo <& <x,x1 <& <X .. X0 <& <X,
Soient f'(&)), f (&, - - .,.f (€, les valeurs de la fonction en ces points. Formons la

somme

sp=f(E) Ary +f (&) Ayt +f(E&) Av, = Y fE)AY, (1)
i=1
qu'on appelle somme intégrale pour la fonction f'(x) sur le segment [a, b]. Etant
donné que, quel que soit &; sur le segment [x;, x;],

430
m; < f (&) <M,
et que Ax; > 0, on en déduit
miAx; < f(&) Ax; < M; Ax;,
par conséquent,

imimi < " S (€A, SZn:MiAxi
i=1 i=1 i=1

ou
;< 5, <5,,. 2)

L'interprétation géométrique de cette derniére inégalité est que, pour f'(x) > 0, la
figure ayant s, pour aire est délimitée par une courbe comprise entre les courbes
en escalier « inscrite » et « circonscrite » .

La Somme s, dépend du mode de découpage du segment [a, b] en segments [x;
1, X;] et du choix des points &; sur ces segments.

Désignons maintenant par max [x;, x; ] la longueur du plus grand des segments
[%0, X11, [X1, X2], - - -, [Xn-1, X,]. Considérons divers découpages du segment [a, b]
en segments partiels [x;, x;] tels que max [x.;, x;] — 0. Il est évident que le
nombre n de segments d'un tel découpage tend vers Pinfini. On peut former
pour chaque découpage, en choisissant les valeurs correspondantes &;, la somme
intégrale

n
s, = 2 [EDAY, 3)
i=1
Considérons une certaine suite de partitions, pour lesquelles max Ax; — 0, et n
— 0. Pour chaque partition nous choisissons les valeurs &;. Supposons que cette

. . , * * . ..
suite de sommes intégrales ) s, tende vers une certaine limite

n

lim s, = lim le fEDAY, 4)
i=

Nous pouvons maintenant formuler la définition suivante.

Définition 1. Si pour toutes partitions du segment [a, b] telles que max Ax;

— 0 et pour tout choix des points &; dans les segments [x.;, x;] la somme

intégrale

n
s, =Y fEDAY,
i=1
tend vers une méme limite s, cette limite est appelée intégrale définie de la
fonction f'(x) sur le segment [a, b] et notée

* r . r
Dans le cas donné, la somme est une grandeur variable ordonnée.
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b
J F(x)dx

Ainsi par définition

max Ax; -0

n b
lim > fE)Ay = [ f(dx (©)
i=1 a

Le nombre a est la borne (ou la limite) inférieure de 1'intégrale et b la borne (ou
la limite) supérieure. Le segment [a, b] est le segment d'intégration, x la
variable d' intégration.

Définition 2. Si la limite (6) existe pour la y#
fonction f'(x), cette fonction est dite intégrable sur le
segment [a, b]. Notons que la somme intégrale
inférieure s, et la somme intégrale supérieure s, sont

des cas particuliers de la somme intégrale (5),
Fig. 214
de sorte que si f (x) est intégrable, les sommes

intégrale inférieure et supérieure tendent vers une
méme limite s, de sorte que nous pouvons écrire en
vertu de 1'égalité (6) :

max Ax; -0

. b
lim > max, :J' fdx (7
i=1 f

max Ax; -0

" b
lim ZM,-AXI-:J‘ fode ()
i=l "

Si T'on construit le graphique de la fonction sous le signe somme (le signe
d'intégration) y = f'(x), lorsque f'(x) > 0, I'intégrale

b

[ reas
est numériquement égale a 1'aire du trapéze curvilignc formé par la courbe y
= f'(x), les droites x = a, x = b et I'axe Ox (fig. 214).

Par conséquent, on calculera l'aire du trapéze curviligne formé par la courbe y =
f(x), les droites x = a, x = b et I'axe Ox au moyen de l'intégrale

b
0=[rwdr. ®
a
Démontrons l'important théoréme suivant.

Théoreme 1. Sila fonction f (x) est continue sur le segment [a, b], elle est
intégrable sur ce segment.
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Démonstration. Partitionnons de nouveau le segment [a, b] (a < b) en
segments [x,, X1], [x1, X2], - - o e X, - - oo ot , [X%-1, X,]. Formons les sommes
intégrales inférieure et supérieure
n
=Y mAx,  (9)
i=1

n
5,= Y M Ax,  (10)
i=1
Etablissons maintenant quelques propriétés des sommes intégrales inférieures et
supérieures.

Propriété 1. Quand on augmente le nombre des segments figurant dans la
partition du segment [a, b] en ajoutant de nouveaux points de division, la
somme intégrale inférieure ne peut qu'augmenter, et la somme intégrale
supérieure ne peut que diminuer.

Démonstiation. Supposons que le segment [a, b] soit partitionné en n’
segments en ajoutant de nouveaux points (n'> n). Si un segment quelconque [x.
1, Xx] sera partitionné en plusieurs segments, par exemple en p; segments, alors
dans la nouvelle somme intégrale inféricure s, au segment [xii, X]

*
correspondra une somme de p; termes, que nous noterons s p, - Dans la somme
—Fk

\ *
s, a ce segment correspond un seul terme my, (x; - X;.1). Or pour la somme 5, et
¢

la grandeur my;, (x; — x;.1) on a une inégalité analogue a l'inégalité (4) § 1. Nous
pouvons écrire

*
> -
S p, = Mk (k = Xp-1)-

Ecrivant les inégalités correspondantes pour chaque segment et sommant les
termes a gauche et a droite nous obtenons

Sy s, (n'>mn). (11)
La propriété 1 est démontrée.

Propriété 2. La somme intégrale inférieure (9) et la somme intégrale
supérieure (10) tendent, quand le nombre des segments augmente indéfiniment
du fait de l'adjonction de nouveaux points de division, vers certaines limites s et
s .
Démonstration. Nous pouvons écrire a I'appui de 1'inégalité (6) § 1

8y < M (b - a)a

autrement dit s, est bornée pour tous les n. En vertu de la propriété 1 s, est
monotone croissante quand » croit. Par conséquent en vertu du théoréme 7 sur
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les limites (cf. § 5 ch. II) cette grandeur variable posséde une limite :
désignons-la par s
lims, =s. (12)

n—®©

On établit de méme, que 5, est bornée supérieurement et monotone

décroissante. Par conséquent, s, posséde une limite, que nous désignerons par

N

Iims, =s
n—o0

Propriété 3. Sila fonction f (x) est continue sur le segment fermé [a, b,
alors les limites s et 5 définies dans la propriété 2 sont égales, a condition que
max AX; — 0.

Désignons cette limite commune par s:
s =s=75. (13)
Démonstration. Considérons la différence des sommes intégrales
supérieure et inférieure
Sy = Sa =My -my) Axy + (My - ma) Ay + oA (M- my) Axi + .
n
+ (M, - m) A, =) (M, =m,)Ax,; . (14)
i=1
Désignons par ¢, la plus grande des différences (M4; - m;) pour n'importe quelle
partition
€, = max (M - mi)
On pent démontrer (mais nous ne nous y arréterons pas), que si la fonction f(x)
est continue sur un segment fermé, alors pour toute partition du segment [a, b]
€, — 0, si seulement max Ax; — 0
lim g,=0 (15)

max Ax; -0
La propriété d'une fonction continue sur un segment fermé qu'exprime 1'égalité
(15) est appelée la continuité uniforme de la fonction.
Nous utiliserons ainsi le théoréme : Une fonction continue sur un intervalle
fermé est uniformément continue sur cet intervalle.

Revenons a 1'égalité (14). Remplagons chaque différence (M; - m;) dans le
second membre par la grandeur non inférieure €,. Nous obtenons I'inégalité

S, -8, SeAite, Ant.. . te, Ax,=
€, (Ax; + Axs-. ..+ Ax,) =¢, (b-a).
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Passant a la limite quand max Ax; — (n — o) nous obtenons
. -_— _ < e — — — 7 =
c'est-a-dire
lims, =lims,= s 17)
ou

s =s =s,c.qfd

Propriété 4. Soient s et s, les sommes intégrales inférieure et
—m ny

supérieure correspondent aux partitions du segment [a, b] respectivement en n,
et en ny segments. On a alors l'inégalité
S, S5, (18)

=m

pour tous n; et n,.

Démonstration. Considérons la partition du segment [a, b] en n3 = n; + n,
segments, ou les points de division sont les , points de division de la premiére et
de la seconde partition. Nous avons alors en vertu de I'inégalité (3) § 1

8, < Sy - (19)
Nous avons en vertu de la propriété 1

8, < Sy, - (20)

S, < Sy, 21

Utilisant les relations (20) et (21) nous pouvons élargir 1'inégalité (19)

Sy < S, <85, 55,

ou

c.q.f.d.

Propriété 5. Silafonction f(x) est continue sur le segment [a, b], alors pour
n'importe quelle suite de partitions du segment [a, b] en segments [x;1, X;],
réalisée non nécessairement en ajoutant de nouveaux points de division, si

4 . . * . 4
seulement max Ax; — 0 la somme intégrale inférieure s, et la sornme intégrale

supérieure s; tendent vers la limite s définie dans la propriété 3.

Démonstration. Considérons la suite des partitions de la suite des
sommes intégrales supérieures sn, définies dans la propriété 2. Pour toutes
valeurs de n et m (en vertu de 'inégalité (18)) nous pouvons écrire :
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glﬁ s,

Passant a la limite pour n —»o0, nous aurons eu vertu de (15)
*
SpSS.

4 ~ * . .
Nous démontrerons de méme que s <s,, . Ainsi,

* < *
§m£s_ Sm

ou

s-5,20,5, -s20  (22)

Considérons la limite de la différence
lim  (sm-s,).
max Ax; -0
Comme la fonction f'(x) est continue sur le segment fermé [a, b], démontrons
(de méme que nous l'avons fait pour établir la propriété 3) que (cf. égalité (16))

—%k
. *
lim (sm- s, )=0.
max Ax; -0

Ecrivons ainsi cette derniére relation

Jim [(E; —s)+(s—§;)}=0

max Ax; —0|

En vertu de (22) chacune des différences figurant entre crochets est non
négative. Par conséquent,
—k
lim (sw-5)=0; lim (s, -5)=0
max Ax; >0 max Ax;—0
Et nous obtenons en définitive

—* %

lim spw=s; lim s, =5
max Ax; -0 max Ax;—>0 "~

c.q.f.d.

On peut maintenant démontrer et énoncer le théoréme. Soit /' (x) une fonction
continue sur le segment [a, b]. Considérons une suite arbitraire de sommes
intégrales

5 =3 Ay
i=1

telle que max Ax— 0, &; est un point arbitraire du segment [x;.1, x;].
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Considérons pour la suite donnée de partitions les suites correspondantes
des sommes intégrales inférieures et supérieures s, et 5,. Pour chaque

partition on aura les relations (2)
s <s,<5§

—-n n-
Passant a la limite pour max Ax; — 0 et utilisant les égalités (23) et le théoréme
4§ 5, ch. 11, nous obtenons

lim &

max Ax; —0

ou s est la limite définie dans la propriété 3.
Cette limite, comme nous l'avons dit plus haut, est appelée intégrale définie
b

J. f(x)dx . Ainsi, si la fonction f'(x) est continue sur le segment [a, b], alors

n=75

a

b
lim S oA = [ roods 24)
a

Notons que parmi les fonctions discontinues il existe aussi bien des fonctions
intégrables que des fonctions non intégrables.

Remarque 1. Notons que l'intégrale définie dépend seulement de la fonction
y =f(x) et des bornes d'intégration, mais non de la variable d'intégration, qu'il
est loisible de désigner par n'importe quelle lettre. On pourra donc, sans changer
la valeur de l'intégrale définie, remplacer la lettre x par n'importe quelle autre
lettre

b b b
J' f(x)dx=J' fode=. .. = J' f(2)dz

Remarque 2. Lorsque nous avons introduit la notion d'intégrale définie
b

Jf(x)dx, nous avons supposé @ <b. Sib<a,onprendrapar définition

a

b a
I F(x)dx=— J' f(x)dx.  (25)
a b

Ainsi,

0 5

Ixzdxz—szdx

5 0
Remarque 3.Enfinsi a = b,on posera par définition pour toute
fonction £(x)
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J' f(x)dx=0.  (26)

Ceci est naturel du point de vue géométrique. En effet, la longueur de la base du
trapéze curviligne est nulle, et donc son aire aussi.

b
Exemple 1. Calculer I'intégrale J.kx dx (b>a).

Solution. Géométriquement, le probléme revient a calculer l'aire Q du
trapéze formé par les droites y = kx, x =a, x = b, y = 0 (fig. 215).

La fonction y = kx sous le signe somme est continue. Par conséquent, il nous est
permis dans le calcul de l'intégrale définie, comme on 1'a noté plus haut, de
découper le segment [a, b] arbitrairement et de choisir des &, intermédiaires
arbitraires. Le résultat du calcul ne dépend pas du procédé de construction de la
somme intégrale, pourvu que le plus grand des segments partiels tende vers
Z€ro.

Partageons le segment [a, b] en n parties égales. La longueur Ax de chaque

b—
segment est Ar=—"2 , qu'on appelle « pas » de la
n

division. Les abscisses des points de division sont
Xo=a,x;=a+ Ax
X,=a+2Ax,...,x,=a+ nAx.
Prenons pour points &; les extrémités gauches de chaque
segment

§1=a,§2=a+Ax,§3=a+2Ax,..,
E=a+(m-1)Ax.

Formons la somme intégrale (1). On déduit de /(&) = k&;
Sp=kE\Ax + kEAX + . . .+ kEAX =
=kaAx+[k(a+A)]Ax+...+{k[la+(n-1)Ax]} Ax=
=k{at(@a+A)+(@+2Ax)+...t[a+(n-1)Ax]} Ax=

=k {na+[Ax+2Ax+...+(n—-1) Ax]}Ax =

=k{na+[1+2+...+(n—-1)]Ax} Ax,

b—a n(n—1)

ol Ax = .Etantdonné que 1 +2 +..+ (n— )=

n
(la somme d'une progression arithmétique),

s, =k na+n(n_1) boalb=a =k a+n_—1b;a b-a).
2 n n n 2

. n—1
Comme lim——=1,0na
n—o n
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a b? —a?
2

n—o

limanQZkI:a+ }(b—a):k
Ainsi,

b2 —a?

b
jkxdx:k

Le calcul de l'aire ABba (fig. 215) en géométrie ¢lémentaire est trivial. Le
résultat est le méme.
b
Exemple 2. Calculer J.x2dx .
0
Solution. L'intégrale donnée est égale a l'aire Q du trapéze curviligne formé
par la parabole y = x?, les droites x = b et y = 0 (fig. 216).
Découpons le segment [0, b] en n parties égales par les points
X=0,x1=Ax,x,=2Ax, ..., x,=b=nAx,
b
Ax=— .
n
Prenons pour &; les extrémités droites des segments.
Formons la somme intégrale

S, = XLAX+ X3 Ax+...+ X Ax =
¥  y-x? = l(Ax)zAx+(2Ax)2Ax+...+(nAX)2AxJ:
:(Ax)3[12+22+...+n2j.

Comme on sait
12427 1. 4n? <20 DERED
.
donc
3 3
D2n+1
Sn:b_M:b_(Hl [2+gj;
n 6 6 n n
. b ) b3
05z 0% lim 5, = 0= [ ds ="
0

Fig. 216

b
Exemple 3. Calculer J.m dx (m = const).

a

Solution.
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n

b n n
.[mdx: lim Y mAx,= lim mY Av,=m lim ¥ Av, =m(b—a)

max Ax; -0 4 max Ax; -0
i=

- max Ax; -0 4
=1 i=1

i=1

n

Ici ZAxi est la somme des longueurs des segments partiels constituant le
i=1

segment [a, b]. Quel que soit le découpage, cette somme est égale a la longueur

du segment b — a.
b

Exemple 4. Calculer je" dx .
a
Solution. Divisons de nouveau le segment [a, b] en n parties égales
b-a
n

Xo=a,x1=a+Ax, ..., x,=a+ nAx, Ax =

Prenons pour points &; les extrémités gauches. Formons la somme intégrale
L= Ax e Ax+. 4TI A = e (14 e 4+ eV AY
L'expression entre parenthéses est une progression géométrique de raison e et
de premier terme 1, donc,

L™ -1 Ax

N

s, =e Ax=e® (™ 1)
e |
. . Ax
On a ensuite nAx=b-a ; lim =1.
Ax—0 pAY 1

m = lim 1 =1.) Par conséquent,

(D'apres la regle de L'Hospital, li
MAx—0 g% ] A0 p*

lims, =Q=e“(e"™ —1)-1=¢” ",
n—ow

c'est-a-dire

b

J. eXdr=el —e"

a
Remarque 4. Les exemples traités montrent que le calcul des intégrales
définies en tant que limites de sommes intégrales est sujet a des difficultés
considérables. Méme quand les fonctions a intégrer sont treés simples (kx, ¥, &),
ce procédé exige des calculs fastidieux. Les calculs deviennent inextricables
quand il s'agit de fonctions plus compliquées. I1 est donc naturel de chercher
une méthode pratique de calcul des intégrales définies. Cette méthode, due a
Newton et a Leibniz, utilise le lien profond entre 'intégration et la dérivation.
Les paragraphes suivants du présent chapitre ont pour objet l'exposé des
fondements de cette méthode.
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§ 3. Propriétés fondamentales de l'intégrale définie

Propriété 1. On peut sortir un facteur constant de sous le signe somme : si
A = const,

b b
[areod= 4] feoax. @
Démonstration. ’ ’

b n . b
Jarcode= tim Z]) AfE)Ax =4 lim le S €A =4[ £ (x)dx

Propriété 2. L'intégrale définie de la somme algébrique de plusieurs

fonctions est égale a la somme algébrique des intégrales des fonctions. Ainsi,

dans le cas de deux fonctions

b b b

[+ b= [ Ao [ 00 2
Démonst[;ation. ’ ’

b n
[l fuhie=tim 3 [E)+ fa&)hx =

N gg}%[;fl EDAY + ) /o (&,-)Ax,} =

i=1

lim ngl (E)AY, +maxlgx111%0;fz (€AY, =

max Ax; —>
i

ffl (x)dx+j.fz (x)dx

La démonstration est valable pour un nombre arbitraire de fonctions.

Les propriétés 1 et 2, démontrées pour les cas a < b, subsistent pour a > b.
Cependant, la propriété suivante n'a lieu que pour a < b.

Propriété 3. Si sur le segment [a, b], (a < b), les fonctions [ (x) et ¢ (x)
satisfont a la condition f(x) < ¢ (x), on a

b b
j f(x)dx < J' o(x)dx.  (3)

Démonstration. Considérons la différence



441
b b b n
Jotods- [ reods= [lo-reokr= | tim 2lee)- b,

Onao (&) -f(&) =0, Ax; > 0. Donc, chacun des termes est positif ou nul, il en
est de méme de la somme et de sa limite

b b b
J'[cp(x) — f@kx=0 ou J' o(x)dx - J F(x)dx >0
d'ot I'on déduit I'inégalité (3).
Sif(x)>0eto (x)>0,lafig. 217 donne une illustration géométrique de cette
propriété. Il résulte de ¢ (x) > f (x) que faire du trapéze curvilgne a4,B:b n'est
pas supérieure a celle du trapéze a4,B,b.

Propriété 4. m et M étant respectivement la plus petite et la plus grande
valeur de f (x) sur le segment [a, bl et a < b, on a

b
m(b—a)< J.f(x)dx <M(b-a). 4)
Démonstration. On a par hypothése
m<f(x) <M.
On déduit de la propriété (3)
b b b b b
jmdx SJf(x)dx S.[de (4 Or, J.mdx:m(bfa); J‘de:M(bfa)

(voir exemple 3, § 2, ch. XI). Substituant ces expressions dans l'inégalité (4"),
on obtient 1'inégalité (4).

y
X Gl R 8
22 8, N
. '
AR b, A g
B SRR f
E :: e oTe P00 0s ’ m
ol a bz a0z b ox
Fig. 217 Fig. 218

Lorsque f'(x) > 0, cette condition est illustrée géométriquement par la fig. 218:
l'aire du trapéze curviligne a4Bb est comprise entre les aires des rectangles
aAlBlb et LlAszb.
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Propriété 5 (Théoréme de la moyenne). La fonction f (x) étant
continue sur le segment [a, b, il existe sur ce segment un point & tel que l'on a

b
[rea=e-are. ©

Démonstration. Soit, pour fixer les idées, a < b. Si m et M sont
respectivement la plus petite et la plus grande valeur de f (x) sur [a, b], on a, en
vertu de la formule (4),

b
m sLjf(x)deM
b—a
D'ou

b
;J.f(x)dx:,u oumspus<M
b—a

f (x) étant continue, elle prend toutes les valeurs comprises entre m et M. On

aura donc pour une certaine valeur & (a <& <b) pu=f (&), soit
b
[rwasc= rew-a
propriété 6.a,b, c étant ;rois nombres arbitraires, on a
b c b
[reas=[ reac+ [ rmax - ©

pourvu que ces trois intégrales existent.

Démonstration. Supposons d'abord que a < ¢ < b et formons la somme

intégrale pour la fonction f'(x) sur [a, b].

Etant donné que la limite des sommes intégrales ne dépend pas du mode de

découpage de [a, b], nous découperons [a, b] en segments partiels de sorte que ¢
b

soit un point de division. Décomposons ensuite la somme intégrale Z ,

a

c b
correspondant au segment [a, b], en deux sommes Z et z correspondant
a c

respectivement aux segments [a, c] et [c, b]. On a dans ces conditions
b c b
D SEIAY = FE)AY + Y f(E)A,

Passant a la limite quand max Ax; — 0, on obtient la relation (6).
Sia <b <c, on peut écrire, en vertu de ce qui précéde
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b c b b c c
_|' f(x)dx = J' f(x)dx + J' f(x)dx ou J' f(x)dx = J f(x)dx j F(x)dx
a a c a a b
mais, en vertu de la formule (4) du § 2
c b b c b
J" F(0)dx = —.[ f(x)dx par conséquent. _|' F(x)dx = J' F0)dx+ .[ F(x)dx
b c a a c
On démontre d'une maniére analogue cette propriété pour un agencement
quelconque des points a, b et c.
La fig. 219 illustre la propriété 6 dans le cas ou f(x) > 0 et a < ¢ < b: l'aire du

trapéze aABb est la somme des aires des
trapézes aACc et cCBb. 1}!]

4@ &

§4. Calcul de I'intégrale définie.
formule de Newton-Leibniz

Dans l'intégrale

b
j F(x)dx

Fig. 219
fixons la borne inférieure a et faisons varier la borne supérieure b. La valeur de
l'intégrale variera en conséquence, c'est-a-dire que l'intégrale sera une fonction
de sa borne supérieure.
Désignons la borne supérieure par x pour revenir a des notations familiéres et,
pour éviter toute confusion, désignons la variable d'intégration par t. (La

valeur de l'intégrale ne dépend pas de la
désignation de la variable d'intégration.)

X

On a [lintégrale j f(®dt. a étant
a

constant, cette intégrale est une fonction

de sa borne supérieure x. Soit O(x) cette
fonction:

o) = [ . (1)

Fig. 220
Si la fonction f (¢) est non négative, ®(x) est numériquement égale a l'aire du
trapéze aAXx (fig. 220). 1l est évident que cette aire varie avec x.
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Trouvons la dérivée de ®(x) par rapport a x, c'est-a-dire la dérivée de
l'intégrale (1) par rapport a sa borne supérieure.
Théoréme 1. f (x) étant une fonction continue et si l'on pose @(x)=

j f(0)dt
D’(x) =f(x)

En d'autres termes, la dérivée d'une intégrale définie par rapport a sa borne

supérieure est égale a la fonction sous le signe somme dans laquelle la variable

d'intégration a été remplacée par la valeur de la borne supérieure (sous la

condition que la fonction sous le signe somme soit continue).

Démonstration. Donnons a la variable x un accroissement arbitraire Ax

positif ou négatif ; on a (compte tenu de la propriété 6 de l'intégrale définie)
X+Ax X x+Ax

Dx + Ax)= j F(6)dt = J' f(o)dt+ j £ ()t

L'accroissement de la fonction ®(x) est égal a
AD = D(x + Ax)- D(x)

X+Ax

_ j F(o)dt+ I f(t)dt—j f(t)dt

soit
X+Ax
AD = J' f()dt
X
Appliquons a cette derniére intégrale le théoréme de la moyenne (propriété 5)
AD =£(8) (x +Ax —x) =f(§) Ax
ou § est compris entre x et x + Ax.
Formons le rapport de l'accroissement de la fonction a l'accroissement de la
variable

AD _ f(9Ax

N A /©)
Par conséquent,

, . AD
)= A~ A/ ®

Mais comme & — x quand Ax — 0, on a

Jim f(9)=lim /(@)
et comme £ (x) est continue

g}c JE®©=1/
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On a donc @’ (x) =f'(x) et le théoréme est démontré.

Ce théoréme admet une illustration géométrique simple (fig. 220)
l'accroissement A® = f(&) Ax est égal a l'aire du trapéze curviligne de base Ax et
la dérivée @ (x) = f'(x) est égale a la longueur du segment x.X.

Remarque. Il résulte notamment du théoréme démontré que toute fonction
continue admet une primitive. En effet, si la fonction f (f) est continue sur le

X
segment [a, x], comme il a été indiqué au § 2, chap. XI, l'intégrale J. f(@)dt

a
existe, c'est-a-dire qu'existe la fonction

D)= J' f()dt

qui est, comme on I'a démontré ci-dessus, une primitive de f'(x).
Théoreme 2. F (x) étant une primitive de la fonction continue f (x), on a

j F(X)dx = F(b)—F(a). (2)

Cette formule est appelée la formule de Newton-Leibniz ).
Démonstration. Soit F (x) une primitive de f'(x). D'apres le théoréme 1, la

X
fonction J‘f (¢)dt est aussi une primitive de f (x). Or, deux primitives

a

arbitraires d'une fonction donnée se distinguent par une constante C *. On peut

X
écrire, par conséquent, J‘f X)dx=F(x)+C*. 3)

a
C* étant adéquatement choisi, cette égalité est vraie pour tous les x, c'est donc
une identité. Pour déterminer la constante C*, posons dans cette identité x = a;
alors

f f(t)dt = F(a)+C*

ou

" Notons que cette appellation de la formule (2) est conventionnelle car ni
Newton ni Leibniz n’ont donné explicitement cette formule. Mais il est
important de souligner que ce sont précisément Leibniz et Newton qui, les
premiers, ont établi le lien entre l'intégration et la dérivation ayant permis d
énoncer une régle de calcul des intégrales définies.
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0=F(a)+ C*,
donc
C*=-F(a).
Par conséquent,

j.f(f)df =F(x)-F(a)
Posant x = b, on obtient la fosmule de Newton-Leibniz:

j:f(t)dt =F(b)-F(a)
ou, en revenant a la variable Zi’intégration X,

jlf(X)dx =F(b)-F(a)

Notons que la différence F (b) - F (a) ne dépend pas du choix de la primitive F,
car toutes les primitives se distinguent les unes des autres par une constante qui
disparait dans la soustraction. Introduisant la notation )

F(b) - Fla)= F(x)..

on peut mettre la formule (2) sous la forme
j f@)dx=F ()| =F(b) - F(a).

La formule de Newton-Leibniz fournit un moyen de calcul pratique des
intégrales définies quand on connait une primitive de la fonction a intégrer.
C'est la découverte de cette formule qui a conféré a l'intégrale définie la portée
qu'elle a aujourd’hui en mathématiques. Bien qu'un processus analogue au
calcul de l'intégrale définie en tant que limite d'une somme intégrale fit déja
connu dans I'Antiquité (Archiméde), les applications de cette méthode étaient
limitées toutefois aux cas les plus simples ou la limite de la somme intégrale
pouvait étre calculée directement. La formule de NewtonLeibniz a
considérablement étendu le domaine d'application de l'intégrale définie, les
mathématiques ayant recu une méthode générale permettant de
résoudre différents problémes particuliers, et il en est résulté¢ un élargissement
considérable de la sphére des applications de l'intégrale définie en technique, en
mécanique, en astronomie, etc.

" On utilise les deux transcriptions équivalentes
b
F(b)-F(a)=[F)], et F(b)-F(a)= F(x),

Nous utiliserons par la suite indifféremment 1'une ou l'autre transcription.
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Exemple 1.
b 212 2 2
dex:x— =b a
2 2
a a
Exemple 2
b 312 .3 3
J.xzdx:x— =b a
3 2
a a
Exemple 3.
b n+l n+l n+l
J.x"dx=x | b a n=-1)
n+l|a n+1
Exemple4
b v,
J-exdx:ex =e’ —e
Exemple 5.
2n

Isinxdx:—cosx|z =—(cos2n—cos0)=0
0

Exemple 6.

1

=21

0

1+x

Nt

§ 5. Changement de variable dans une intégrale définie

Théoreme. Soit donnée l'intégrale
b
[ reas,

ou [ (x) est continue sur le segment [a, b].
Introduisons la nouvelle variable t par la formule
x=0 (0).

Si
Do(@)=a,¢(PB)=b,
2) ¢ (¢) et ¢' (¢) sont continues sur le segment [a., B,
3) flo (1)] est définie et continue sur [a, B], alors

b B

[redr=[ flool@ar.
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Démonstration. Si F (x) est une primitive de f (x), on peut écrire les
égalités suivantes

b
j f(X)dx =F)+C, (2)

[lewk'od =Flowi+c G

dont on vérifie la 1égitimité en dérivant les deux membres par rapport a ¢. (Elle
résulte aussi de la formule (2), § 4, chap. X.) On déduit de 1'égalité (2)
b

[ reode=F o, =F@) - F@.
et de I'égalité (3) ’
B
j Howk'@ar = Flo)]" = Flo®)]- Flp(e)] = Fb) - F(a).

Les seconds membres de ces égalités sont
égaux et, par conséquent, les premiers le sont
aussi, c.q.f.d.

Remarque. Dans le calcul de l'intégrale
définie par application de la formule (1) nous
ne revenons pas a l'ancienne variable. Les
valeurs numériques des deux intégrales de
I'égalité (1) sont égales.

Exemple. Calculer l'intégrale

Fig. 221
J r?—x%dx

Solution. Faisons le changement de variable
x=rsint, dx=rcostdt.

a

Déterminons les nouvelles limites x = 0 pour ¢ =0, x =7 pour ¢ = 5

Par conséquent,

n T
r 2 2
J\/rz—xzdx:j\/rz—rzsinztrcostdt—rJ. —sin’t costdt =
0 0 0
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3 5 . L= L= (n=11,
2 7 2 2 T 2 ¢ sin2t|2 d'ou I'on trouve
=r J.cos tdt=r j[—+—cos tjdt:r {_+_} - -
0 o 2 2 2 4 1 4 I, = — I,,. (2)
G 5tri A 1'ai 2 2_ 2
gizelo)metrlquement, nous avons calculé 1'ai/re du quart de cercle x™ + y~ =~ (fig. On trouve de méme
. i .
1,,_2=n ?In_4 et donc In:n n—zln_4
§ 6. Intégration par parties n— n n—

En continuant ainsi, on arrive jusqu'a /, ou /), selon la parit¢ de n. Examinons
les deux cas
1) n est pair, n =2m

Soient u et v deux fonctions de x dérivables. On a
wv)' =uv+uv’.
Intégrons les deux membres de cette identité de a a b, on obtient 1 9m—3 31
b b b 1, =—— co—=1
j(uv)'dxzju’vdx-kjuv'dx(1) 2m 2m-2 42

2) n est impair, n =2m + 1

’ ‘ b ‘ 2m 2m-2 42
. ) ) b Dy = i 0
Etant donné que J.(uv) dx =uv+C,ona J.(uv) dx:uv|a; 2m+12m-1 53
mais
a
on peut donc écrire 1'égalité (1) sous la forme g g g
b [ [ e [ b f IO:J.sinoxa’sz.dx:E Ilzjsinxdle
uv|a :Ivdu+Judv ou, en définitive, J.udv:uvL—J.vdu . 4 2 !
a a a a donc
i ’ .
7 2
Exemple. Calculer l'intégrale 7, :Isin" xdx . )i :J.sinzm wdeo2mz12m=3 5 3 1 m
0 e 2m 2m-2"6 4 2 2
2 ia 2 n
2 2 2 5
I, :J.sin” xdx:J.sin”’1 xsinxdx:—J.sin'“1 xdcosx= I :JSmZmH xdx = 2m 2m_2.._é.i.%
0 0 0 2l 0 2m+12m-1 7 5 3

T

. . . . T
ol De ces deux formules résulte la formule de Wallis; qui exprime 5 sous forme
=—sin

T
2
Xcos x|§ +(n —I)J. sin"™% x cos x cos xdx =
0 de praduit infini.
En effet, on déduit de ces deux derni¢res formules en divisant membre a
membre

n n
2 2

=(n- 1)-[ sin"2 xcos? xdx = (n— 1)I sin"2 x(1—sin? x)dx =
0 0

246..2m ) 1 I
P 4-6...2m m
=( ] 2 (3)

2 \35...2m-1)) 2m+11,,,,

Montrons maintenant que

ISR
(SR

1
lim —22 =1
m—0 12m+1

= (n —1)J'sin"-2 xdx —(n —I)J.sin" xdx
0 0

Avec les notations choisies, on peut recopier la derniére égalité sous la forme
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On a quel que soit x dans l'intervalle (0, g )

sin®! x > sin®" x > sin®* ! x

, N .
Intégrant de 0 a 5 on obtient
1y, 1
[2m-1 2 12»71 2 12/n+1 d'ou Sl 2 S =1

[2m+1 ]2m+1
11 résulte de 'égalité (2)

1 1
Joma _2m+1 Par conséquent, lim =221 = lim 2m+l_ 1
Iy 2m moo Ly, moe 2m
On déduit de l'inégalité (4)
1
lim —22-=1
m—0 ]2m+1

Passant a la limite dans (3), on obtient la formule de Wallis

x| 246.2m) 1
—= lim
2 m—>o0l 35(21”1—1) 2m+1

On peut recopier cette formule sous la forme
n _(22446 2m-2 2 22]

— = 1m
2 m—»0

§ 7. Intégrales impropres

I.Intégrales avec des bornes infinies.
Soit f(x) une fonction définie et continue pour tous les x tels que

Yy

0| a b s
Fig. 222
a < x <+ . Considérons l'intégrale

b
10) = [ f(x)ax
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Cette intégrale a un sens pour tout » > a. Quand b varie, l'intégrale varie,
elle est une fonction continue de b (voir § 4, ch. XI). Etudions le comportement
de cette intégrale lorsque b — +oo (fig. 222).
Définition. Lorsque la limite suivante

b
po v

existe, et cette limite est appelée intégrale impropre de la fonction f (x) sur
l'intervalle [a, +o0], on la représente par

o0 +00 b
J f(x)dx On a, par définition, ‘[ f(x)dx = lim ‘[ f(x)dx
b—+0

+o0 b
On dit encore que l'intégrale j f(x)dx existe ou converge ™). Si J. f(x)dx n'a

a a

+00
pas de limite finie lorsque b — +o, on dit que J. f(x)dx n'existe pas ou diverge.

a

+00

11 est facile de voir quel est le sens géométrique de 1'intégrale J. f(x)dx lorsque

a

+90
f(x) 2 0: si l'intégrale J. f(x)dx représente
a

N

i d

4

Fig. 223 Fig. 224
l'aire du domaine délimité par la courbe y = f (x), 'axe des abscisses et les
+00
droites x = a, x = b, il est naturel de dire que 1'intégrale J. f(x)dx exprime l'aire

a
du domaine infini compris entre les courbes y = f(x),x = a et I'axe des x.

" On I'appelle aussi parfois intégrale impropre.



453
On définit d'une maniére analogue les intégrales dins d'autres intervalles
infinis:

a b
[ reoax= tim [ feod Ay

Tf(x)dx = jf(x)dx + Tf(x)dx

Cette dernicre ¢égalité doit étre comprise
comme suit : si chacune des intégrales du
second membre existe, on dira que l'intégrale
du premier membre existe (converge).

+00

Exemple 1. Calculer l'intégrale J. P

0 1+x
(voir fig. 223 et 224).
Solution. On a, par définition, Fig. 225
o . t dx
.[ 2 - hlir-?oojl 2 -
0 1+x 0 1+x

. b . b1
= lim arctg x| = lim arctghb=—.
b—+o0 0 potw 2

L'intégrale considérée exprime l'aire du domaine infini hachuré sur la fig. 224.
Fig. 225

+00
E x e m p le 2. Discuter les valeurs de o pour lesquelles I'intégrale jd—z
X
1
converge ou diverge (fig. 225).
Solution. Etant donné que (pour a # 1)
b
b
ﬁ: 1 xl—oc| ZL[bl_a—l]
1 1-a

lxa I-a

on a

— = lim L(bl-‘* -1
x* botel-a

Par conséquent,

+

. ¢ dx 1 s

sia>1, J.—:—,llntegrale converge ;
1 xa a—1
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+00 d
sia<1, J. —;C =oo l'intégrale diverge.

1 X

+00
d ® . .
Lorsque o =1, J.—x =Log x|1+ =0, l'intégrale diverge.
X
1

+o0

Exemple 3. Calculer j dx

7

C1+x

Solution.
T dx _j)‘ dx +T dx
_Ool+x2 _ool-kx2 01+x2

La seconde intégrale est égale a g (voir exemple 1). Calculons la premiére

intégrale

J. 1-?;2 = allnfwj. lfzz = 0Ll_i)n}warc tg x|z = (arctg 0 —arctg o) = g .
Zw a

Par conséquent,
+00

J‘dx TT

=+ =7
l+x* 2 2
—00

Dans beaucoup de cas, il suffit d'établir que l'intégrale donnée converge ou
diverge et d'évaluer sa valeur. Il est utile de se reporter a cet effet aux théorémes
suivants que nous nous bornerons d'énoncer et dont nous montrerons les
applications sur des exemples.

Théoreme 1.Si quel que soit x (x > a), on a l'inégalité

0/ <0

+00 +00 +00 +00
et si '[(p(x)dx converge, J f(x)dx converge aussi et I f(x)dx < I(p(x)dx

+00

dx

Exemple 4. Etudier la convergence de l'intégrale I— ,
2 x
L X (I+e”)
Solution.Remarquons que pour 1 <x

1 1

—_ <
x2(1+e*) x2
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40 +o0

dx s
=1. Donc, .[2— converge et est inférieure
x“(1+e")

+00 1 1
Ensuite, J. — ==
| X

X
1 1

a l'unité.

Théoréme 2. Si, quel que soit x (x > a), on a l'inégalité 0 < ¢ (x) < f(x) et si
+00 +oo

Jw(x)dx diverge, l' intégrale J.f(x)dx diverge aussi.

00

+
Exemple 5. Etudier la convergence de l'intégrale .[ xil dx
1 VX ’

On remarque que

x+1 X 1

NS

Par conséquent, 1'intégrale donnée diverge.

Les deux théorémes précédents concernaient des intégrales a domaines
d'intégration infinis, la fonction sous le signe somme étant non négative.
Lorsqu'on integre dans un domaine infini une fonction f'(x) a signe variable, on
a le théoréme suivant.

+wd b
or, J'—xz lim 2\/}| - 4o
Vx !

+o0
Théoreme 3. Si l'intégrale s Il f(x) |dx converge, il en est de méme de

a

+00
J. f(x)dx . On dit alors que cette derniére intégrale est absolument convergente.

E x e m p le 6. Etudier la convergence de 1'intégrale
+o0 |

J' sm3 X

1 X

Solution. Ici, la fonction a intégrer est a signe variable. On a

+00
1 . d 1
— Mais —)36 ==l
X X 2x

- +o0
S x

x3

1

+o0)
m x

. . s .
Par conséquent, l'intégrale j dx converge. Il en résulte la convergence

1
de l'intégrale donnée.
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2. Intégrale d'une fonction discontinue. Soit f (x) une
fonction définie et continue lorsque a < x < ¢, la fonction n'étant pas définie au
point x = ¢, ou bien encore ayant une discontinuité. On ne peut définir alors

c
J. f(x)dx comme limite de sommes intégrales, f (x) n'étant pas continue sur le
a

segment [a, c] et cette limite pouvant ne pas exister.

c
On définit comme suit I'intégrale J.f (x)dx d'une fonction f(x)discontinue

au point c:
c b
.[ J(x)dx = bl—lfzo.[ J(x)dx

Cette intégrale est dite convergente lorsque la limite du second membre existe,
et divergente dans le cas contraire.

Si la fonction f (x) a une discontinuité a I'extrémité gauche du segment [a, c]
(c'est-a-dire pour x = @), on pose, par définition,

¢ b
jf (x)dr = lim j F(x)dx.

Si f'(x) a une discontinuité en un point x = x, a l'intérieur du segment [a,
c], on pose

jf(x)dx = ]Qf(x)dx + jf(x)dx

lorsque les deux intégrales du second membre existent.
Exemple 7. Calculer

j‘ dx
0\/1—x
Solution.

1 b
dx . dx . b .
!ﬁnk%!ﬁ"&%z“‘% = Jim 21 1]-2

1
Exemple 8. Calculer l'intégrale J-d—;c .
x
-1

Solution. La fonction sous le signe somme ayant une discontinuité au point
x =0, on décomposera l'intégrale en deux
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1 g 1
dx . dx . dx
—=1lim |—+ lim |—
x2 g—>-0J y £, —>+0 x2
-1 -1 €

Calculons chaque limite séparément

. dx 1 (1 1
lim | —=-Ilim— =-lm|———|=©
*)_O,Ix g—>-0x a &, —>—0! € -1

€

Par conséquent, 1'intégrale diverge dans l'intervalle [ - 1, 0]:

1
. dx . 1
Im | —=-lim|l-—— [=o
£,+0d 2 &, —>+0! €,
€

Donc, l'intégrale diverge également dans l'intervalle [0, 1].

On voit que l'intégrale donnée diverge sur le segment [ -1, 1]. Si l'on avait
intégré en omettant la discontinuité au point x = 0, on aurait obtenu un résultat
erroné. En effet,

1 dx 1!
dxt xl
ce qui est évidemment faux (fig. 226).
Remarque. Sila fonction f (x) définie sur le segment
[a, b] posséde sur ce segment des discontinuités en
nombre fini aux points @i, ay, . . ., a,, On définit
l'intégrale de f'(x) sur le segment [a, b] comme suit

j.f(x)dxz]lf(x)dx+Tf(x)dx+...+ j).f(x)dx,

an

si chacune des intégrales de droite converge.
Si I' une quelconque de ces intégrales diverge

, alors J. f(x)dx est dite divergente.

Pour déterminer la convergence des intégrales des fonctions discontinues et
évaluer leurs valeurs, il est souvent possible d'utiliser des théorémes analogues
aux théorémes sur les intégrales avec des bornes infinies.

Théoreme 1. Si les fonctions f (x) et ¢ (x) sont discontinues au point ¢ du
segment [a, c), si l'on a en chaque point de ce segment l' inégalité

¢ (¥)2f(x)20

et si j(p(x)dx converge, il en est de méme dej f(x)dx .

a a
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Théoréme 2'. Siles fonctions f (x) et ¢ (x) sont discontinues au point ¢
du segment [a, c], si l'on a en chaque point de ce segment

J®)29(x)=20

c c
et si J(p(x)dx diverge, il en est de méme de J.f(x)dx .

Théoréme 3'. Sila fonction f (x) est de signe variable sur le segment [a, c],

si elle est discontinue seulement au point c et si l'intégrale ﬂ f(x)|dx de la

a

valeur absolue de cette fonction converge, il en est de méme de J.f(x)dx .

a

1 . . .
Souvent on prend —— comme fonction de comparaison. I1 est facile de
(c—x)
c
. 1 .
voir que J—a dx converge pour o < 1, diverge pour o > 1.

) (=)

c

. . _ 1
Ceci concerne également les intégrales J. — dx
(x—a)
a

Exemple 9. L'intégrale '[ dx converge-t-elle ?

\/;+4x

Solution. La fonction a intégrer est discontinue a l'extrémité gauche du

1
\/; s

segment [0, 1]. On obtient, en la comparant a la fonction

1 1
<

\/;+4x3 ﬁ

dx

L'intégrale J.—l/ existe. Il en résulte que J
2

0 X

fonction donnée, qui est plus petite, existe aussi.

1
dx , l'intégrale de la

\/;+4x

§ 8. Calcul approché des intégrales définies

Nous avons indiqué a la fin du chapitre X que la primitive d'une fonction
continue arbitraire peut ne pas s'exprimer au moyen de fonctions élémentaires.
Le calcul des intégrales définies par application de la formule de Newton-
Leibniz est alors difficile et on a recours a diverses méthodes de calcul
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approché. Nous allons exposer maintenant plusieurs méthodes d'intégration
approchée, en partant de la notion d'intégrale définie comme limite dune
somme.

1. Formule des rectangles. Soit donnée sur le segment [a, »] une fonction
continue y = f'(x). On se propose de calculer l'intégrale définie

b
f f(x)dx
a
Découpons le segment [a, b] par les points a = x,, X1, X2, . . . X, = b en n parties
égalés de longueur Ax :
Ax = b—a
n
Désignons ensuite par yo, Y1, V2, - - -» Vu-1, Va 168 valeurs de la fonction aux points

Xos X1 X2, + + +y Xp, SOIt
Yo=S (o) sy =fx) 5. sy =f(x)
Formons les sommes
Vo Ax +yAx+ ...ty Ax
A+ A+ .. +y, Ax

Chacune de ces sommes est une somme intégrale pour la fonction f (x) sur le
segment [a, b] et, par conséquent, représente approximativement 1'intégrale

b
[ 0= =20y 4y s w0

a
b-a
n

b
[r@as =20 +pm+tp) @)

Ce sont les formules des rectangles. I résulte de la fig. 227 que si f'(x) est une
fonction positive croissante, la formule (1) représente 1'aire des rectangles se
trouvant sous la courbe y = f (x) et (1') l'aire des rectangles empiétant sur la
courbe.

L'erreur commise en calculant l'intégrale selon la formule des rectangles est
d'autant plus petite que n est plus grand (c'est-a-dire que les segments partiels

b- .
Av=2"% sont plus petits).

n
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=£(x) Ans 5
Ay ¥y A =T
4‘@ > r [ z
. A,/
l'-— i - !/,7
p -1 |9 A Y2 Yo
Y, 5
% L7
z
SN T Py
/] I’d’a-zl-tz I”_!-l'”=6 0 I=a Ty I, ‘z”_, In=b x
Fig. 227 Fig.228

II. Formule des trapézes. Il est naturel d'espérer une valeur plus
exacte de l'intégrale définie si I'on remplace la courbe donnée y = f'(x) non par
une courbe en escalier, comme pour la formule des rectangles, mais par une
ligne brisée inscrite (fig. 228). On prend alors au lieu de l'aire du trapéze
curviligne a4Bb la somme des aires de trapezes rectangles dont les cordes A4,
A4y, . . ., A,qB figurent parmi les cotés. Les aires de ces trapézes étant

. Y
successivement

+ +
02% Ax, ! 2y2 Ax etc.,on a

b

+ + +
jf(x)dxz(yozyl Ax+ 2 2y2 m+...+%m} @)
a

C'est la formule des trapezes.
Le nombre n est pris arbitrairement. Plus n est grand et plus les segments
b—a

partiels Ax = sont petits, plus précise est l'approximation fournie par

n
I'expression du second membre de 1'égalité approchée (2).

IlI. Formule des paraboles (formule de Simpson).
Partageons le segment [a, b] en un nombre pair n = 2m de parties égales.
Remplagons l'aire du trapéze curviligne correspondant aux deux premiers
segments [x,, x1] et [x], x,] et délimité supérieurement par la courbe donnée y = f
(x) par celle d'un trapéze curviligne semblable délimité par une parabole
du second degré passant par les trois points:

M (x,, y0) 5 My (x1, 1) 5 My (x2, 12),
et dont l'axe est parallele a I'axe Oy (fig. 229). Nous appellerons un tel trapéze
un trapéze parabolique.
L'équation d'une parabole dont I'axe est paralléle a I'axe Oy s'écrit
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y=Ax"+Bx+C.

On détermine les coefficients 4, B, C univoquement de la condition que la
parabole passe par les trois points donnés. On construit des paraboles analogues
pour les autres paires de segments. La somme des aires des trapézes
paraboliques fournira une valeur approchée de 1l'intégrale.
Calculons d'abord I'aire d'un trapéze parabolique.
L emme. Un trapeze curviligne délimité par la parabole

y=Ax*+Bx+C
l'axe Ox et deux droites paralléles a l'axe Oy et distantes de 2h a pour aire

h
S:§(y0+4y1 +y2), ()

ou y, et y, sont les ordonnées extrémes et y, l'ordonnée de la courbe au milieu
du segment.

Démonstration. Prenons les axes de coordonnées comme il est indiqué
sur la fig. 230.

Y
"
\Mo‘
e
z
0 LA I, L, X X %5 GEh
Fig. 229 Fig. 230

On déduit les coefficients de la parabole y = Ax* + Bx + C des équations
suivantes

Xo =—h, yo = Ah* = Bh+C;
x; =0, =0 “)
Xy=h,  y,=Ah* +Bh+C

Supposant les coefficients 4, B, C connus, on calcule l'aire du trapéze
parabolique au moyen de l'intégrale définie
h 3 2
S = I(sz + Bx+ C)dx {Ax Bx”
~h
Mais il résulte de 1'égalité (4)

h
=+ +Cx} =§(2Ah2 +60)
h
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Yo+ 4y + v, = 24K+ 6C.
Par conséquent,

h
= E(Vo+4y1 +12)

c.q.f.d.
Revenons a notre probléme initial (voir fig. 229). Utilisant la formule (3), on
peut écrire les égalités approchées (4 = Ax)

[ reodss S gur v,

a=x,

X4
[ reodss S ouravier,
X2
X2m=b
J.f(x)dx ~ % 2m2 * 4Vam1 + Vo),
X2m-2
Ajoutant membre a membre, on retrouve a gauche l'intégrale cherchée et a
droite sa valeur approchée

b
Ax
jf(x)dx ~ T Gt dyityatdys+. .+ 2y 4 Yo + Yom)s
a
ou bien

b
6

a
- [YVot Yot 232t yat ot yopa) T4+ y3t+ .o+ Yo

b
[ s~
)

C'est la formule de Simpson. Le nombre de points de division 2m est. arbitraire,
mais plus il est grand et plus la somme clans le second membre de (5) donne
une valeur exacte de I'intégrale ).

Exemp I e. Calculer approximativement

2
Log2=J~ﬂ.
| X

Solution. Divisons le segment [1, 2] en 10 parties égales (fig. 231).
Posons

" Pour déterminer le nombre de points de division qu'il faut prendre pour
calculer l'intégrale avec une précision donnée, on pourra utiliser des formules
permettant d’évaluer l'erreur résultant du calcul approché de l'intégrale. Nous
n'indiquerons pas ici ces évaluations.
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A= 210y,
10
et formons le tableau des valeurs de la fonction sous le signe somme:
X 1 X 1
y== y==
X X
x,=1,0 ¢=1,00000 x=1,6 6=0,62500
x=11 ¥1=0,90909 x=1,7 y7=0,58824
x=1,2 1,=0,83333 x=1,8 v5=0,55556
x=1,3 ¥3=0,76923 x=1,9 19=0,52632
x=1,4 ,=0,71429 x10=2,0 10=0,5
x=1,5 5=0,66667

1. On obtient d'aprés la premiere formule des rectangles (1)
2
.[% 0,1+ 11+ ... + y9)=0,1.7,18773 = 0,71877.
On obtient d}aprés la seconde formule des rectangles (1')
2
J' % 0,100 + 12+ ... + y10) = 0,1-6,68773 = 0,66877.
11 résulte imlmédiatement de la fig. 231 que dans notre cas la premiére formule

donne la valefir de I'intégrale par excés et la seconde par défaut.
49

Fig. 231
I1. On obtient d'apres la formule des trapézes (2)

2
ﬂzo’l(HO,S
2

+ 6,18773] =0,69377 .
X
1

III. On a d'apres la formule de Simpson (5)

2
dx

‘[Tzo,l[yo TY10+t2(02 + s+ Y +ys) 4 + Y3 +Ys + ¥y +y9)]:

1
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1
0?’(1+0,5+2-2,7818+4-3,45955) =0,69315.

2
En réalite, Log 2 = J. @ _ 0,6931472 (a la septieme décimale pres).
X
1

Par conséquent, en divisant le segment [0, 1] en dix parties égales, la formule de
Simpson donne cinq décimales exactes ; la formule des trapézes seulement
trois, et nous ne pouvons répondre que de la premiere décimale lorsqu'on
applique la formule des rectangles.

§ 9. Formule de Tchébychev

Dans les calculs techniques, on a souvent recours a la formule d'intégration
approchée de Tchébychev.

b
Soit encore a calculerJ.‘ f(x)dx .
Remplagons la fonction sous le signe somme par les polynomes d'interpolation
de Lagrange P (x) (§ 9, ch. VII) en prenant sur le segment [a, b] n certaines
valeurs de la fonction : f'(x1), f (x1), . . ., f (x,), OU X1, X2, . . ., X,,, sont des points
arbitraires du segment [a, b]

(x=xy)(x=x3)...(x—x,)

P G —x) e
X—X X—X2)...(X—X
(x(z - xll))((xz - ;3)) - -((xz _n;n ) e
x—x)(x—x3)...(x—x
(xn(—x1 )l(l(n ~ ; Ex —fc,)H) s
On obtient la formule suivante d'intégration approchée
j‘f(x)dx ~ j:P(x)dx
qui, apres des calculs, prend l; forme ’
b
J' F(@)dx = C i) + Cofixg) + ...+ Cofix) (3)

ou les coefficients C; sont donnés par les formules
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_ (x—xp) (=X ) —x) . (X x,) dx
’ (x; —x1) e (3 =X = X)X — X))

La formule (3) est lourde et incommode pour les calculs, étant donné que les
coefficients Ci s'expriment en fonction de fractions compliquées.

“4)

i

Tchébychev a pos¢ le probléme inverse : se donner non pas les abscisses xj, X», .
.., X,, mais les coefficients C), C5, . . ., C, et déterminer les abscisses xj, Xz, . . .,
Xp.

On prend les coefficients C; de maniére que la formule (3) soit la plus simple
possible pour les calculs. Il en est év idemment ainsi quand tous les C; sont
égaux

C1 = Cl == C".
Désignant la valeur commune des coefficients Cy, Cy, . . ., C, par C,, la formule
(3) devient
b
Jf(x)dxzCﬂ[f(x1)+f(x2)+...+f(xn)] . %)

La formule (5) représente, en général, une égalité approchée, mais si f(x)
est un polyndome de degré non supérieur a n - 1, on a alors une égalit¢ exacte.
Clest cette circonstance qui permet de déterminer les quantités C,, x1, xa, . . ., X,,.
Afin d'obtenir une formule qui convienne a tout intervalle d'intégration,
ramenons le segment d'intégration [a, b] au segment [-1, 1]. Posons a cet effet
a+b b-a
X=—t—
2 2
on aura alors x =a pour t=- 1 et x = b pour ¢ = 1. Par conséquent,

b 1 1
b-a a+b b-a b—a
! Sode == J’l f[ s t]dt: : :[q)(t)dt,

t

ou I'on a désigné par ¢ (¢) la fonction de t sous le signe somme. Par conséquent,
l'intégration d'une fonction f'(x) donnée sur un segment [a, b] peut toujours étre
ramenée a l'intégration d'une autre fonction ¢ (x) sur le segment [-1, 1].

Ainsi, le probléme revient a choisir les nombres C,, x, x5, . . ., x,. dans la
formule

1
[ rede= €L fx) +foep + 4 fs)] - (©)
-1

de maniére que cette formule soit exacte pour toute fonction f'(x)
de la forme
f)=a,tax+ax’+ ... +a,,x""

Remarquons que
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1 1
J_f(x)dx = J.(ao Yax+a,x” +..+a, X" dx =
i |

a a a a, . . .
2| g +—2+—2+ L4 42l si n est impair;
3 5 7 n
(3)
a a . .
2[a0+—2+...+”—zlj sin est pair;
n—

Par ailleurs, compte tenu de (7), la somme du second membre de I'égalité (6) est
égale a
Ci[nact+ai(x;+xy+. .. +x,) ta(x? +x5+. .. +x%)+. ..+

a, (T ]
Egalant les expressions (8) et (9), on obtient une égalité qui doit étre vraie quels

que soient a,, aj, ay, . . ., Ay

a a a
2[[1() +T2+?4+76+...j: Cn[nao+al(x1 txt... +xn)+a2(x21 +x22 +.o..

+x3)+.. .+ anfl(xl"_1 +x£'_1 o+ xh]

nl

Egalons les coefficients de a,, a1, as, . . ., a,.1 dans les deux membres
2 .
2=C,nouC, =—;
n
X +Xy +.+x, =0;
2 n
XEAXT 4 X ==
3¢, 3 (10)
x13 +x§ +...+xﬁ =0
2 n
XXy 4 Hx) = =—;
5c, 5
On déduit les abscisses xj, X2, . . ., X,, de ces n — 1 derniéres équations. Ces

solutions ont été trouvées par Tchébychev pour diverses valeurs de n. Nous
donnons ci-dessous les solutions qu'il a trouvées lorsque le nombre de points de
division n est égal a 3,4, 5,6, 7, 9:
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Nombre Coefficients C, valeurs des abscisses
d'ordonnées Xy X0y« v oy Xy
n
3 2 x=-x3=0,707107
E X|1= 0
4 1 x1=-x4=0, 794654
5 x1=-x3=0,187592
5 2 xi=-x5=0, 832498
g X2==-X3= 0,374541
X3= 0
6 1 x1=-x4=0, 832498
3 X,=-x5=0,422519
x3=-x5=0,266635
7 2 xi=-x4=0, 883862
7 X,=-x5=0, 529657
x3=-x5=0,323912
X4= 0
9 2 X1=-x9=10,911589
9 X,=-x3=0,601019
X3=-X7= 0, 528762
x4=-x6=0,167906
X5= 0

Par conséquent, on effectuera le calcul approché de l'intégrale sur le segment [-
1, 1] en appliquant la formule suivante de Tchébychev

1
[ reode 2 [y fiw + o Al
el

ou n est choisi dans le groupe 3, 4, 5, 6, 7, 9 et x;, x5, . . ., X,, sont représentés
dans le tableau. On ne peut prendre pour n le nombre 8 ou des nombres
supérieurs a 9 ; le systéme d'équations (10) donne alors des racinés complexes.
Lorsque les bornes d'intégration de l'intégrale donnée sont a et b, la formule de
Tchébychev devient

b
[ rax=

b — LX) )+ )

at+b b-a ,
+Txi (i=1,2,...,n),etles x; ont les valeurs données dans

ou X; =

le tableau.
Donnons un exemple de calcul par application de la formule de Tchébychev.
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td
Exemple. Calculer .[—x (=Log 2).
X
1
Solution. Ramenons par un changement de variable le segment d'intégration
au segment [-1, 1]
1+2 2-1 3 ¢t 3+4¢

=t —f=—4—=

s

dxzﬂ.
2
Et

e
X 3+¢
1 -1
Calculons cette derniére intégrale avec n = 3, en appliquant la formule de
Tchébyohev

1
j F(t)dt :% [£(0,707107) + £(0) + £(-0,707107)]
-1

Etant donné que
1 1

£(0,707107) = = =0,269752
3+0707107 3,707107
1
0)=—— =0,333333,
JO=37%
£(=0,707107) = ! L 0436130

3-0.707107  2.292893
ona

1
j f)dt = % (0,269752 + 0,333333 + 0,436130) = 0,692810
-1

Comparant ce résultat aux résultats fournis par les formules des rectangles, des
trapézes et de Simpson (voir l'exemple du paragraphe précédent), on remarque
que le résultat obtenu par application de la formule de Tchébychev (avec trois
points de division) est.plus précis que le résultat obtenu par application de la
formule des trapézes (avec neuf points de division).

Indiquons que la théorie du calcul approché des intégrales a été développée
dans les travaux de A. Krylov (1863-4945).
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§ 10. Intégrales dépendant d'un paramétre. Fonction
gamma

Dérivation des intégrales dépendant d'un paramétre.
Soit l'intégrale

b
)= feod (1)

dans laquelle la fonction sous le signe somme dépend d'un certain paramétre o.
Si le paramétre o varie, la valeur de l'intégrale variera aussi. Il en résulte que
l'intégrale définie est fonction de o ; on pourra donc la désigner par 7 (o).
1. Supposons que f(x, o) et f’a (x, o) soient des fonctions continues lorsque
c<a<det a<x<h. 2)
Trouvons la dérivée de l'intégrale par rapport a o
lim I(a+Aa)—1(a)

Ao—0 Ao
Remarquons a cet effet que

I(a+Aa)-I(a)
Ao -

=I'(a)

b b
AL If(x,oc+Aoc)dx—jf(x,oc)dx =
o
b
[Lersa-r@,
/ Ao

Appliquons la formule des accroissements finis de Lagrange a la fonction sous
le signe somme ; on obtient

S(otha)= /(@) =fo(x,oat+0Aa)

Ao
ou0<0<l.
Etant donné que /"o (x, o) est continue dans le domaine fermé (2), on a
fa(x,a+tBAa)=fa( o) +e,

ou la quantité €, dépendant de x, a,, Aa , tend vers zéro lorsque Ao — 0.
De sorte que

I(a+Aa)—1(a) _

a

Passant a la limite, en faisant Aa. — 0, on obtient *)

b
* . . 3 r
La function sous le signe somme dans l'intégrale Jsdoc tend vers zero

a

lorsque Aow — 0. Du fait que la fonction sous le signe somme tend en chaque
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li

Aa—0

b
i wzl&(a)zjf;(x,a)dx

ou

b
= [ fitw ayax

, .
[J. f(x, oc)dx]

o
C'est la formule de Leibniz.
2. Supposons a present que les bornes d'intégration a et b dans
(1) soient des fonctions de o
b(a)
I(a) = Do, a(e), b(o) | = J' floyde (1)
a(a)
@ [o, a (o), b ()] est une fonction composée de o, par 'intermédiaire de a et b.
Pour trouver la dérivée de 7 (o), appliquons la régle de dérivation des functions
composées (voir § 10, ch. VIII)
, oD 0D da 0D db
I'a)=—+——+——
oo Oa do 0Ob da
En vertu du théoréme de dérivation d'une intégrale définie par rapport a sa
borne supérieure variable (voir formule (1), § 4), on obtient

b
o0 0
= 5;‘: S o)dx =fb(ar), o]

b a
ob 0
E_az!.f(x,oc)dx ——!f(X,G)dx——f[a(a):a]

Enfin, pour calculer ZE utilisons la formule de Leibniz établie ci-dessus
o

b
g%:jf;(x,a)dx.

On obtient en substituant dans la formule (3) les expressions obtenues des
dérivées

point vers zéro, il ne découle pas forcément que l'intégrale tende aussi vers zéro.
b

Cependant, dans le cas donné'[adx tend vers zéro lorsque Ao — 0. Nous

a
I'admettrons sans demonstration.
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b(a)
I (o) = .[ fu Gy a)dx + flb(a), a]—— fla(w), a]— )
a(a)
La formule de Leibniz permet de calculer certaines intégrales définies.
Exemp 1 e l. Calculer I'intégrale

© .
_, sin o
J.e T dx.
x
0

Solution. Remarquons d'abord qu'on ne peut calculer directement cette

. \ \ - . _x sinox .
intégrale, étant donné que la primitive de la fonction e ——— ne s'exprime
x

pas au moyen des functions élémentaires. Pour calculer cette intégrale, on la
considérera comme fonction du paramétre o

sin ox
dx

I(a) = j -

On calcule alors sa dérivée par rapport a a en appliquant la formule de Leibniz
)
_ sinox _
I'(a) = j{ x—} dx:je ¥ cos o dx
o 0
Mais cette dernicére intégrale se calcule aisément au moyen des fonctions

14 . . 1 ,
¢élémentaires ; on obtient 5 - par consequent,

I+a
I'@)=——
I+a
On trouve / (o), en intégrant 1'identité trouvée
I(a)=arctgoa + C. %)
Reste a déterminer C. Remarquons a cet effet que
I(O)J' e sin0-x Ide 0

Par ailleurs, arc tg 0 = 0.
Substituant o = 0 dans 1'égalité (5), on trouve:
I(0)=arctg0+C,

" On a établi la formule de Leibniz en supposant ue les bornes d'intégration a et
b étaient finies. Toutefois, la formule de Leibniz convient dans le cas present,
bien qu’une des bornes d'intégration soit infinie.
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donc C = 0. On a donc pour toute valeur de o I'égalité suivante
I ()=arctga
c'est-a-dire

_y sinox
J.e * dx = arctg a.,
X
0
Exemple 2. Fonction gamma.

Considérons l'intégrale dépendant du paramétre o

jx“ilefxdx 6)
0

Montrons que cette intégrale impropre existe (converge) pour o > 0. Mettons-la
sous forme de la somme

© 1 ©
J.xaflefxdx = J.xaflefxdxwtj.x“*le*xdx
0 0 1

La premiére intégrale du second membre converge, car
1 1
a-1_-x a-1 1
0< jx e dx<jx dx=—.
o
0 0
La seconde intégrale converge aussi. En effet, soit #» un nombre entier tel que »
> - 1. I1 est alors évident que
0 0
0< J‘x“*lefxdx < J‘x”efxdx <o
1 1
Cette derniere intégrale se calcule par intégration par parties en tenant compte
du fait que
k
. X
lim —=0 7
x>+ %
pour tout & entier positif. Ainsi l'intégrale (6) définit une certaine fonction a.
Elle est appelée fonction gamma et notée r (o)

(o) = Ix“eﬂ‘dx (8)

Cette fonction est fréquemment utilisée dans les applications des
mathématiques. Trouvons la valeur de r (o) pour o entier. Pour o = 1 nous
avons

0

r{) = je—xazx -1 ©)

0
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Supposons que o > 1 est un entier. Intégrons par parties:

o) = J.x“_le_xdx =—x*le™
0

: +(a —I)J.xa_ze_xdx
0

ou, compte tenu de (7),
o=@ -1)T(a-1). (10)
En vertu de (10) et (9) nous trouvons pour o = n
F(n)=®m-1. (1)

§ 11. Intégration d'une fonction complexe de la variable
réelle

Nous avons défini au § 4 ch. VII la fonction complexe f(x) =u(x) tiv(x)de
la variable réelle x et sa dérivée jN”(x) =u'(x)+tiv (x).

Définition. La fonction ﬁ(x) = U (x) + iV (x) est appelée la primitive de la
fonction complexe de la variable réelle f(x) , si

F=7®, 0
c'est-a-dire si
U @)+l (x)=ux)+iv(x). 2

I1 découle de 1'égalité (2) que U’ (x) = u (x), V' (x) = v (x), autrement dit U (x)
est la primitive de u (x) et V' (x) la primitive de v (x).

I1 découle de la définition et de cette remarque que si F (x) =U x) +iV (x)est
la primitive de la fonction f(x) , alors toute primitive de f(x) est de la forme
F (x) + C, ou C est une constante complexe arbitraire. Nous appellerons

l'expression F (x) + C lintégrale indéfinie de la fonction complexe de la
variable réelle et nous écrirons
j F)dx = ju(x)dx +i _[ Wx)dx = F(x)+ C . 3)

L'intégrale définie de la fonction complexe de la variable réelle f(x) =u(x)+
iv (x) sera définie ainsi

j F(x)dx = Jh' u(x)dx + iji v(x)dx (4

Cette définition ne contredit pas, mais est enticrement conforme a la définition
de l'intégrale définie en tant que limite d'une somme.
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Exercices

1. Calculer les intégrales définies suivantes, en les considérant comme des
b

limites de sommes intégrales s, J.xzdx. Indication. Découper le

a

segment [a, b] en n parties par les points x; =ag' (i = 0, 1, 2, ..., n), ou
A 33

q:'d: Rep. 24
a 3

b
2. J‘ﬂ ,ou0<a<bh. Rép. Log L2 .Indication. Découper le segment
X a

[a, b] comme dans l'exemple précédent.
b
3 3
3. j\/;dx Rép. %(bé - aé ). Indication. Voir l'exemple précédent.

b
4. J.sin xdx. Rép. cos a — cos bIndication. Etablir préalablement
l'identité suivante sin a + sin (a + k) + sin (a + 2h)+ ... + sin [a+(n — 1) h]=
cos(a —h)—cos(a + nh)
2sin h
termes du premier membre par sin / et remplacer les produits de sinus par

des différences de cosinus.
b

il faut, a cet effet, multiplier et diviser tous les

5. J.cosxdx .Rép. sin b —sin a.

a

Utiliser la formule de Newton-Leibniz pour calculer les intégrales définies

1 1

6. Ix“dx.Rép.l. 9. J' dxz.Rép.E.
0 5 o 1+x 4
! V2

7. J.exdx.Rép.e-l 2
. 10.j & pep. T
X o 1— x2 4
? i

8. J.sinxdx.Rép.l. 3
0



475
12. jﬂ.Rép. 1. 16. .[ “_ Rép. Log (2 — 1).
X 2x—1
1 1
13. Jﬂ Rép. Log x. L
1 * 7 T
. 17. Icoszxdx.Rép. 7
14. Jsinxdx.Rép.2sin2 X 0
2 L
0 > i
2 3 18.j‘zd.Ré—.
5. [xa Rep. * Jom e

i

Calculer les intégrales suivantes en faisant les changements de variable indiqués

2
i 1
19. Jsinxcoszxdx, cos x = t.Rep.E
0
Y
dx X I
20. J—,t = =t.Rép. —
¢ 3+2cosx £3 P NG
4
21.J' e ,2+4x:t2.Rép.£
, V2+4x 2
1
22. J. de 3 ,x=tgt.Rép,£+l
5 1+x%) 4 2
PN
23.J' X dx,x—1=7F Rép.2 (2 -arctg 2)
X
4
3
dz 1
24. I—,z:—.Rep.Log—
3 svz2 +1 2 2
4
2
i cos @ di 4
25. j#,sin(p=t.Rép.Log—
o 6-5sin@+sin” ¢ 3

Montrer que
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1

1
26. jxm(l—x)"dxzjx”(l—x)mdx (m>0,n>0).
0 0

b b a a
27. jf(x)dx:jf(a+b—x)dx. 28. _([f(xz)dxzéjf(xz)dx.

Calculer les intégrales impropres suivantes (bornes infinies ou singularité de la
fonction a intégrer):

1 ©
29. J. xdx .Rép. 1 36. Jﬂ . Rép.  L'intégrale

o V1-x? I Vx

o diverge.
30. J'e*"dx _Rép. 1 s

: 37. J'ZL _Rép. 1.

» SXT+2x+2

n

31. f _Rép. — (a>0). I

oaz+x2 2a 38. Iﬂ.Rép' 3

1 d 0 %/; 2
32. J' X Rreép. L. 2

o VI—x> 2 39. | <. Rép.  Lintégrale
33. & . Rep. 1 diverge.

s 4

1 T dx n

: 40. J'—.Rép.?
34. J'Logxdx.Rép.-l. 1 xvx? -1

1

0

» 41. d—f . Rép. L'intégrale
35. J.xsinxdx. Rép. L'intégrale 5%

0 diverge.

T b
2. J'e % Sinbx dx (a> 0). Rép. ———
a’ +b?

0
43. je“”‘ coshx dx (a>0). Rép. .
0

a’+b

Calculer les valeurs approchées des intégrales



4717
rd
44. Log 5= J-—x par application de la formule des trapézes et de la
X
1

formule de Simpson (n=12). Rép. 1,6182 (d'apres la formule des trapézes);
1,6098 (Simpson).
11

45. J x’dxdaprés la formule des trapézes et la formule de Simpson

1
(n=10).Rép. 3690 ; 3660.

|

46. JVl—xS dx d'aprées la formule des trapézes (n = 6). Rép. 0,8109.
0
3

47. J" 2dx 1 d'aprés la formule de Simpson (17 = 4). Rép. 0,8111.
y—

10
48. J log,, x dx d'apres la formule des trapézes et la formule de Simpson (n =
1

10). Rép. 6,0656 ; 6,0896.
1
49. Calculer la valeur de 7 en partant de ce que T J.

5> par application
+x

de la formule de Simpson (7 = 10). Rép. 3,14159.

2 .
50. J SX o d'aprés la formule de Simpson (n = 10). Rép. 1,371.
X

0

0

. - 1 .
51. En partant de 1'égalité J e “dx=—, ou a > 0, trouver pour l'entier n > 0
o o
la valeur de l'intégrale J.e_xx"dx .Rép. n!.
0

dx T

52. Partant de I'égalité J-

0x2+a 2\/;

T dx . nl1:2:3..2n-1)
J(xz +1)n+1 Rep. 5 2}1 n'
‘ !

, trouver la valeur de l'intégrale

53

54.

—0ox

. Calculer l'intégrale J
o, xe'

1
J'x"‘l (Log x)* dx . Rép. (~1)¥
0

1

Se servir de 1'égalité J.

0

k!

nk+l :

x"_la’x:l

n

pour

dx . Rép. Log (1+ a) (au > —1).

calculer

478

l'intégrale
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Chapitre XIl APPLICATIONS GEOMETRIQUES
ET MECANIQUES DE L'INTEGRALE DEFINIE

§ 1. Calcul des aires en coordonnées rectangulaires

Si la fonction f'(x) > 0 sur le segment [a, b], on sait que (§ 2, ch. XI) l'aire du
trapéze curviligne formé par la courbe y = f'(x), I'axe Ox et les droites x = a et x
= b (fig. 214) est donnée par

b
0= red. ()
Sif(x) <0 sur [a, b], l'intégrale défa'mie s f(x) dx est aussi <0.
Sa valeur absolue est égale a l'aire Q du trapéze curviligne correspondant:
b
- 0= [ /(.
a

Si f (x) change un nombre fini de fois de signe sur le segment [a, b], on
décomposera l'intégrale sur [a, b] en intégrales partielles.
|

y=fiz) |

Fig. 232 Fig. 233

L'intégrale est positive sur les segments ou f'(x) > 0 et négative sur ceux ou f(x)
< 0. L'intégrale sur le segment tout entier représente la différence des aires se
trouvant de part et d'autre de I'axe Ox (fig. 232). Pour obtenir la somme des
aires au sens ordinaire, il faut trouver la somme des valeurs absolues des
intégrales sur les intervalles partiels indiqués ou bien calculer l'intégrale

b
Q:J.| £ Jdx .

Exemple 1. Calculer l'aire Q délimitée par la sinusoide y = sin x et 1'axe Ox
lorsque 0 < x < 27 (fig. 233).
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Solution. Etant donné que sin x > 0 pour 0 < x < w et sinx < 0 pour T < x
<2m,ona
2n
Isinxdx

T

g
Q=Isinxdx+
0

2n
J-|sinx|dx,
0

Isinxdx =—c0sx|;t =—(cosmt—cos0)=—(-1-1)=2
0
2n

. 2
J. sin x dx = —cos|ﬂ" =—(cos2n—cosm) =2
K

Par conséquent, 0 =2 +|-2 |=4.

A y=fi@)
NS 1)
g"l.
0| a b X
* Fig. 234 Fig. 235

S'il faut calculer 1'aire délimitée par les courbes y = f; (x), y =f> (x) et les droites
X =a, x = b avec la condition y = f; (x)= y = f, (x), on aura évidemment (fig.
234)

b b b
0= [ fiwax=[ fax=[[hw-Hrokr. @
a a a
Exemple 2. Calculer l'aire délimitée par les courbes (fig. 235)
y= \/; ety= X%
Solution. Trouvons les points d'intersection des courbes : Jx =x? ,

x=x' doux; =0,x,=1.
Par conséquent,

1 1 1 1
Q:!\/de—szdx:.([(\/}—xz)dx=§x% zg_

0
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Calculons maintenant l'aire du trapéze curviligne délimité par la courbe
d'équations paramétriques (fig. 236)

‘ x=¢@.y=v, )
ou
a<t<P.
et
o(@)=a, oP)=>b

Supposons que la courbe définie par les équations (3) puisse étre mise encore
sousla forme y = f (x) avec le segment [a, b) pour domaine de définition. On
pourra calculer alors l'aire comme suit

b b
Q=J.f(x)dx='|.ydx.

Faisons le changement de variable
x = @(8); dx = @' (¢)dt.
On a, eu égard aux équations (3)

y=f@=fle@O]l=wv@®

Par conséquent,

B
0= [ W' )

Fig. 236
Telle est la formule permettant de calculer l'aire d'un trapéze curviligne délimité
supérieurement par une courbe en coordonnées paramétriques.
Exemple 3. Calculer l'aire du domaine délimité par 1'ellipse
x=acost,y=bsint.
Solution. Calculons l'aire délimitée par la demi-ellipse supérieure et doublons le
résultat obtenu. Ici x varie entre - et +a ; par conséquent, ¢ varie de T a 0,

0 0 T
0=2 j (bsin £)(—asin ¢ dr) = —2abJ' sin? ¢ dt = 2abJ' sin? ¢ df =
T T 0

Y . K
l1—cos2 2
= 2ab'|.ﬂdt =2ab LosmA) nab .
2 2 4 |,
0
Exemple 4. Calculer l'aire délimitée par 1'axe Ox et un arc de la cycloide
x=a(t—sint), y=a(l—cosi).
Solution. Lorsque ¢ varie de 0 a 2w, x varie de 0 a 2na. On obtient en
appliquant la formule (4)
2n 2n
0= Ia(l—cost)a(l—cos t)dt = a’ I(l—cos t)zdt =
0 0
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2n 2n

2n
=4 J‘dt—2.|.costdt+ J-cos2 tdt|;
0 0 0

2n 2n 27'[1 o
Jdt:2n; IcostdtzO; I%dtzn
0 0 0

On obtient finalement
0= @ Qn+ ) = 3nd’.

§ 2. Aire d'un secteur curviligne en coordonnées
polaires
Soit

p=s(6)
'équation d'une courbe en coordonnées polaires, ou f (0) est une fonction
continue lorsque a < 0 < .
Déterminons l'aire du secteur OAB délimitée par la courbe p =f(0) et les rayons
vecteurs 6 = o et 6 = f3.
Découpons 1'aire donnée en n parties par les rayons 6, =a, 06 =6;,...,0,=B.
Désignons par A, AB,, . . ., AB, les angles formés par ces rayons (fig. 237).
Désignons par p_)i la _longueur du
rayon vecteur correspondant a un
angle quelconque 0; , compris entre
61‘71 et 0,.
Considérons le secteur circulaire de
rayon 5 ; et d'angle au centre A;. Son
aire est

AQ; = %Eieri

Fig. 239

La somme
] & -2 .
0, =5 2P0, - @) a0,

donne 1" aire du secteur en « escalier ».
Cette somme étant une somme intégrale de la fonction p? = [f (0)]* sur le
segment o < 0 < f3, sa limite lorsque max AB; — 0 donne l'intégrale définie

B
2

= [p2a0.

2J.p

1 n
21’:1
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Elle ne dépend pas du rayon vecteur 5 ; choisi dans I'angle A®;. 11 est naturel

de considérer que cette limite représente l'aire cherchée ).
Ainsi, I' aire du secteur OAB est égale

//]1=aVco:7F a

113
_ - 2
0=>[p?d0 ()
ou

B
_1 2 ,
o= [lr@Fd0. @)

Fig. 238

Exemple. Calculer 'aire intérieure a la lemniscate p = a+/cos 20 (fig. 238).
Solution. Le rayon vecteur balaie le quart de 1'aire cherchée lorsque 6 varie

de0a =~
4
s ks
4 4 2 . L
lgzljpzdezlazjcoszedeza—sze4:“—,
4572 2 2 2 |, 2

par conséquent, ’aire intérieur a la lemniscate sera

0=d
§3. Longueur d’un arc de courbe

I. Longueur d’un arc de courbe en coordonnées
cartésiennes. Soit y = f (x) I’équation d’une courbe plane en coordonnées
rectangulaires.

Cherchons la longueur de I’arc AB de cette courbe comprise entre les verticales
x=aetx=>b (fig. 239).

On a donné au chapitre VI (§1) la définition de la longueur d’un arc de courbe.

Rappelons la. Prenons sur 1’arc AB des points 4, M, My, . . . , M, ..., B
d’abscisses x, = a, x{, X3, . . . Xi, . . . , b= x, et menons les cordes AM,, MM, . .
.M,.; B, dont nous désignerons les longueurs pa As;, Asy, . . , As,. On obtient

* . , . . . ,

On pourrait montrer que cette définition de 'aire ne contredit pas celle donnée
précédemment ; en d'autres termes, calculant l'aire du secteur curviligne au
moyen de trapézes curvilignes on retrouverait le méme résultat.
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alors la ligne polygonale AM\M,, . . M,.1B incrite dans I’arc AB. La longueur
de cette ligne polygonale est

n
s, = ZAS,« ,
i=1

On appelle longueur s de I’arc AB la limite vers
laquelle tend la longueur de la ligne polygonale
inscrite lorsque la plus grande corde tend vers
7810 :

s= lim As, (1)

Nous allons montrer maintenant que si la foncyion f{x) et sa dérivée f’(x) sont
continues sur le segment a < x < b, cette limite existe. Chemin faisant, on aura
donné en méme temps un procédé de calcul de la longueur d’un arc.
Introduisons la notation :

Ay = fx;) = fyi1 ).

2
_ 2 2 _ % .
As; (Ax;)” +(Ay;) 1+(Ax ] Ax;.

D’aprés la formule des accroissements finis
Ay ()= ()
Ax; Xp =X

i —

Alors

=/'E)

ou
X <& <x;

As; = 1+[1ED] Ax,.

De sorte que la longueur de la ligne polygonale inscrite est

S =Zn:\/1+[f'(al->]2 Ax;
i=1

La fonction f' (x) étant continue par hypothese, il en est de méme de

par conséquent

1+[f ’(x)]2 . Il en résulte que la somme intégrale a une limite qui est égale a
l'intégrale définie:
n b
s= dim Y 1+[rEnP Ay, :J,/H[f’(x)]2 dx .
max Ax; -0 = ’

Ainsi, on a trouvé pour le calcul des arcs la formule
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e T

Remarque. 1. On peut obtenir en part’ant'de cette derniére formule la
dérivée de l'arc par rapport a I'abscisse. Si I'on suppose que la borne supéricure
d'intégration est variable et si on la désigne par x (nous ne changerons pas la
variable d'intégration), la longueur de 1'arc s sera une fonction de x:

X 2
S:IW’1+[d_yj dx
dx

Dérivant cette intégrale par rapport & la borne supérieure, on obtient:

2
é =,/1+ [QJ 3)
dx dx

Cette formule a été établie au § 1, ch. VI sous certaines autres hypothéses.
Exemple 1. Chercher la longueur de la circonférence

JE
Solution. Calculons d'abord la longueur du quart de circonférence dans le
premier quadrant. L'équation de cette portion d'arc s'écrit

2 2
y=Ar-—-x".
d'ou

ﬂ 3 X

dx P2 _x2

Par conséquent,

—s—J. 1+ dx J. dx—rarcsm— =rE
\ Jr? — 2 2

La longueur de la circonférence tout entiére est s = 2mr.
Cherchons maintenant la longueur d'un arc de courbe lorsque la courbe est
donnée par des équations paramétriques

—o(.y=v(H (@<t<B). (@
ol ¢ (f) et y(f) sont des fonctions continues douées de dérivées également
continues, et ¢' (f) ne s'annule pas sur le segment considéré. Dans ces
conditions, les équations (4) déterminent une certaine fonction y = f'(x) continue
avec sa dérivée

Ay _v'®
dx  ¢'(t)

Soita=¢ (o), b=0 (B).
Faisant alors dans 1'intégrale (2) la substitution
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xX=0 (0, dx=¢' (1) d,

s—j {w(t)} o ()
B
s=[NlooP +lvoFa.  ©

Remarque 2. On démontre que la formule (5) reste en vigueur pour des
courbes qui sont coupées par des verticales en plus d'un point (notamment pour
des courbes fermées), pourvu que les deux dérivées @' (t) et y' (t) soient
continues en tout point de la courbe.
Exemple 2. Calculer la longueur de I'hnypocycloide (astroide)

x=acos’ f,y=asin’t.
Solution. La courbe étant symétrique relativement aux deux axes de
coordonnées, calculons d'abord le quart de la longueur de cette courbe se
trouvant dans le premier quadrant. On trouve:

dx d
= =3acos’tsint, L4 =3¢ sin’ £ cos .
dt dt

on obtient

ou, en définitive, s

\ . , T .
Le paramétre ¢ variera de 0 & 3 Par conséquent,

\/9a cos* tsin? t+9a? sin* ¢ cos tdt—3aJ.\/cos tsin? tdt =

1 j—
4

o —o | a

ki
2 3g

sin? ¢
=— s=6a

=3a| sint costdt =3a

O 0 [ 3

Remarque 3. Si l'on a une courbe gauche définie par des équations
paramétriques
x=0 @, y=y(0,z=y ), (6)

oua <t <P (voir § 1, ch. IX), on définit sa longueur (comme pour une courbe
plane) comme la limite d'une ligne polygonale inscrite lorsque la plus grande
corde tend vers zéro. Si les fonctions @ (¢), v (¢) et y (¢) sont continues avec
leurs dérivées sur le segment [a, P1, la courbe a une longueur déterminée (c'est-
adire la limite indiquée ci-dessus existe) donnée par la formule

B
s=[VloOP +lvOF +lr o d
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Nous admettrons ce résultat sans démonstration.

Exemple3. Calculer la longueur de I'arc d'hélice
X=acost,y=asint,z=amt
correspondant a ¢ entre 0 et 2.

Solution.On déduit des équations données
dx=-asintdt,dy=acostdt dz=amdlt.
On trouve en substituant dans la formule (7)

] 2n
s:J.\/a2 sin? ¢ +a? cost+azm2a’t:aJ.\llemzdt:2mxll+m2 .
o 0

2. Longueur d'un arc de courbe en coordonnées
polaires. Soit
p=/(0)(8)
I'équation d'une courbe en coordonnées polaires, p étant le rayon polaire et 0
l'angle polaire.
Les coordonnées rectangulaires s'expriment au moyen des coordonnées polaires
x=pcosB,y=psin6.
Si I'on remplace p par son expression (8) en fonction de 6, on obtient les
équations x =f(0) cos 0, y = (0) sin 6.
On peut considérer ces équations comme les équations paramétriques de la
courbe et appliquer la formule (5). Trouvons a cet effet les dérivées de x et de y
par rapport au paramétre 0:

% =f"(0) cos 0 - f(0) sin 6;

% =/"(0) sin O + £ (6) cos 0.

On a alors

) do

(dez +(ﬂj2 =[r'©OF +[f@OF =p>+p>.

Par conséquent,
0

s= J.\/p'2+p2d6.

09

Exemple 4. Calculer lalongueur de la cardioide (fig. 240)
p=a(l+cos0).
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Faisant varier 'angle polaire 6 de 0 a w, on
obtient la moitié de la longueur cherchée. On
aici p' = -a sin 0. Par conséquent,

Exemple 5. Calculer la longueur de
> l'ellipse en supposant a > b.
g Fig. 240

p=a(l+cos §) Solution. Servons-nous de la formule (5).
Calculons d'abord le %4 de la longueur, c'est-
Fig. 240 a-dire la longueur de l'arc correspondant aux

. R T
variations du paramétre ¢ entre 0 et E

T

T
2 2

s .

ZII\/aZ sin? 1 +b% cos? tdt :J.\/a2 —(1—cos® £)+b? cos® tdt =
0 0

2 T hid

2 2 a? _p? 2

J.\/az—(az—bz)cos2 ta’t:aj 1- > cosztdt:aJ. 1-k? cos? tdt
a

0 0 0

a’-b? ,
ou k =——>——<1. Par conséquent,
a

2
s:4aj' 1= k2 cos? td .
0

I1 ne reste plus qu'a calculer cette derniére intégrale. Mais on sait qu'elle ne
s'exprime pas au moyen des fonctions élémentaires (voir § !4, ch. X). Cette
intégrale ne peut étre calculée que par des méthodés approchées (par la formule
de Simpson, par exemple).

En particulier, si le demi-grand axe de 1'ellipse est €gal a 5 et le demi-petit axe a
4, on a k=3/5 et la longueur de 1'ellipse est

ki

2 3 2
s=4-5‘[ 1—(gj cos? tdt .

0
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Calculant cette derniére intégrale par application de la formule de Simpson ,

.. b1 . .
(en divisant le segment {O,E} en quatre parties), on obtient la valeur

T3
Hl—gcos2 tdt ~1298.
0

La longueur totale de I'ellipse est approximativement égale a s ~ 25,96 unités de
longueur.

approchée de l'intégrale:

|a

§ 4. Calcul du volume d'un corps en fonction des aires
des sections paralléles

Considérons un corps 7 et supposons connue l'aire de toute section arbitraire de
ce corps par un plan perpendiculaire a
l'axe Ox (fig. 241). Cette aire dépend du
plan sécant, c'est-a-dire qu'elle est
fonction deux:
0=0()

Supposons que Q (x) soit une fonction
continue de x et cherchons le volume du

= corps donné.
J Menons les plans x = xo = a, x = x|, X =
X2, .., X=x,=b.

Fig. 241
Ces plans découpent le corps en tranches. Prenons dans chaque segment partiel
x.1 £ x < x; un point arbitraire &; et construisons pour chaque sectioni =1, 2,. . .,
n un cylindre dont la génératrice paralléle a 1'axe des x s'appuie sur le contour de
la section par le plan x = &,.
L'aire de la base d'un tel cylindre élémentaire est

Q&) (xe1 <& <x)

la hauteur Ax; et le volume Q (&) Ax;.

Le volume de tous les cylindres est

n
v, = Y O(E)Ax, .
i=1
La limite de cette somme lorsque max Ax; — 0 (quand elle existe) s'appelle le
volume du corps donné
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n
v, = lim > TOE)AY,
n maXAxi—)O — Q(gl) 1
Comme v, représente évidemment une somme intégrale pour la fonction
continue Q (x) sur le segment a < x < b, la limite indiquée existe et s'exprime
par l'intégrale définie

Fig. 242
Exemple. Calculer le volume délimité par 'ellipsoide (fig. 242)
2 2 2
x° y° oz

X Z -1

+—+
PRSI
Solution. La section par un plan paralléle au plan Oyz et se trouvant a la

distance x de ce dernier donne 1'ellipse

2
y +Zz _ 52
b? a’
ou
2 . 52 |
b ok -
X X
a a
avec pour demi-axes
2 2
x x
b, =b,[1- C) =¢4|1-—
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Mais l'aire d'une telle ellipse est égale a nbic! (voir I'exemple 3 du § 1). Par

conséquent,
2
O(x) = nbc(l —x—zj
a

Le volume de I'ellipsoide est égal a

a 2 3
v =nbc J. [1 - x—szx = nbc[x - x—ZJ
a 3a

—a

a

=—mnabc .

3

—a

Notamment si @ = b = ¢, l'ellipsoide devient une sphére dont le volume délimité

3

4
estv= —ma
3

§ 5. Volume d'un corps de
y révolution

Considérons le corps de révolution
engendré par la rotation autour de
l'axe Ox du trapéze curviligne a4ABb
formé par la courbe y = f (x), 1'axe Ox
————— 3 et les droites x = a, x = b. Dans ce cas,
toute section de ce corps par un plan
perpendiculaire & l'axe des abscisses
est un cercle, ayant pour aire Q = 1y”
= 1t [f(x)]*.On trouve, en appliquant la
formule usuelle du calcul des volumes
[(1), § 4], la formule permettant de

7

-— -

S——-

calculer les  Fig. 243 volumes des corps
de révolution:
b b

V= thydeZ n‘[ [f(x)]zdx.
0 a

E x e m p le. Trouver le volume du corps engendré par la rotation de la
chainette
X X

e 5"
=—(e%+e ¢
y 2( )

au tour de 'axe Ox entre les plans x = 0 et x = b (fig. 243).
Solution.
x X b 2x 2x

b ) )
v=n%j(e“ +e ”)dx=%‘[(e” +2+e 9)dx=
0 0
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567+2x——e “ =—— (e -e %)+

b
2x 2x 2b 2b
_na2 a a - ma’ = = na’b
8

0
§ 6. Aire d'un corps de révolution

Considérons la surface de révolution obtenue en faisant tourner la courbe y = f
(x) autour de l'axe Ox. Calculons l'aire de cette surface dans l'intervalle a < x <
b. Nous supposerons la fonction f(x) continue avec sa dérivée en tous les points
du segment [a, b].

Comme au § 3, menons les cordes AM,, M\ M,, .
. ., M,1B dont nous désignerons les longueurs
par As,, As,, ..., As,

(fig. 244)

Dans sa rotation, chaque corde de longueur As;
(i=1,2,...,n) engendre un cone tronqué dont
l'aire AP; est égale a

0

APl-:ZnyHTJFy"Asi.

Ay,
As, = A2 +Ap? = /p{ﬁjmi. Fig. 243
i

On obtient en appliquant la formule des accroissements finis

ﬂzwzf'(gi), ou x, <& <x;
Ax; Xi =X

1 1

Or,

par conséquent,

Ay =1+ 2 @A, AP =2m LT L 7 g A,

L'aire de la surface engendrée par la ligne polygonale sera égale a

_ o Vi TV 12
P, —2n;—2 1+ £ (E)Ax, ,
ou bien encore a la somme

P, :2112[f(x,-,l)+f(x,‘)l\/1+f’2(§i)Axi )

i=1
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étendue a toutes les cordes. La limite de cette somme, lorsque la plus grande
corde As; tend vers zéro, s'appelle 'aire de la surface de révolution considérée.
La somme (1) n'est pas une somme intégrale pour la fonction ,

2 1+ f1(x)? )

étant donné que dans le terme correspondant au segment [x;;, x;] figurent
plusieurs points de ce segment : x; 1, X;, &;. Mais on peut démontrer que la limite
de la somme (1) est égale a la limite de la somme intégrale de la fonction (2),
c'est-a-dire

P= lim 7y [fC)+ SN/ €Ay, =
i=1

max Ax; -0

max Ax; —

n b
= lim OnZZf(é,-) L+ /"2 (&;)Ax; ou P=2njf(x)\/1+f'2(x) dx
i=1 a

Exemple. Calculer l'aire du paraboloide engendrée par la rotation autour de
l'axe Ox de la parabole y* = 2px. On se limitera a la portion comprise entre les
plansx=0etx = a.

Solution.

y=y2px, y':@’ W= 1+2—p:\/m,
2\/; 4x 2x

et on trouve en appliquant la formule (3):
b b
P= 2n'|‘,l2px1/2xzjdx = 275\/;'[ 2x+p dx=
a * a
2n 3 3
\/; {(2a+p)é —pé]

3
=2n\/;§(2x+p)A%

3

0
§ 7. Calcul du travail au moyen de l'intégrale définie

Supposons qu'un point matériel M sollicité par une force F' se meuve sur une
droite Os et que la direction de la force coincide avec celle du mouvement. On
demande de calculer le travail effectué par la force F pour déplacer le point M
de la position s = @ a la position s = b.
1) Si la force F est constante, le travail 4 est donné par le produit de F par le
chemin parcouru, soit

A=F(b-a).
2) Supposons que la force F varie continiiment en fonction de la position du
point matériel, c'est-a-dire qu'elle représente une fonction F (s) continue sur le
segment a < s < b.
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Découpons le segment [a, b] en n parties arbitraires de longueurs

AS], ASz, ey AS,,,
puis choisissons dans chaque segment partiel [s;, ;] un point arbitraire &; et
remplagons le travail de la force F (s) sur le chemin As; (i = 1, 2, . . ., n) par le
produit
F (&) As;.

Cela signifie que nous supposons la force F' constante sur chaque segment, a
savoir F = F (&;). Dans ces conditions, 1'expression F (§;) As; si donne, pour As;
suffisamment petit, une valeur approchée du travail de F sur le chemin As; et la
somme £

4, = FEns, 1J5
i=1

exprime approximativement le travail de F sur tout le
segment [a, b]. Il est évident que 4, représente une
somme intégrale pour la fonction F' = F (s) sur le
segment [a, b]. La limite de cette somme, lorsque
max (As;) >0, existe et exprime le travail de la force
F (s) sur le chemin entre les points s =a ets =5 : Fig. 245

 Longueur du ressort

b
A= J.F(s)ds .

Exemple 1. La comppression S d'un ressort a boudin est proportionnelle a la
force appliquée F. Calculer le travail de F lorsque le ressort est comprimé de 5
cm, s'il faut appliquer une force de 1 kg pour comprimer le ressort de 1 cm (fig.
245).
Solution. La force F et le déplacement S sont reliés, par hypothese, par la
relation F'= kS, ou k est une constante.
Nous exprimerons S en métres et F en kilogrammes. Pour S = 0,01 ona F =1,
c'est-a-dire que 1 = £-0,01, d'ou k=100 et F=100S.
On a en vertu de la formule (1)
0,05 52
A= [ 100sds =100=
0 2 0
Exemple 2. La force de répulsion entre deux charges électriques de mime
signe e et e, distantes de 7 s'exprime par la formule

0,05
=0,125kgm

€€

5
1’2

F=k

ou k est une conatante.
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Déterminer le travail de la force F' pour dépiacer la charge e, du point 4, se
trouvant a la distance 7, de e;, au point 4,, a la distance r, de e;, en admettant
que la charge e, se trouve a l'origine A,
Solution.On ad'apres la formule (1)

T oee 1] 11
A:jkﬁdr:—kelez— = keyey| ———
r? Il n o n

n

e e
i

On obtient pour 7, = co:
r? n

e .\ iy .
Poure,=1,0na A=k—- . Cette derniére quantité s'appelle potentiel du
r

champ créé par la charge e;.

§ 8. Coordonnées du centre de gravité

Soit donné dans le plan Oxy un systéme de points matériels

Py (x1, 1), P2 (%2, 1), -+ s Pu(Xns V)
de masses m;, my, . . ., m,.
On appelle les produits xm; et y;m; moments statiques de la masse m; par
rapport aux axes Oy et Ox.
Désignons par x. et y. les coordonnées du centre de gravité (barycentre) du
systéme donné. Comme on le sait du cours de mécanique. les coordonnées du
barycentre d'un systeme de points matériels sont définies par les formules

n

2.,
XMy + XMy +...+X, M i
X, = 171 272 nn _ i=1 (1)

my+my +...+m,
2m

i=1

n

Zyimi
yC:yIml+y2m2+"'+ynmn _ i:In @)
my+m,+...+m, Z

m;
i=1
Nous allons utiliser ces formules pour chercher les centres de gravité de divers
corps et figures.
1.Centre de gravité d'une courbe plane pesante. Soit une
courbe matérielle AB donnée par son équation y =f(x), a <x < b.
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Soit y la densité linéaire ) de cette courbe. Découpons la courbe en n
parties de longueurs Asj, Asy, . . ., As,. Les masses de ces parties seront égales
aux produits des longueurs par la densité (constante) : Am; =y As;. Prenons un
point arbitraire d'abscisse &; sur chaque portion d'arc As;. Considérant
maintenant que chaque portion As; représente un point matériel P; [E;, f(§;)] de
masse YAs; et substituant dans les formules (1) et (2) au lieu de x; et y;
respectivement &; et f(§;) et au lieu de m; la valeur yAs; (la masse de la portion
As;), on obtient les formules approchées déterminant le centre de gravité

DA WAL

. ZYASi P T ZYAS:'

Si la fonction y = f (x) est continue ainsi que sa dérivée, les sommes du
numérateur et du dénominateur de chaque fraction ont des limites lorsque max
As; —0. Par conséquent, les coordonnées du centre de gravité de la courbe
s'expriment par les intégrales définies

jfxds ?xw/1+f'2(x)dx

a

j].ds j’.w/1+f'2(x)dx
b b
j' f(x)ds j' LW+ £ (x)dx

yL' b

J.ds _ iw/l+f'2(x)dx

a

X

(1)

X,

")

Exemple 1. Trouver les coordonnées du centre de gravit¢ de la demi-
circonférence x* + y* = a” se trouvant au-dessus de I'axe Ox.
Solution. Déterminons I'abscisse du centre de gravité

2
y:\/az—xz,d—yz—; s 1+(ﬂ) dx

dx dx

9d =
\/az —x2
a

" On appelle .densité linéaire la masse de l'unité de longueur de la courbe
donnée. Nous supposerons que la densité lin¢aire est la méme en tous les points
de la courbe.
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J' —ava? -x*

x|? na
aarcsin —|

dx

Déterminons maintenant I'ordonnée du centre de gravité:
J. Va? —x? j dx

na na e m

2. Centre de gravité dune figure plane. Supposons que la
figure donnée soit délimitée par les courbes y=fi (x), y=/f (x), x =a,x=b et
représente une figure
plane matérielle.

—a

Ve =

9\ R Nous supposerons que la
8 densité superficielle,
y'4(t) ¢'est-a-dire la masse de
c I'unité d'aire, est
y=4() constante et égale a §
/ . pour toutes les parties de
la figure.

Découpons la  figure
donnée par les droites x

A4, X=X, ..., X=X,=
N > b en tranches paralléles
0 g & ¢, L I I=b
2 de largeurs Axi, Ax, . . .,
Ax,,.

Fig. 246

La masse de chaque tranche sera égale au produit de son aire par la densité 5.
Assimilant chaque tranche a un rectangle (fig. 246) de base Ax; et de hauteur f;

4 X
E)-fiE)ou g, = x,_—le , la masse de cette tranche sera a peu pres égale

a

Am; =38 [/ (&) -fi G Ax; (i=1,2,...,n).
Le centre de gravité de cette tranche se trouvera a peu prés au centre du
rectangle correspondant:

(e =853 (y,.)czw.
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Localisant maintenant la masse de chaque tranche en son centre de gravité,
on trouve les coordonnées approchées du barycentre de toute la figure [en vertu

des formules (1) et (2)]
D edlhEn-fiE)hy
TS nE) - AEhy
S lhe+ neblh e - fiEhy
Ye ®
DalrneEn-ficohy

Passant a la limite lorsque Ax; —0, on obtient les coordonnées exactes du
barycentre de la figure donnée

b b

[ i@ Al @+ A@La - o]
Xe = db s Ve = . b

[ 0011 (0)ax [ 001 (0]ax

Ces formules conviennent a
toute figure plane homogeéne
(ayant une densité constante
en tous les points). On voit
que les coordonnées du centre
de gravit¢ ne dépendent pas
de la densité¢ & de la figure
(elle s'élimine dans les
calculs).

Exemple 2. Déterminer les
coordonnées du centre de

Fig. 247 gravitt du segment de
parabole y2 = ax découpé par la droite x = a (fig. 247).

Solution. Dans le cas donné fz(x):\/a, fl(x):—\/a,donc

ZJ. xvax dx

ZJ.\/; dx

y.= 0 (¢tant donne que le segment est symétrique par rapport a l'axe Ox).
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§ 9. Calcul du moment d'inertie d'une courbe, d'un
cercle et d'un cylindre a l'aide de l'intégrale définie

Soit donné sur le plan xOy un systéme de points matériels Py (x1, y1), P2 (X2, 12),
<+ o P, (x4, y,) de masses my, my, . . .. ., m,. On sait alors de la mécanique que le
moment d'inertie du systéme de points matériels par rapport au point 0 est par
définition :

n n

Io= (7 +yD)m; ou Io=r’m,, (1)

i=1 i=1
Supposons, comme au § 8, que la courbe 4B est donnée par 1'équation y = f'(x),
a < x < b, ou f(x) est une fonction continue. Supposons que cette courbe
représente une /igne matérielle de densité linéaire y. Partageons de nouveau la

courbe en 7 parties de longueur Asy, As,, . . ., As,, ou As; = \/Axf +Ayi2 et de

masses Am; = yAs;, Amy= yAs,, . . ., Am, = yAs,. Sur chaque portion d arc
prenons un point arbitraire d'abscisse &;. L'ordonnée de ce point sera n; = f'(&)).
Le moment d'inertie de 1'arc par rapport au point O est alors approximativement,
conformément a la formule (1)

n
2, 2
Io =Y (& +n))vas; . (2)
i=1
Si la fonction y = f'(x) et sa dérivée f” (x) sont continues, alors quand As; — 0 la
somme (2) posséde une limite. Cette limite, s'exprimant par une intégrale
définie, détermine le moment d'inertie de la ligne matérielle

b
IO:yj[x2+f2(x) 1+ /72 (x) dx. 3)
a
1. Moment d'inertie d'une tige mince homogéne de

longueur / par rapport a son extrémité. Faisons coincider la

tige avec le segment de 1'axe Ox: 0 < x < [. Dans ce cas As; = Ax;, Am; = yAx; ,

rl-z = x,-2 et la formule (3) s'écrit

Io, =ij2dx:y?(4)
0

Si la masse M de la tige est donnée, alors y = % et la formule (4) devient
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Iy, = %Mlz )

2. Moment d'inertie d’une circonférence de rayon r
par rapport a son centre. Comme tous les points de la circonférence
se trouvent a une distance » du centre et sa masse m = 27 r- y, le moment
d'inertie de la circonférence sera

L=mi=y2nrr=y2nr. (6)

oo 3. Moment d'inertie d'un

¥ cercle homogéne de rayon R

par rapport a son centre. Soit &

la masse d'une unité de surface du cercle.
Divisons le cercle en n anneaux.

z  Considérons un anneau (fig. 248). Soit r;
son rayon intérieur, et ; + Ar; son rayon
extérieur. La masse de cet anneau Am; sera,
aux infiniments petits d'ordre supérieur par
rapport a Ar; pres, égale a Am; = 821 rAr;

Fig. 248
Le moment d'inertie de cette masse par rapport au centre sera
approximativement (conformément a la formule (6))

(AL) = 82mr; Ar; - r,-z =d27r; r,-3 - Ar;.
Le moment d'inertie de tout le cercle considéré en tant que systéme d'anneaux
s'exprimera par la formule approchée

I~ Y 82m <A, (7)
i=1

Passant a la limite quand max Ar; — 0, nous obtenons le moment d'inertie de la
surface du cercle par rapport au centre

R Iz
I, :827tJ.r3dr:7r87. (8)
0
Si la masse M du cercle est donnée, la densité superficielle & sera
M
d=—7
R

Portant cette valeur nous obtenons en définitive

MR?

I, = . )

2
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4. 11 est évident que si nous avons un cylindre circulaire, dont le rayon de la

base est R et la masse M, son moment d'inertie par rapport a 1'axe s'exprimera
par la formule (9).

Exercices
Calcul des aires

L.

10.

11.

12.

. . 1
Trouver l'aire de la figure délimitée par les courbes 1* = 9x, y = 3x Rép. 5

Trouver l'aire de la figure délimitée par 'hyperbole équilatére xy = o” l'axe
Ox et les droites x = a, x = 2a. Rép. a Log 2.
Trouver l'aire de la figure comprise entre la courbe y = 4 — x” et I'axe Ox.

1
Rép. 10— .
P 3
Trouver l'aire de la figure délimitée par I'hypocycloide x/3 +y/3 =a”/3 .
3
Rép. —ma“”.
P 8
x _x
Trouver l'aire de la figure délimitée par la chainette y = % (e? +e %) l'axe
a2
Ox, 'axe Oy et la droite x = a. Rép. e (22 -1).
e

Trouver l'aire de la figure délimitée par la courbe y = x’, la droite y = 8 et
l'axe Oy. Rép. 12.

Trouver l'aire du domaine délimité par une demi-onde de sinusoide et I'axe
des abscisses. Rép. 2.

Trouver l'aire du domaine compris entre les paraboles y* = 2px, x* =

4
2py Rép. 3 p2 .
Trouver l'aire totale de la figure délimitée par les courbes y = x°, y =2x, y =
3
x.Rép. — .
P 2
Trouver l'aire du domaine délimité par un arc de cycloide x = a (¢ - sin ?),

y=a (1 - cos 1) et I'axe des abscisses. Rép. 3ma’.
Trouver l'aire de la figure délimitée par I'hypocycloide x=a cos’t,y = a

sin® 7. Rép. % na’.

Trouver l'aire du domaine délimité par la lemniscate p2 =a’ cos 2¢.Rép. a.

13.

14.

15.

16.

17.

18.
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Calculer l'aire du domaine délimité par une boucle de la courbe p =a sin

1
2¢. Rép. 3 na’.
Calculer l'aire totale du domaine délimité par la cardioide p = a x (1 - cos
). Rép. % nd*

Tl:a2

Calculer l'aire du domaine délimité par la courbe p= a cos ¢. Rép. al

2
Trouver l'aire du domaine délimité par la courbe p = a cos 2¢. Rép. % .

Trouver l'aire du domaine délimité par la courbe p = cos 3. Rép. % .

2
Trouver l'aire du domaine délimité par la courbe p = a cos 4¢. Rép. %

Calcul des volumes

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

2 2
On fait tourner I'ellipse x_2 + Z—z =1 autour de I'axe Ox. Trouver le volume
a

. 4
du corps de révolution. Rép. ry nab*.
On fait tourner le segment de droite réunissant l'origine et le point (a,
1
b)autour de 1'axe des y. Trouver le volume du cone obtenu. Rép. 3 na’h.

Trouver le volume du tore engendré par la rotation du cercle x* + (y — b)* =
a” autour de I'axe Ox (on suppose que b > a). Rép. 21°a’b.
On fait tourner l'arc de la parabole y* = 2px limitée par la droite x = a
autour de I'axe Ox. Calculer le volume du corps de révolution obtenu. Rép.
pa’.

imi %oy =gt
La figure délimitée par I'hypocycloide x/3 +y/3 =a’3 tourne autour de

32na’
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Trouver le volume engendré par la rotption autour de I'axe Ox d'un arcde
2
. . . , W
sinusoide y = sin x. Rép. B3
La figure délimitée par la parabole y* = 4x et la droite x = 4 tourne au tour

de I'axe Ox. Trouver le volume du corps de révolution. Rép. 32.

I'axe Ox. Trouver le volume du corps de révolution. Rép
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26. La figure délimitée par la courbe y = xe* et les droites y = 0, x = 1
tourne autour de l'axe Ox. Trouver le volume du corps derévolution. Rép.

% @-1).

27. La figure délimitée par un arc de cycloide x =a (¢ - sin¢),y=a (1 - cos f) et
l'axe Ox tourne autour de l'axe Ox. Trouver le volume du corps de
révolution. Rép. 51°a’

28. La figure du probléme 27 tourne autour de I'axe Oy. Trouver le volume du
corps de révolution. Rép. 6n°a’

29. La figure du probléme 27 tourne autour de la droite passant par le sommet
de la cycloide parallé¢lement a 1'axe Oy. Trouver le volume du corps de ns

3
révolution. Rép. % 91 - 16).

30. La figure du probléme 27 tourne autour de la tangente au sommet de la
cycloide. Trouver le volume du corps de révolution. Rép. 7n’a’

31. Un cylindre de rayon R est coupé par un plan passant par un diamétre de la
base sous un angle o avec la base. Trouver le volume de la partie tronquée.

Rép. % Rtga.
32. Trouver le volume commun aux deux cylindres: x* + 1* = R% y* + 2 = R%.
16 ;
Rép. —R".
P 3

33. Le point d'intersection des diagonales d'un carré décrit le diamétre d'une
circonférence de rayon a, le plan du carré restant constamment
perpendiculaire au plan de la circonférence, et deux sommets opposés du
carré s'appuyant sur cette circonférence (la grandeur du carré varie
évidemment pendant le mouvement). Trouver le volume du corps engendré

par ce carré. Rép. % a.

34. Calculer le volume du segment obtenu en coupant le paraboloide elliptique

2 2
Y Z oy par le plan x = a. Rép. ma 1lpq
2p 2¢q
35. Calculer le volume du corps délimité par les plans z = 0, y = 0, les surfaces

i
e

cylindriques x* = 2py et z’=2px et le plan x = a. Rép. (dans le

premier octant).
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36. Une droite se meut parallément au plan Oyz en s'appuyant sur les deux

2 2 2 2

. X7y z .
ellipses —t 5= 1, —+t—== Ise trouvant res ectivement dans les
a b a c

plans Oxy et Oxz. Calculer le volume du corps obtenu. Rép. % abc.

Calcul des arcs

2 2 2
37. Trouver la longueur totale de 'hypocycloide xé + yé = aé . Rép. 6a.

38. Calculer la longueur de l'arc de la parabole semi-cubique ay* =
del'origine des coordonnées au point d'abscisse x = Sa. Rép. % a.

X X

39. Trouver la longueur de la chainette y = %(ez + e_;) de l'origine aux point

(x, ). Rép —(e +e “) Vy'-a’

40. Trouver la longueur d'un arc de cycloide x =a (¢ - sin #), y = a (1 — cos
).Rép. 8a.

41. Trouver l'arc de la courbe y = Log x entre les limites x = V3 etx=4/8 Rép.
1 3

1+ B Log 5

42. Trouver la longueur de la courbe y = 1- Log cos x entre les limites x = 0 et x
=4 .¢ép.Logtg 3?7[ .

43. Trouver la longueur de la premiére spire de la spirale d'Archiméde p =a ¢ a
partir du pole. Rép. mav1+4n> + % Log(2my1+ 4m%)

44. Trouver la longueur de la spirale logarithmique p =e*® du pdle au point (p,

Vi+a? o0 _ P
o

o

). Rép 1+0?

45. Trouver la longueur totale de la courbe p = a sin’ % . Rép. % na.

46. Trouver la  longueur  de la  développée de l'ellipse

2 2 3 43

. 4(a” -b

x=cos’t y:C—smSt.Rép.M.
a b ab

47. Trouver la longueur de la cardioide p = a (1 + cos @). Rép. 8a.
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48. Trouver la longueur de la développante du cercle x = a (cos ¢ + ¢ sin

. . .1
¢),y=a(sing-@cosp)de p=02a¢p=q;. Rép. Ea(plz.
Calcul des aires des corps de révolution
49. Trouver l'aire de la surface obtenue en faisant tourner la parabole y* = 4ax

autour de 1'axe Ox, de l'origine au point d'abscisse x = 3a. , Rép. ? na’.

50. Trouver l'aire du cone engendré par la rotation du segment de droite y = 2x,
0 < x £ 2: a) Autour de I'axe Ox. Rép. Sn\/g . b) Autour de I'axe Oy. Rép.

4n\/§ .

51. Trouver l'aire du tore obtenu en faisant tourner le cercle x* + (y - b)’ = a*
autour de l'axe Ox (b > a). Rép. 4n’ab.
52. Trouver l'aire de la surface de révolution engendrée par la rotation de la
cardioide d'équations paramétriques x = a (2cos ¢ - cos 2¢), y =a (2sin @ -
. 128
sin 2¢) autour de 1'axe Ox. Rép. e na’.

53. Trouver l'aire de la surface obtenue en faisant tourner un arc de cycloide x

. 4na’
=a(t—sint);y=a (1l - cos t) autour de I'axe Ox. Rép. 6dna

54. On fait tourner un arc de cycloide (voir probléme 53) autour de I'axe Oy.

: e . 64ma’
Trouver l'aire de la surface de révolution. Rép. 16n°a* + —— .

55. L'arc de cycloide (probleme 53) tourne autour de la tangente a son sommet.

2
Trouver l'aire de la surface de révolution. Rép. 32ma”

56. L'astroide x = a sin’ £, y = a cos’ ¢ tourne autour de l'axe Ox. Trouver l'aire

12na?

de la surface de révolution. Rép.

57. L'arc de sinusoide y = sin x de x = 0 a x = 2m tourne autour de l'axe

Ox.Trouver l'aire de la surface de révolution. Rép. 411:[\/5 + Log(\/E + 1)].

2 2

58. L'ellipse x_2+2/_2 =1 (a > b) tourne autour de l'axe Ox. Trouver l'aire de
a

: 222
, . B arcsine a”-b
la surface de révolution. Rép. 2nb? + 2mab ou e=
c a

Différentes applications de l'intégrale définie

59.

60.

61.

62.

63.

64.

65.

66.

67.

68.

69.

70.
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Trouver le centre de gravité du quart d'ellipse _2+b_2 =1 x=20,y2
a
4a 4b
0). Rép. —;—
)-Rep 3n 3m
Trouver le centre de gravité de la figure déiimitée par la parabole x> + 4y -

16 =0 et I'axe Ox. Rép. (0; %) .

Trouver le centre de gravité d'une demi-sphere. Rép. Sur I'axe de symétrie,
a la distance % R de la base.

Trouver le centre de gravité de la surface d'une demi-sphére. Rép. Sur l'axe
de symétrie, a 1a distance g de la base.

Trouver le centre de gravité de la surface d'un cone circulaire droit dont le
rayon de la base est R et la hauteur 4. Rép. Sur l'axe de symétrie, a la

distance g de la base.

Trouver le centre de gravité de la surface plane délimitée par les courbes y
—sinx (0<x<m),y=0.Reép. | =, X

2°8
Trouver le centre de gravité d'une aire plane délimitée par les paraboles y2
=20x, x> =20y. Rép. (9 ; 9).
Trouver le centre de gravité de l'aire d'un secteur circulaire d'angle au
sin o

. . 2
centre 2a et de rayon R. Rép. Sur l'axe de symétrie, a la distance 3 R
a

du sommet du secteur.

Trouver la grandeur de la pression de l'eau sur un rectangle qui y est plongé
verticalement : la base est de 8 m, la hauteur de 12 m et la base supéricure
se trouve a 5 m de la surface parallelement a cette derniere. Rép. 1056
tonnes.

Le bord supérieur d'une écluse carrée de 8 m de coté se trouve a la surface
de I'eau. Quelle est la pression exercée par I'eau sur chacun des triangles de
I'écluse obtenus en menant une diagonale du carré. Rép. 85 333,33 kg, 970
666,67 kg.

Calculer le travail nécessaire pour pomper I'eau contenue dans un réservoir
en forme de demi-sphére de 20 m de diamétre. Rép. 2,5-10° 7 kgm.

Un corps est animé d'un mouvement rectiligne, selon la loi x = c£, ol x est
le chemin parcouru pendant le temps ¢, ¢ = const. La résistance du milieu
est proportionnelle au carré de la vitesse, le coefficient de proportionnalité
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71.

72.

73.

74.

75.

76.

77.

est k. Calculer le travail di a la résistance a l'avancement lorsque le
. . 27 5
corps passe du point x = 0 au point x = a. Rép. = kcta’

Calculer le travail dépensé pour pomper un liquide de densité y contenu
dans un réservoir conique, le sommet tourné vers le bas, de hauteur A et de
nszH 2
12
Un flotteur de bois cylindrique dont la surface de base est S = 4 000 cm” et
la hauteur H = 50 cm flotte sur l'eau. Quel est le travail dépensé pour
le sortir de l'eau ? (Le poids spécifique du bois est de 0,8.) Rép.

yZHzS

rayon a la base R. Rép.

=32 kgm.

Calculer la pression totale exercée par l'eau sur un barrage en forme de

trapeze isocele, de dimensions: base supérieure @ = 6,4 m, base inférieure b

=4,2 m, hauteur H =3 m. Rép. 22,2 tonnes.

Trouver la composante axiale P kg de la pression totale de la vapeur

exercée sur le fond sphérique d'une chaudiére. Le diamétre de la partie

cylindriquede la chaudiére est D mm, la pression de la vapeur dans la
.y 2 b TCPDZ

chaudiere p kg/cm™. Rép 400

Un arbre vertical de rayon r est soutenu par une crapaudine plane. Le poids

P de l'arbre est uniformément réparti sur toute la surface d'appui. Calculer

le travail total des forces de frottement lorsque l'arbre tourne d'un tour. Le

. 4
coefficient de frottement est p. Rép. 3 Ty Pr.

Un arbre vertical est terminé par un tronc de cone. La pression spécifique
de ce tronc de cone sur la crapaudine est constante et égale a P. Le diamétre
upérieur du céne tronqué est D, le diamétre inférieur d 1'angle au sommet
20. Le coefficient de frottement est p . Calculer le travail des forces de

2
P
frottement pour un tour de 1'arbre. Rép Tc_,u (D -d?).
6sina

Une tige prismatique de longueur / s'allonge progressivement sous l'action
d'une force croissant de 0 a P de sorte que la force d'extension est
équilibrée a chaque instant par les forces €lastiques de la tige. Calculer le
travail 4 de la force d'extension, en supposant que l'allongement est
¢lastique. La section transversale de la tiga est F, le module d élasticité du
matériau £. Indication. Six est 'allongement et /1a force appliquée, on

78.

79.

80.

81.
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FE . P
a f= Tx. L'allongement sous l'action de la force P est Al :E—;.
2
Rép. 4~ PAL_P'L
2  2FEF

Une barre prismatique est suspendue verticalement et une force d'extension
P est appliquée a son extrémité inférieure. Calculer 1'allongement de la
barre sous l'action de son propre poids et de la force P, connaissant la
longueur de la barre au repos 1, la section transversale F son poids Q et le

.. . 2P
module d'élasticité du matériau E. Rép. Al = %

Calculer le temps pendant lequel se vide un réservoir prismatique rempli
jusqu'au niveau H. La section transversale est F, la section de I'ouverture f,
la vitesse de vidange est donnée par la formule v=u./2gh, ou p est le

coefficient de viscosité, g l'accélération de la force de pesanteur, £ la
distance de  l'ouverture = au  niveau du  liquide. Rép.

po_2FH__F [2H
uf\2gH  w\ g

Déterminer le débit Q de 'eau (quantité d'eau évacuée pendant l'unité de
temps) a travers un déversoir de section rectangulaire. La hauteur du

déversoir est 4, sa largeur b. Rép. Q = %ybh,ﬂgh .

Déterminer le débit O de l'eau coulant a travers une ouverture rectangulaire
latérale de hauteur a et de largeur b, la hauteur de la surface libre de l'eau
au-dessus du coté inférieur du rectangle étant H. Rép.

Q:%X[H% —(H—a)%} .
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Accélération 130
a l'instant donné 129
moyenne 129
du point en mouvement curviligne
362
Accroissement
d'une fonction vectorielle 346
partiel d'une fonction 277
total 277, 285
Addition des nombres complexes 247
Aire
d'un corps de révolution 491
d'une ellipse 480
d'un secteur curviligne 481
d'un trapéze curviligne 478
- parabolique 461
Angle
de contingence 221
d'excentricité 110
de rotation de la tangente a la
courbe 356
Argument d'un nombre complexe 246
Astroide 111, 210, 485
Asymptote 199
oblique 199, 200
paralléle 199
Axe
imaginaire 246
numérique 13
polaire 30
réel 246

Binormale 364

Borne (limite)
de l'intégrale inférieure 431
- supérieure 431

Calcul approché des racines réelles
237-242
Cardioide 33
Centre 31,109
de courbure 229
de gravité 494
du voisinage 18

Cercle 31, 109
de courbure 229
Chainette 490, 500, 502
Champ
des gradients 308
scalaire 305
changement de variable
dans une intégrale définie 447
- indéfinie 382
universel pour l'intégration des
expressions trigonométriques 409
Circonférence 243, 484
Coefficient angulaire d'une tangente
77
Concavité de la courbure 192, 198
Condition
de concavité 194
de convexité d'une courbe 193
de croissance des fonctions 172
de décroissance des fonctions 173
d'existence d'une primitive 445
Conditions
d'existence d'une fonction implicite
300
nécessaires your l'existence d'un
extrémum d une fonction de deux
variables 316
- - - - d'une variable 175
---1i¢ 325
suffisantes pour I'existence d'un
extrémum d'une fonction de deux
variables 317
- - - - d'une variable 178
- - d'un point d'inflexion 196
Constante 16
absolue 17
Continuité d'une fonction
dans un domaine 280
a droite 62
a gauche 62
dans un intervalle 62
de plusieurs variables dans un point
279
sur un segment 62

uniforme 433

d'une variable dans un point 60
Convexité de la courbure 192
Coordonnées

du centre de gravité 494

- - d'une courbe plane 494

- - d'une figure plane 496

polaires 30
Cosinus 26, 81, 168

hyperbolique 114, 117
Cotangente 26, 92

hyperbolique 114, 117
Courbe(s)

concave 193

convexe 193

définies paramétriquement 108

exprimées par l'intersection de

surfaces 343

de Gauss 196
Courbure 222-228, 357-363

d'une courbe en coordonnées polaires

227

- sous forme paramétrique 226

- gauche 357

- - moyenne 357

- plane 360

moyenne 222
Croissance et décroissance de la fonction
172-174
Cycloide 110, 233, 480

Décomposition

des fractions rationnelles en éléments

simples 395

d'un polynome en facteurs 259
Degré du polyndme 28, 258
Dépendance fonctionnelle 20
Dérivation 74

des fonctions données sous forme

paramétrique 112, 126

- exponentielles 107

- hyperboliques 117

- implicites 126

- logarithmiques 107
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-, principales régles 107
- trigonométriques inverses 107
des intégrales dépendant d'un
parameétre 469
des vecteurs 351-354
Dérivée 74
d'une constante 83
d'une fonction arc cos x 103
- arc ctg x 106
- arc sin x 102
-arc tgx 105
- complexe 255
- composée de plusieurs variables
293
- - d'une variable 89
-cosx 82
Dérivée
d'une fonction ctg x 92
- donnée sous forme paramétrique
112
- exponentielle 95
- implicite 297-300
- inverse 100
- logarithmique 88
- puissance 80, 95
- sin x 81
-tgx 91
- vectorielle 346
d'une intégrale définie par rapport a sa
borne supérieure variable 444
interprétation géométrique 76, 284 -
mécanique 129
logarithmique 98
d'ordre n 123
partielle 282, 283
- d'ordre n 301
d'un produit de deux fonctions
85
- d'une fonction scalaire par une
fonction vectorielle 353
- scalaire de deux vecteurs 352
- vectoriel des vecteurs 354
du rapport de deux fonctions 86
seconde 122
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d'une somme de vecteurs 351

- de fonctions 85

suivant une direction donnée 307 d'un

vecteur par rapport a la longueur de

l'arc 355

- unitaire 353
Développante 231
Développée 231

d'une cycloide 233

d'une ellipse 232

d'une parabole 232

-' propriétés 234, 235
Développement des fonctions par la

formule de Taylor 164-168
Différence des nombres complexes

247
Différentielle(s) 118

d'un arc 221

d'une fonction composée 121

- - totale 296

d'ordre n 125

seconde 125

totale 286, 287

de la variable indépendante 287
Division des nombres complexes 248
Domaine

borné 275

Domaine de définition (d'existence)

d'une fonction de plusieurs

variables 274

- - - d'une variable 20

fermé 275

naturel de définition d'une fonction

23
ouvert 274

Elévation d'un nombre complexe a
une puissance 250
Ellipse 110, 480
Ellipsoide 489
Equation(s)
algébrique 237, 259
binéme 252
d'un cercle 116

d'une normale a une courbe 131
- a une surface 371
paramétrique(s) 108, 342
- d'une astroide 111
- 'd'un cercle 109
- d'une courbe gauche 342
- d'une cycloide 110
- d'une ellipse 110
- d'une hyperbole 115
d'un plan tangent 370
d'une tangente a une courbe 130
- - gauche 348, 349
d'une tractrice 146
vectorielle d'une courbe gauche
342
Erreur
absolue 290
- maximale 290
relative 291
- maximale 291
Etude des fonctions 181, 183, 190,
203, 207
Evaluation de l'erreur commise
pendant les calculs numériques
289, 290
Expression
analytique 22
sous le signe somme 377
Extraction de la racine d'un nombre
complexe 250
Extrapolation 268
Extrémités d'un segment (d'un
intervalle fermé) 18
Extrémum 175
d'une fonction de plusieurs
variables 314
lié 323
Folium de Descartes 210
Fonction (s) 20
algébrique 28-30
bornée 42, 43
calcul approché 118, 119
complexe d'une variable réelle
255

composée (fonction de fonction)

- exponentielle 96

continue 62

-, propriétés 64-66

croissante 21

décroissante 21

dérivable 78

de deux variables indépendantes
273

différentiable en un point 286

discontinue 63

données a l'aide de tables 21

- sous forme paramétrique 108

- - -, dérivée 112

¢lémentaire(s) 26, 62

E(x)416

exponentielle 23, 25, 95

-, propriétés 254

- d'une variable complexe 253

de fonction (composée) 26

gamma 472

hyperboliques 114

impaire 204

implicite 93

-, dérivée 94

infiniment grande 40

- petite 44

intégrable sur un segment 431

a intégrer 377

inverses 98-101

irrationnelle 29

de Laplace 415

linéaire 28

logarithmique 23, 88

multivoque 21

non bornée 42

non ¢lémentaire 28

paire 204

périodique 25

de plusieurs variables
indépendantes 276

puissance 23, 24

rationnelle 391

- entiére 28, 258
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du second degré 29
sous le signe somme 377
transcendantes 30
trigonométriques 25-27
- inverses 24, 102-103
univoque 21
de la variable complexe 253
vectorielle d'une variable scalaire
indépendante 345
Formule(s)
de dérivation d'une intégrale par
rapport au parametre de Leibniz
- d'un produit de Leibniz 124
donnant la torsion 365-367
- le rayon de courbure 358, 360
d'Euler 256
d'intégration par parties 388
d'interpolation de Lagrange 265
- de Newton 268
de Maclaurin 164
de Moivre 251
de Newton-Leibniz 445
des paraboles 460
des rectangles 458, 459
de Serret-Frénet 367
de Simpson 460, 462
de Taylor 164
- d'une fonction de deux variables
313
de Tchébychev 467, 468
des trapezes 459, 460
de Wallis 451
Gradient 308
Grandeur variable 16
Graphique
du cosinus hyperbolique 114
de la cotangente hyperbolique 115
du sinus hyperbolique 114
de la tangente hyperbolique 114

Hélice 344, 486

Hélicoide 344

Hodographe du vecteur 342
Hypocycloide 500
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Infiniment grand 36
Infiniment petit(s) 44
comparaison 66
équivalents 67
du méme ordre 66 Intégrale
Intégrale
absolument convergente 455
avec des bornes infinies 451
convergente 456
définie 431
-, calcul approché 458
- de la fonction complexe 473
-, propriétés 436, 439
dépendant d'un parameétre 469
divergente 456
elliptique 416
d'une fonction discontinue 455
impropre 451
indéfinie 376
- de la fonction complexe 473
-, propriétés 380
- de la somme de fonctions 380
-, table 378
Intégration
approchée 464
des fonctions 377
- par changement de variable 382
- contenant le trindme ax” +
dx + ¢ 384-387
- irrationnelles 402, 412
- par parties 387
- - en cas d'une intégrale définie
349
- trigonométriques 407-412
Intervalle 17
fermé 17
Invariance de la différentielle 121
totale 296
Lagrange
formule d'interpolation 265
- pour le reste 163
théoréme de 149
Lemniscate 33, 243, 482
Lignes de niveau 306

Limite 34
a droite d'une fonction 38
d'une fonction de plusieurs
variables 279

sin x

quand x—0 51
X

(1 + %) quand x—o0 53

d’une variable 37
vectorielle 345

Limite
a gauche d'une fonction 38
d'un produit 48
d'un rapport 48
d'une somme 47
d'une variable complexe 255
Logarithme
décimal 58, 59
naturel (népérien) 58, 59
Longueur
d'un arc de courbe 219, 482
- - en coordonnées cartésiennes 482
- - - polaires 486
- - donnée par des équations
paramétriques 484
- gauche 354, 486
de la normale 132
de la tangente 131
Maximum et minimum des fonctions
de plusieurs variables 174, 314
liés 323
Meilleure approximation 269 Méthode
des coefficients indéterminés 398 des
cordes 238
des moindres carrés 329
de Newton (méthode des tangentes)
240
Minimax 320
Module (valeur absolue) 15
d'un nombre complexe 246
de transition M 59
de la vitesse 362

Moivre, formule de 251
Moment
d'inertie 497-499
statique 494
Multiplication des nombres
complexes 247
Nombre(s) 13
complexe 245
forme exponentielle 257
-, forme trigonométrique 246.
-, partie imaginaire 245
partie réelle 245
représentation géométrique 245
conjugués 245
e55
irrationnels 13
purement imaginaire 245
rationnels 13
réels 13
Normale 131
a une courbe gauche 348
principale 357
une surface 371

Parabole 23
formule 460
Paraboloide de révolution 277
Parametre 108
Période
d'une fonction 25
- exponentielle 255
d'un pendule 293
Plan
normal & une courbe gauche 348,
250
osculateur 363
tangent a une surface 370
d'une variable complexe 245
Point(s)
critiques d'une fonction de deux
variables 316
- - d'une variable 178
de discontinuité de premiére espéce
64
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- d'une fonction de deux variables
280
- d'une variable 63
double d'une courbe 334
d'inflexion 195
intérieur du domaine 274
de rebroussement de deuxiéme
espece 336
- de premicere espece 335
simple d'une courbe 333
- de la surface 369
singuliers d'une courbe 332
- - gauche 350
- isolés d'une courbe 338
- de la surface 368
de tangence 337
Pdle 30
Polynome(s) 28, 258
de Bernstein 270
d'interpolation de Newton 268
de Tchébychev 271
Potentiel du champ 494
Primitive 375
de la fonction complexe 473
Principales fonctions élémentaires 23
Probléme d'interpolation de la
fonction 264
Produit des nombres complexes 247
Racine
de I’équation 258
de la fonction 147
multiple d'ordre &£ 261
du polyndéme 258
Rayon
de courbure 228
- d'une courbe gauche 358
de torsion d'une courbe 365
vecteur 342
du voisinage 18
Régle de L'Hospital 152
Représentation
analytique d'une fonction 22
graphique d'une fonction 22
Résolution des équations bindmes 252
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Reste 162
de la formule de Lagrange 163

Segment (intervalle fermé) 17
d'intégration 431
Semi-intervalle ouvert 18
Serret-Frénet, formule de 367
Signe d'intégration (signe « somme »)
377
Sinus 24, 81, 164
hyperbolique 114
Somme
intégrale 430
- inférieure 428
-, propriétés 428, 432
- supérieure 428
des nombres complexes 247
Sous-normale 132
Sous-tangente 131
Soustraction des nombres complexes
247
Sphere, volume 490
Spirale
d'Archimeéde 31, 227, 244
hyperbolique 33
logarithmique 33
Substitutions d Euler 404-406
Suite numérique 19
Surface 277
de niveau 305
de révolution 491
Systéme de coordonnées polaires 30

Tangente 23, 131

a la courbe 76

hyperbolique 114, 116

a la surface 368
Taylor, formule de 164, 313
Tchébychev, formule de 467, 468
Théoréme(s)

des accroissements finis 149

de Bézout 258

de Cauchy 150

d'existence de l'intégrale indéfinie

377
Théoréme(s)
fondamental de 1'algébre 259
fondamentaux sur les limites 47
de L' Hospital 152
de Lagrange 149
de la moyenne pour l'intégrale
définie 441
du rapport des accroissements de
deux fonctions 150
relatif aux racines de la dérivée 147
de Rolle 147
de Weierstrass 270
Torsion d'une courbe 365
Tractrice 146, 243
Transformations trigonométriques 412
Trapéze(s)
curviligne 431
formule des 459, 460
parabolique 460
Travail 492, 493

Valeur(s)
absolue (module) 15
critiques 178, 208
extrémales 175
d'une fonction de plusieurs
variables la plus grande 282
- la plus petite 282
- sur un segment la plus grande 187
- - la plus petite 187
- d'une variable la plus grande 64
- la plus petite 64
Variable 16
bornée 19
croissante 19
décroissante 19
indépendante 20
d'intégration 431
intermédiaire 89
monotone 19
ordonnée 19
a variation monotone 19
Vecteur du déplacement du point 361

Vitesse 72
instantanée du mouvement 73
moyenne d'un point 361
d'un point en mouvement
curviligne 361
Voisinage 18,279
Volume
d'un corps de révolution 490
Vraie valeur des indéterminations
151, 155
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